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I. 

Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von 

Professor  Dr.  Edüakd  Zetzsche. 


V.  Die  nnterseeiscbe  Telegraphie. 

(Zweite  Abtheilang.) 


(Hierzu  Tafel  I,  Fig.  1—37.) 


Nachdem  wir  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  einen  Ueberblick  über 
die  Entstehung  nnd  Ausbreitung  der  unterseeischen  Telegraphie  zu  geben 
versucht  haben,  lenken  wir  nun  unsere  Aufmerksamkeit  auf 
II.    Die  unterseeische  Leitung  selbst. 

In  Betreff  der  Unterseekabel  oder  Telegraphentaue,  welche  die 
Leitungen  für  die  unterseeischen  Telegraphen  bilden,  sind  vorwiegend 
folgende  Punkte  näher  zu  erörtern :  die  Einrichtung  und  Herstellung  der 
Unterseetaue ,  die  Prüfung  derselben ,  ihre  Legung  nnd  nöthigenfalls  ihre 
Wiederanfholung  und  Ausbesserung. 

1.  Di»  Efauriehtimg  nad  HenteUiiag  dar  UateriMtaTie. 

An  jedem  unterseeischen  Telegrapbenseile  lassen  sich  drei  ver- 
schiedene Theile  unterscheiden,  nämlich  der  eigentliche  Leiter,  die 
Isolationsmittel  und  die  Schutzmittel. 

Das  Material ,  welches  den  eigentlichen  Leiter  der  Elektricität  bilden 
soll,  mnss  namentlich  bei  langen  Unterseeleitungen  ein  mtSglichst  guter 
Leiter  sein  und  darf  zugleich  weder  an  sich  selbst,  noch  durch  das 
Isolationsmittel  und  durch  die  elektrischen  Wiiltungen  des  Stroms  Ver- 
änderungen ausgesetzt  sein,  welche  das  Leitungsvermögen  vermindern  oder 
gar  den  metallischen  Zusammenhang  des  Leiters  gefährden ;  ebenso  wenig 
darf  der  Leiter  eine  nachtheilige  Wirkung  auf  das  Isolationsmittel  aus-jc 
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tijben.     Diesen  AnfordernDgen  entspricht  möglichst  reines  Kupfer  ziem- 
lich vollkommen,  weshalb  es  fast  allgemein  für  diesen  Zweck  Verwendang 
gefunden  hat.     Das  Kupfer  muss  natürlich  sehr  sorgfältig  ausgewählt  und 
vor  seiner  Verwendung  auf  seine  Leitungsfähigkeit  untersucht  werden. 
Zu  noch  grösserer  Sicherheit  jedoch  schlug  C,  F.  Varley  vor,  einen  oder 
mehrere  der  Drähte,  aus  deuen  die  Leitung  hergestellt  wird,  ganz  oder 
theil weise  aus  Plaj;in  zu  machen,  damit,  falls  ja  das  Kupfer  weggefressen 
würde,   das  Platin  den  Strom  noch  leiten  könne  (Deutsche  Industrie>Ztg. 
1866,  S.  338).     Ausser  dem  Kupfer  kam  auch  Eisen  zur  Anwendung;  so 
legte  T.  P.  Shaffner  Eisendrähte  Nr.lO  im  Mississippi  und  8.  C.  Bishop 
in  New-York  im  Hudson   (Shaffner^  ielegraph  manual^  S.  600  und  603). 
Baudouin  endlich  schlug  vor,  Alum  inium  zu  verwenden.     Anfänglich 
benutzte     man     einen    einfachen     Knpferdraht    von     entsprechendem 
Querschnitte.     Bei  dem  im  Sommer  1856  im  St.  Lorenzbusen  versenkten, 
von  Glass,  Elliot&Co.  verfertigten  Tau  war  zum   ersten   Male  der 
Leiter  aus  mehreren  Kupferdrähten  (nach  Shaffner^  teUman.  S.  617  aus 
vier,  nach  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  178  und  Ztg.  d.  Vereins  deutschen 
Eisenbahn verw.  1861,  S.  334    aus   sieben   Drähten   Nr.  22)   zusammen- 
gedreht {Mechanics  Magazine  6ij   S.  513).     Schon  am  21.  Juni  1854   hatte 
Henry  Vernon  Physickin  London  ein  Patent  auf  solche  aus  mehreren 
Drähten  zusammengedrehte  oder  geflochtene  Leiter  erhalten,  während  Pro- 
fessor William  Thompson  und  die  Civilingenieure  John  Thompsoii 
und  William  John  Macquorn  Rankine,  sämmtlich  in  Glasgow,  unterm 
4.  December  ein  ganz   ähnliches   Patentgesuch  eingereicht  hatten  (Mech. 
Mag,  62,  S.  40  u.  620).     Im  September  1857  wurde  ein  Tau   mit  4  aus  je 
4  Dräthen  bestehenden  Leitern  zwischen  Sardinien  und  Afrika  gelegt,  und 
seitdem  werden  die  Leiter  vorwiegend  aus  mehreren  zusammengedrehten 
oder  parallel  neben   einander  liegenden  Kupferdrähten  hergestellt;  sehr 
häufig  wendet  man  7  Dräthe  an,  von  denen  6  spiralförmig  um  den  siebenten 
herumgewunden  werden.  Dabei  hat  man,  obwohl  die  Leitungsfähigkeit  etwas 
geringer  wird  (nach  Whitehouse  etwa  8%;    Delamarche,   Elemente 
der  unterseeischen  Telegraphie  S.  24),  offenbar  eine  vermehrte  Sicherheit 
gegen  eine  Beschädigung  des  kupfernen  Leiters  (Ader).    Besteht  nämlich 
die  Ader  aus  blos  1  Drahte,  so  könnte  sie  bei  einer  etwa  in  diesem  vor- 
handenen fehlerhaften  oder  schadhaften  Stelle  leicht  reissen  und  der  ganze 
Leiter  wäre  dann  unbrauchbar.  Bei  einer  aus  mehreren  Drähten  oder  Fäden 
gebildeten  Ader  dagegen  können  die  einzelnen  Drähte  solche  ursprünglich 
vorhandene   oder  später  entstandene  Fehlerstellen   haben   und  sogar   an 
solchen  Stellen  reissen,  ohne  dass  dadurch  die  ganze  Ader  den  Dienst  ver- 
sagt, weil  es  ganz  unwahrscheinlich  ist,  dass  in  allen  Drähten  fehlerhafte 
Stellen  neben  einander  zu  liegen  kommen.   Ausserdem  besitzt  auch  der  zu 
m ehr fäd igen  Adern  verwendete  feinere  Draht  an  sich  schon  eine  grössere 
Gleichartigkeit    und    solche   aus    mehreren    Drähten    zusammengedrehte 
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Adern  vertragen  eine  grössere  DehDung.  Freilich  werden  sich  bei  mehr- 
fädigen  Adern  auch  mehr  Stellen  finden,  an  denen  die  einzelnen  Drähte 
behnfs  ihrer  Verlängerung  znsammengelöthet  sind,  nnd  daher  muss  dieses 
Zusammenlüthen  der  einzelnen  zur  Ader  zu  verseilenden  Drähte  mit 
besonderer  Sorgfalt  ausgeführt  werden ,  damit  nicht  durch  unvollkommene 
Löthnngen  der  Widerstand  des  Taues  ohne  Noth  vermehrt  werde.  Wenn 
ferner  ein  Draht  der  Ader  springt  und  zufällig  die  isolirende  Hülle  verletzt 
oder  durchbohrt,  so  kann  das  eindringende  Wasser  das  ganze  Tan  durch- 
dringen nnd  einen  grösseren  Stromverlust  veranlassen;  dem  könnte  man 
jedoch  durch  Zusammenlöthen  der  verschiedenen  Drähte  der  Ader  be- 
genen  [Du  Moncel^  traue  de  telegraphie  electrique^  S.  253). 

Mit  der  Dicke  des  Leiters  wächst  zwar  dessen  Leitungsfähigkeit, 
allein  auch  die  Schwierigkeiten  bei  der  Herstellung,  Verladung  und  Ver- 
senkung, weshalb  man  die  Dicke  nicht  zu  gross  wählt.  Bei  langen  Tauen 
hat  der  Leiter  im  Mittel  etwa  2  Millimeter  Durchmesser;  bei  kurzen  Tauen 
kann  man  bis  auf  1  Millimeter  herabgehen.  (Delamarche,  Elemente S. 43.) 

Die  Zahl  der  Leiter  in  einem  Taue  wechselt  zwischen  1  und  0. 
Die  ersten  Taue  hatten  in  der  Regel  eine  grössere  Anzahl  Leiter,  während 
die  in  den  letzten  Jahren  versenkten  meist  nur  1  Leiter  enthalten.  Mit  der 
Zahl  der  Leiter  wächst  natürlich  der  Durchmesser  des  Taues,  daher  auch 
dessen  Steifigkeit  und  Gewicht,  sodass  namentlich  bei  sehr  grossen  Tiefen 
dadurch  zugleich  die  Legung  schwieriger  wird.  Zn  erwähnen  ist  hier  noch 
ein  am  15.  September  1855  als  Mittheilung  patentirter  Vorschlag  von  Gor- 
don,  unter  Verzichtung  der  Benutzung  der  Erde  als  Rückleitung,  zwei 
Drähte  nahe  an  einander  in  dasselbe  Tau  zu  legen  nnd  als  einen  Stromkreis 
zn  benutzen,  damit  beide  stets  gleich  stark,  aber  entgegengesetzt  geladen, 
somit  Rückströme  und  Inductionsströme  in  benachbarten  Drahtpaaren  un- 
möglich würden  [MecK  Mag,  64  S.  424;  Delamarche,  Elemente  der  nn 
terseeischen  Telegraphie  S.  19;  vergl.  auch  Poggendorff's  Annalen 
102  S.  66).  Ein  ähnlicher  Vorschlag  von  J.  N.  Hearder  findet  sich  im 
Civil  Engineer  and  Archiiects  Journal  1859.  S.  219. 

Eine  isolirende  HtUle  muss  der  Leitungsdraht  erhalten,  weil  das 
Wasser  die  Elektricität  leitet.  Djese  Hülle  soll  ausserdem  undurchdring- 
lich und  im  Wasser  unveränderlich  sein.  Das  jetzt  vorwiegend  zur  Isola- 
tion verwendete  Material  ist  Guttapercha.  Getheertes  Garn  und  Kautschuk 
sind  zwar  früher,  als  Guttapercha,  aber  nur  vorübergehend  angewandt  wor- 
den« Die  Guttapercha  allein  ist  indess  noch  nicht  ein  so  vollkommener  Isolator, 
als  man  wünschen  muss;  daher  benutzt  man  meist  gleichzeitig  noch  irgend 
eine  aus  verschiedenen  Stoffen  zusammengesetzte  Mischung.  Die  von 
L.  W^aj  vorgeschlagene  Mischung  besteht  aus  2  oder  2%  Theilen  Kaut- 
schuk, ^k  Theil  Harz,  l^Theil  gepulvertem  Quarz  oder  Thonerde  und 
etwa  Vg  Theil  Guttapercha;  sie  isolirt  sehr  gut,  ist  schwer  schmelzbar  und 
ihr  Widerstand  wächst  mit  der  Temperatur,  allein  s^e^j^^^^^^i^^f^f^ 
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Oberfläche  der  Taue  angewendet  werden,  da  sie  leider  vom  Meerwasser 
zerstört  wird.  Die  noch  geheim  gehaltene  Mischung  von  Hughes  ist  eine 
anscheinend  der  Steiukohle  entstammende,  klebrige  Substanz,  welche 
zwischen  die  verschiedenen  Lagen  von  Guttapercha  gebracht  wird ,  um  die 
Poren  und  Risse  derselben  auszufüllen.  R  a  d  c  1  i  f  f  e  vermischt  Guttapercha  mit 
Kohle,  um  ihre  Dauer  zu  erhöhen;  dabei  erhöht  sich  aber  das  Isolationsver- 
mögen  nicht  wesentlich  und  es  wird  auch  geringer,  wenn  die  Temperatur 
steigt.  Ebenso  ist  es  bei  der  Mischung  von  Godefroj,  welche  ans  Gutta- 
percha und  gestossenen  Kokusnussschalen  besteht.  Die  so  häufig  angewandte, 
am  9.  August  1858  patentirte  Mischung  von  John  Chatterton  (und  Wil- 
loughby  Smith)  enthält  3  Theile  Guttapercha ,  1  Theil  Stockholmer  oder 
Holztbeer  und  1  Theil  Harz,  ein  Yerhältniss,  bei  dem  das  Ganze  entspre- 
chend flüssig  ist;  sie  erhärtet  in  der  Kälte,  wird  aber  bei  etwas  höherer 
Temperatur  flüssig;  sie  wird  warm  zwischen  die  verschiedenen  Lagen  Gutta- 
percha aufgetragen  {Du  Moncely  traue  de  teL  electr.  S.  254;  Polytechnisches 
Centralblatt  1860  S.  342;  1863  S.  890)-  Siemens  und  Halske  geben  dem 
Leiter  zunächst  eine  dünne  Schicht  Chatterton's  Compound;  hierauf  wer- 
den ohne  Anwendung  von  Wärme  schmale,  lange  Bänder  von  Kautschuk 
aufgewalzt,  dann  wieder  Chatterton^s  Compound  und  eine  Lage  Gutta- 
percha; darüber  kommen  2  Lagen  von  besonders  vorbereiteten  Hanfschnü- 
ren in  entgegengesetzten  Windungen  und  zuletzt  wird  ein  Band  von  (phos- 
phorhaltigem)  Kupferbrech  spiralförmig  um  das  Tau  gewunden,  so  dass 
das  Tau  nicht  dicker  als  Vie  ^^^^  ^'^d  nicht  theurer  wird,  als  ein  mit 
Eisendraht  umhülltes  (Deutsche  Industrie- Zeitung  1864  S.  100;  Du  Moncel^ 
iraile  de  Hei.  eU  S.  262). 

Das  Kautschuk  muss  rein  sein,  wird  in  schmalen  Streifen  an- 
gewendet, die  mit  ihren  frischgeschnittenen  Rändern  an  einander  kleben, 
und  das  Ganze  wird  durch  heisses  Wasser  gezogen,  mit  vulkanisirtem 
Kautschuk  eingehüllt  und  einer  höhern  Temperatur  ausgesetzt,  damit  sich 
die  Flächen  gut  vereinigen.  Siemens  und  Halske  wenden  parallele  Läng- 
streifen an,  Silver  dagegen  windet  die  Streifen  spiralförmig  um;  Bilor  et 
endlich  wickelt  Kautschukfaden  um  den  Leitungsdraht  {Du  Moncely  iraile 
de  iel.  el.  S.  255—257). 

Die  Guttapercha  noruss  ebenfalls  möglichst  rein  sein  und  wird  des- 
halb auf  besonderen  Maschinen  gereinigt;  sie  wird  in  mehreren  dünnen, 
von  Blasen  und  Rissen  freien,  den  Draht  ringsum  in  gleicher  Dicke  umge- 
benden Lagen  aufgebracht  und  äusserlich  mit  Stockholmer  Theer  umgeben, 
die  umpressten  Drähte  dürfen  der  Luft  und  Wärme  nicht  ausgesetzt,  son- 
dern müssen  an  kühlen  Orten  in  Rollen  mit  nur  schwach  gekrümmten^ 
Windungen,  womöglich  unter  Wasser  aufbewahrt  werden.  Denn  während 
die  Guttapercha  im  Süss-  und  im  Meerwasser  sich  viele  Jahre  hindurch  ganz 
unverändert  erhält  und  erst  bei  70°  C.  weich  und  knetbar  wird,  fängt  sie 
schon  bei  30^  C.  an  zu  erweichen  und  dabei  könnte  der  Draht  die  Lage 
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genan  in  der  Mitte  seiner  Hülle  yetlassen;  an  der  Luft  und  im  Licht  femer 
wird  die  Guttapercha  bröckelig  und  zerbrechlich,  wechselnde  Nässe  und 
Trockenheit  aber  zerstören  sie  sehr  bald ,  besonders  im  Sonnenlichte.  Vul- 
kanisirte  d.  h  mit  Schwefel  versetzte  Guttapercha  bewährte  sich  nicht,  da 
sieb  zunächst  Schwefelkupfer  bildete  und  dieses  mit  der  Guttapercha  zu 
einer  dunkelbraunen,  die  Elektricität  leitenden  Masse  verband.  Bramley 
schlug  vor,  die  Dauer  der  Guttapercha  durch  einen  Zusatz  v.on  Creosot 
oder  dgl.  zu  erhöhen  (Polytechnisches  Centralblatt  1860.  S.  628). 

Die  Temperatur  ist  von  Einfluss  auf  die  isolirenden  Stoffe,  ebenso 
der  Druck,  dem  sie  ausgesetzt  werden;  letzterer  verdichtet  dieselben  und 
vermehrt  dadurch  das  Isolationsvermögen.  Diese  Stoffe  nehmen  an  ihrer 
Oberfläche  etwas  Wasser  auf,  die  Guttapercha  jedoch  vom  Meerwasser 
nur  eine  unbedeutende  Menge  und  nur  in  der  äussersten  Schicht;  mehr  da- 
gegen nimmt  Kautschuk  auf.  Die  Wasseraufnahme  ist  um  so  grösser,  je 
höher  die  Temperatur,  je  grösser  die  Dichte  des  Wassers  und  je  kleiner 
die  Dicke  der  isolirenden  Schicht  ist. 

In  Frankreich  nimmt  man  allgemein  an,  das  Kupfer  der  Drähte  wirke 
reducirend  auf  das  Kautschuk  und  bewirke  dadurch  dessen  Zerfiiessen,  da 
ja  das  Weichwerden  desselben  von  innen  heraus  beginne.  Mit  Gomme  vierge 
de  Para  (amerikanisches  Kautschuk)  versetztes  Kautschuk  dagegen  zeige 
dies  nur  an  den  der  Luft  ausgesetzten  Drahtenden.  Ausserdem  könnte 
man  dem  entgegen  arbeiten,  wenn  man  zwischen  Kupfer  und  Kautschuk 
eine  Schiebt  von  Guttapercha  oder  Chatterton's  Mischung  bringt. 

Das  Umpressen  des  Leitungsdrahtes  mit  Guttapercha  erfolgt  in 
einem  grossen  wagerecht  liegenden  Cy linder,  welcher  durch  Dampf  soweit 
erhitzt  ist,  dass  die  eingebrachte,  in  besonderen  Kesseln  bereits  vor- 
gewärmte und  erweichte  Guttapercha  in  ihm  halbflüssig  wird,  infolge 
des  mittelst  eines  in  den  Cylinder  allmählich  tiefer  und  tiefer  eingeschraub- 
ten Kolbens  auf  sie  ausgeübten  starken  Drucks  aus  einer  nach  oben  mün- 
denden Oe&ung  austritt  und  sich  dabei  an  den  genau  in  der  Mitte  des 
Mundstücks  durchgeftihrten  Draht  anlegt.  Nach  dem  Austritt  des  Drahles 
erkaltet  der  Guttaperchaüberzug,  erstarrt  und  der  umpresste  Draht  kann 
auf  eine  grosse  Trommel  aufgewunden  werden.  Ferr^re  entwarf  eine 
ganz  ähnlich  eingerichtete  Maschine ,  in  der  mehrere  Drähte  zugleich  über- 
zogen werden  können  (Dingler 's  polytechnisches  Journal  139  S.  11).  Vor- 
theilhafter  ist  es,  den  Kolben  durch  eine  im  Cjlinder  angebrachte,  in  ste- 
tiger Umdrehung  erhaltene  Schraube  ohne  Ehde  (Schnecke)  zu  ersetzen 
und  durch  diese  die  Guttapercha  durch  ein  am  Ende  des  Cylinders  befind- 
liches Mundstück  hindurchzupressen,  so  dass  sie  sich  an  den  ebenfalls 
stetig  durch. das  Mundstück  geführten  Draht  anlegt;  so  braucht  nämlich 
der  Betrieb  keine  Unterbrechung  zu  erleiden.  Damit  zwischen  dem  Drahte 
und  der  Guttapercha  keine  Zwischenräume  oder  Luftbläschen  bleiben,  tränkt 
man  den  Draht  meist  erst  mit  Chatterton's  Mischung  und^-giebt  am 
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dann  mehrere  Lagen  von  Gnttapercha,  deren  jede  nicht  unter  1 — 1,2  Milli- 
meter dick  sein  darf,  wenn  für  die  Güte  der  Arbeit  eingestanden  werden 
soll.  Man  beschränkt  sich  in  der  Regel  auf  3 — 5  Lagen,  obwohl  bei  Probe- 
tauen bis  25  Lagen  angewendet  worden  sind.  Ueberzogen  werden  Kupfer- 
drahtlängen von  3000 — 6000  Fuss ;  die  Vereinigung  dieser  Längen  erfolgt 
dann  so,  dass  man  die  Drahtenden  auf  5 — 6  Zoll  blos  legt,  sorgfältigst 
zusammenlöthet ,  mit  mehreren  Lagen  Guttaperchastreifen  umwickelt,  den 
Ueberzug  mit  der  Spirituslampe  erweicht  und  mit  dem  Finger  an  den 
Draht  andrückt. 

Eine  eigenthümliche  Herstellungsweise  von  Telegraphentauen  Hessen 
sich  South  worth,  Lorillard  &  Ferris  in  Neu- York  für  England  paten- 
tiren :  sie  fertigen  nämlich  zuivächst  aus  Guttapercha,  Kautschuk  oder  einem 
andern  Isolator  einen  Strang  mit  fortlaufenden  Längsrippen,  also  mit 
.  kreuz-  oder  sternförmigen  Querschnitten ,  legen  darauf  in  einer  besonderen 
Maschine  je  1  Draht  zwischen  je  2  Rippen  dieses  Strangs  und  nöthigen  nun 
den  Strang  durch  eine  sich  umdrehende,  trichterförmig  ausgehöhlte  Spindel 
zu  gehen,  wobei  sich  die  Rippen  um  die  Drähte  herumlegen;  der  aus  der 
Spindel  austretende  Strang  wird  sofort  mit  Draht  oder  Garn ,  welches  von 
einer  Spule  kommt,  umwickelt,  um  die  Rippen  in  ihrer  Lage  fest  zu  halten; 
von  3  Spulen  einer  andern  Spindel  erhält  dann  das  Ganze  eine  zweite  Lage 
von  Garn  oder  Draht,  läuft  durch  ein  Gefäss  mit  kaltem  Wasser  und  wird 
endlich  nochmals  mit  Garn  oder  Draht  umwunden,  welche  von  Spulen  einer 
sich  mit  umdrehenden  Scheibe  ablaufen  (Dingler*8  Journal  179  S.  53  aus 
London  Journal,  October  1865). 

P.  A.  Balestrini  (Patentgesuch  vom  8.  Septbr.  1855;  Mech.  Mag,  64 
S.  402)  sucht  die  Guttapercha  ganz  zu  umgeben;  er  lässt  die  Drähte  mit 
Hanf  oder  einem  andern  Faserstoff  umspinnen,  mit  mehreren  Schichten 
Kautschuklösung  und  einer  Schicht  Marineleim  überziehen,  eine  gleiche 
Umspinnung  in  entgegengesetzter  Richtung  mit  ebensolchem  Ueberzug 
darüberlegen  und  das  Ganze  mit  einer  Hülle  von  mit  wasserdichten  Stoffen 
gekränktem  Hanf  bedecken;  sind  mehrere  so  isolirte  Drähte  in  ein  Tau  zu 
vereinigen,  so  werden  sie  vorher  mit  Draht  umwickelt. 

Gapitän  R  o  w  e  1 1  isolirt  den  kupfernen  Leiter  mit  7  Lagen  Kautschuk, 
schliesst  ihn  in  ein  zolldickes  Hanfseil  und  schützt  das  Tau  mit  seiner  sich 
als  wirksam  erweisenden  Schutzlösung,  unter  Ausschluss  jeder  Eisenhülle 
{The  Atlantic  Telegraph,  S.  106). 

Zum  Schutz  gegen  die  Luft  wird  die  Guttaperchahülle  mit  einer  oder 
2getheerten  Hanflagen  umgeben.  Dies  geschieht  in  einer  einfachen 
Maschine ,  die  zwischen  2  hölzernen  Scheiben  eine  Anzahl  von  Spulen  ent- 
hält, auf  welche  die  Hanffäden  oder  Schnuren  aufgewickelt  sind  und  sich, 
wenn  die  Scheiben  in  Umdrehung  versetzt  werden ,  auf  das  langsam  und 
gleichmässig  durch  die  hohle  Axe  der  beiden  Scheiben  laufende,  zu  um- 
spinnende Tau  aufwickeln,  da  jeder  Faden  durch  ein  Loch  der  hohlen  Axe 
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nach  dem  Tan  geführt  ist.  Werden  mehrere  Gnttaperchadrähte  in  ein  Tau 
▼ereinigt,  so  werden  bei  der  UeberspiDnnng  die  Zwischenräume  zwischen 
ihnen  durch  parallel  eingelegte  Hanfschnüre  (Trensen)  ausgefüllt.  — 
Capitän  Boux  umwickelt  das  Kabel,  um  es  leichter  zu  machen,  mit  einer 
dicken  Schicht  von  dem  im  südlichen  Frankreich  vielfach^verwendeten 
Mattengeflecht  (5par/em) ,  welches  auf  dem  Wasser  schwimmt,  nicht  ge- 
theert  zu  werden  braucht  und  im  Wasser  nur  langsam  fault  {Compies  wen- 
dus  72,  S.  284). 

Die  grösste  Mannigfaltigkeit  herrscht  in  Bezug  auf  die  eigentliche 
SehntslllUle »  welche  das  Tan  bekommt.  Zwar  hat  man ,  namentlich  früher 
z.  B.  1850  bei  dem  Tan  zwischen  Dover  und  Calais,  wiederholt  versucht, 
die  Guttaperchadr&hte  ohne  weitere  Schutzhülle  in  das  Wasser  zu  versen- 
ken; dies  erscheint  indess  nur  dann  zulässig,  wenn  die  Wassertiefe  nicht 
so  bedeutend  ist,  dass  das  Tau  beim  Versenken  durch  die  Last  des  im 
Wasser  schwebenden  Stücks  und  durch  die  etwa  hinzukommenden  Zer- 
rungen oder  Stösse  einer  nachhaltigen  Dehnung  oder  gar  dem  Zerreissen 
ausgesetzt  ist,  und  wenn  zugleich  das  gelegte  Tau  so  ruhig  und  weich  auf 
dem  Boden  liegt ,  dass  ein  Abscheuern  der  Guttaperchahülle  ebensowenig, 
wie  eine  Beschädigung  des  Taues  durch  Schiffsanker  oder  Bohrmuscheln 
zn  befürchten  steht.  Gewöhnlich  ist  eine  besondere  Schutzhülle  ganz 
unerlässlich;  durch  dieselbe  wird  die  absolute  Festigkeit  des  Taues  ver- 
grössert  und  das  versenkte  Tau  gegen  äussere  Beschädigungen  geschützt, 
allein  die  Schutzhülle  vermehrt  zugleich  auch  das  Gewicht  des  Taues  und 
es  ist  natürlich  wesentlich  darauf  zu  achten,  dass  das  Gewicht  des  Taues 
nicht  etwa  ^in  stärkerem  Masse  wachse ,  als  die  Festigkeit  gegen  den  Zug. 
Je  schwächer  man  die  Schutzhülle  nehmen  kann,  desto  billiger  wird  es  und 
desto  mehr  kann  man  allen  das  Tau  gefährdenden  Unfällen  beim  Einladen, 
Verschiffen  und  beim  Legen  entgehen  zu  können  hoffen*).  Man  hat  des- 
halb in  dieser  Richtung  sehr  verschiedene  Vorschläge  gemacht ;  so  schlug 
Allan  vor,  einen  4  Millimeter  dicken  Eupferdraht  mit  24  Stahldrähten  von 
der  Dicke  einer  Nähnadel  spiralförmig  zu  umwickeln  und  das  Ganze  mit 
4  Lagen  Guttapercha  zu  überziehen  und  mit  einer  doppelten  Lage  getheer- 
ten  Bandes  zu  versehen  (i>u  Moncel,  iraile  de  HL  eL  S.  202);  ferner  wollte 
Bauduo  in  als  Leiter  einen  Eisendraht  von  der  6^i&fachen  Dicke  eines  aas- 


*)  Vgl.  auch  Dingler 's  Journal  184  S.278  aus  Mech,  Mag.  März  1867,  S.  199: 
Proben  des  Kabels,  welches  nach  dem  Verfahren  der  British  and  Americam  TeUgraph 
Company  angefertigt  und  durch  längere  Zeit  dem  Versuche  unterworfen  waren,  haben 
bei  ihrer  neuerlichen  Untersachang  gezeigt ,  dass  mit  der  Zeit ,  innerhalb  welcher 
solche  Kabel  in  der  tiefen  See  versenkt  bleiben,  ihre  Festigkeit  und  Isolationsfähig- 
keii  zunimmt.  Die  Verringerung  des  Gewichts  und  des  Volumens  lässt  erwarten,  dass 
die  Anwendung  solcher  Kabel  mit  geringeren  Kosten  Und  weniger  SchwierigkeUen 
yerbnnden  sein  dürfte,  als  dies  bei  den  schon  ansgeführten  2  Unterseelinien  der 
Fall  war,  um  so  mehr,  als  das  Auslegverfahren  für  ein  neues  Kabel  wesentliche  Ver- 
besserungen erfahren  kann.  r-^  j 
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reichenden  kupfernen  Leiters  verwenden,  etwa  6  Eisendrähte  von  2  Milli- 
meter Dicke  zusammendrehen  und  hlos  mit  getbeertem  Hanf  ohne  Sohutz- 
dräbte  bedecken,  oder  einen  2  Millimeter  dicken  Aluminiumdraht  blos  mit 
.Guttapercha  bis  zu  mindestens  ^  Millimeter  Dicke  überziehen ,  oder  auch 
den  Leiter  aus  Kupfer,  Alumin  und  Eisen  zugleich  herstellten  (Glö$ener^ 
iraite  des  applications  de  Telectriciie^  Paris  1861,  S.  275—262;  Du  Moncel, 
renne  des  appUcations  de  Velectricüe  pour  1857  ei  1858,  Paris  1859,  S.  2i,  88,  90). 
Das  zwischen  Varna  und  Balaclava  gelegte  Tau  batteblos  an  den  Uferenden 
eine  Schutzhülle.  Dass  übrigens  bei  rubigem  Wasser  auf  dem  Meeresboden 
eine  etwaige  Beseitigung  der  Schutzbülle  dem  Tau  selbst  nicht  gefäbrlicb 
ist,  haben  die  wiederaufgenomm,enen  Taue  dargethan,  z.  B.  das  erste  Do- 
ver-Calais-Tau,  das  Tau  zwischen  Dover  und  Grisnez  bei  seiner. Ausbesse- 
rung im  Jahre  1859  (Zeitschrift  des  deutsch- Österreich.  Telegraphen -Verein^, 
8,  S.  185),  eines  der  Shoeburjness  -  Kabel  {Mech.  Mag.  13,  S.  847)  und  das 
atlantische  Kabel  vom  Jahr  1865  (Schellen,  das  atlantische  Kabel,  Braun- 
schweig 1867,  S.  117).  Bei  Tiefseetauen  sind  die  Küstenenden  weit  mehr 
Beschädigungen  durch  Schifi^anker  und  den  Wellenschlag  ausgesetzt,  als 
die  Mittel^tücke;  daher  pflegt  man  den  Küstenenden  eine  weit  stärkere 
Schutzhülle  zugeben,  als  den  Mittelstücken  und  kann  dies  unbedenklich, 
weil  bei  de^-  an  den  Küsten  vorhandenen  geringeren  Tiefe  die  Legung 
dadurch  nicht  gar  zu  sehr  erschwert  wird.  Die  Schutzhülle  darf  ferner 
nicht  so  eingerichtet  sein,  dass  sie  eine  Ausbesserung  des  Taues,  falls  sein 
Leiter  beschädigt  werden  sollte^  unmöglich  macht.  In  manchen  Fällen  ist 
die  Schutzhülle  zugleich  dazu  bestimmt,  dem  Tau  überhaupt  ein  so  grosses 
specifisches  Gewicht  zu  verschaffen,  dass  es  von  selbst  untersinkt,  man  also 
nicht  nöthig  bat,  es,  wie  z.  B.  das  von  1850  zwischen  Dover  und  Calais  ge- 
legte Tau  durch  besondere  Gewichte  za  beschweren. 

Eine  in  England  zur  Prüfung  der  Ursachen  des  Misslingens  SQ  vieler 
Unterseetaue  und  zu  Untersuchungen  über  die  zweckmässigste  Einrichtung 
der  Taue  niedergesetssteCommission,  welcher  auch  die  Professoren  Thom- 
son und  Wheatstone,  Varley,  Latimer  Clark,  Edwin  Clark, 
William  Fairbairn  und  Joseph  Whitworth  angehörten,  äussert 
sich  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  S.  182  und  11,S.72;  Du  Moncel.iratle  de  tel.  eL 
S.  258)  dahin,  dass  kein  Tiefseetau  leicht  sein  dürfe,  weil  es  sonst  nicht 
wieder  aufgenommen  werden  könne  und  weil  sich  beim  Versenken  das 
grössere  Gewicht  durch  ein  grösseres  Volumen  ausgleichen  lasse ,  so  dass 
die  Spannung  beim  Legen  trotzdem  nicht  grösser  sei,  als  bei  einem 
leichten  Tau;  dass  fast  kein  leichtes  Tau  sich  bewährt  habe,  schwere  da- 
gegen um  so  besser,  je  schwerer  sie  waren;  daher  sei  eine  blose  Hanf- 
hülle nicht  ausreichend,  vielmehr  eine  Metallhülle  nöthig,  zwischen  ihr 
und  dem  Isolator  aber  müsse  eine  dicke  Decke  getheertes  Garn  oder  Band 
befindlich  sein,  um  während  der  Erzeugung  und  Legung  des  Taues  als 
Polster   zu  dienen.     Mit  Bücksicht   auf  die  Verhütung  einer  zu  grossen 
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DebnUBg  des  TaaoB,  einer  zu  grossen  Pressung  der  isolirenden  Hülle  und 
Verhlitni^  von  Schlingen  beim  Legen  empfiehlt  die  Commission  die 
Scbntzdr&hte  in  möglichst  steilen  Windungen  umzulegen,  also  möglichst 
parallel  zum  Leiter*).  Für  Taue  in  seichtem  Wasser  sei  das  Gewicht 
nicht  maassgebend,  sondern  der  Schutz  gegen  von  Aussen  kommende  6e- 
ficbädigung.  Um  ein  Anhängen  der  Meeresthiere  zu  verhüten,  könne  man 
dem  Tan  einen  mit  einem  Gift  versetzten  Anstrich  geben,  wie  es  Jon  v in 
für  eiserne  Schiffe  vorgeschlagen  hat,  nämlich  ein  Gemisch  aus  preussischem 
Blau  und  Turpeihum  minerale  (basisch  schwefelsaures  Quecksilberoxyd), 
woraus  sich  unter  Wasser  Quecksilbercyanid-Ghlornatrium,  ein  sehr  hef< 
tiges  Gift,  bildet 

Auch  9ur  Sohnt^btille  sind  sehr  verschiedene  Stoffe  vorgeschlagen  und 
verwendet  worden :  0*S  haughnessy  benutzte  1839  gespaltenes  indisches 
Bohr  flür  ein  Flusstau.  D  u  n  c  a  n  liess  sich  in  £ngland  das  Eatan-  oder 
Sotang-Rohr  für  diesen  Zweck  patentiren,  welches  im  südlichen  Ben- 
galen and  China  in  gleiohmässig  50  Fuss  langen  Stücken  massenhaft  und 
billig  zu  haben  ist  und  dessen  kieselige  Rinde  weder  vom  Wasser  noch 
von  Insecten  angegriffen  wird ;  die  Seele  des  Taues  soll  mit  den  Rohrstä- 
ben ähnlich  wie  mit  Drähten  umsponnen  werden.  (Deutsche  Industrie- 
Zeitung  18($2  S.  131;  Du  Moncely  traue  S.  203).  Auch  spanisches  Rohr 
wurde  versucht. (Deutsche  Industrie -Zeitung  1803  S.  35).  Ein  Bleiü  her- 
zog wiirde  wiederholt,  u.  A.  von  Samuel  C. Bishop  in  Neuyork  (S haff- 
ner ^UL  man.  S.  006)  angewendet.  Bishop  baute  besondere  Maschinen 
zum  Ueberziehen  der  isolirten  Drähte  mit  Blei;  auch  John  Chatterton 
in  Birmingham  Uess  sich  am  12,  Juni  1851  eine  verbesserte  Maschine 
zum  Aufziehen  von  Bleiröhren  auf  die  Drähte  patentiren  {Mtch.  Mag.  56 
S.  132;  Dingler's  Journall24 S.  265).  Whishaw schlug  vor,  das  Tau  in 
bewegliche  Eisenröhren  zu  legen,  welche  aus  Stücken  von  1 — 3  Fuss 
Länge  and  1  —  2^  Zoll  Durchmesser  hergestellt  werden  sollten,  indem 
diese  mittelst  Kugelzapfen  verbunden  würden,  wobei  die  Verbindungsstellen 
nicht  wasserdicht  zu  sehlieasen  brauchten  [Civil Engineer  and  Archiiecls  Jour- 
nal 1840  8.  304)«  Zinnröhren  über  dem  Kabel  und  der  Banfumwicke- 
long  empfahl  Lami  de  Nozan  (Deutsche  Industrie •  Zeitung  1800  S.  208). 
Sfaepherd  und  Button  Hessen  sich  am  23.  November  1850  zugleich  mit  der 
Umwickelung  des  Outtaperchadrahtes  mittelst  mit  isolirenden  Stoffen  ge- 
tränkten FUnnell  nnd  darüber  mittelst  Metall  oder  Metalldraht  ein  Verfah- 
ren patentiren,  nach  welchem  der  Draht  in  den  von  den  Gliedern  einer 
Kette  gebildeten  Winkelraum  gelegt  und  an  der  Kette  mittelst  KJampen 


*)  Diese  Ansicht  theilen  auch  Allan  nnd  Delamarche,  während  Feiten 
und  Gnilleaame  bei  festem  Afteinanderscbliessen  der  einzelnen  Drähte  oder 
Litsea  eine  schädliche  AnAreckimg  des  Seils  nicht  für  möglich  halten  (Zeitschr.  d. 
Tel..Ver.  ],  S.  171;  3,  8.  IQl).  •—  Bei  Wheatstone*8  Tau  von  1840  sollten  die 
Schntsdrähte  senkrecht  zur  Axe  gewickelt  werden  (Delamarche,  Element®,  8.40^« 
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befestigt  werden  sollte  (Mech,  Mag.  54  S.  438).  Einen  Panzer  ans  Blech- 
streifen  oder  Stahldraht  in  mehreren  Lagen  mit  je  einer  Zwischen- 
lage von  Guttapercha  unter  Vermeidung '  von  Hanf  liess  sich  J.  de 
la  Haie  patentiren  (Deutsche  Industrie  -  Zeitung  1866  S.  308  und  478). 
Kupferbiechstreifen  verwendeten  Siemens  und  Halske  1865  beim 
Bona  -  Biserte  -  Tan.  Das  gewöhnlichste  Material  sind  aber  Eisen-  oder 
Stahldrähte,  welche  theils  in  Litzen  zusammengedreht  (nach  Feiten  und 
Guilleaumein  Cöln;  Zeitschrift  des  Telegraphen -Vereins  3  S.  178),  theils 
einzeln  umgelegt  werden  und  im  letztern  Falle  wieder  entweder  und  zwar 
gewöhnlich  in  Spiralen  Windungen  oder  auch  in  parallelen  Lagen  und  mit 
besonderen  Bindedrähten  oder  Kupferblech  (Siemens  und  Halske;  vergl. 
Du  Moncely  traue  S.  262)  umwickelt.  Einfache  Drähte  umschliessen  die 
Seele  dichter  und  allseitiger;  die  Litzenumspinnung  erhöht  zwar  die  Kosten 
des  Taues  um  25 7o»  hat  aber  den  Vorzug,  dass  ein  etwa  springender  Draht 
durch  die  andern  Drähte  derselben  Litze  verhindert  wird,  sich  vom  Tau 
loszutrennen.  Feiten  und  Guilleaume  in  Cöln  geben  die  Kosten  eines 
laufenden  preussischen  Fusses  eines  Seiles  mit  4  Leitungsdrähten,  mit 
doppelter  Hanfnmwickelnng  und  mit  Litzen  von  verzinktem  Eisendrahte 
zu  22  Sgr.  und  bei  unverzinktem  Eisen  drahte  zu  18  Sgr.  an ,  während  ein 
nur  mit  einfachen  dicken  verzinkten  oder  unverzinkten  Eisendrähten  um- 
sponnenes Seil  beziehungsweise  13  oder  11  Sgr.  kostet  (Zeitschrift  des  Tele- 
graphen-Vereins 1  8.  173).  Der  Eisendraht  wird  aus  dem  besten  Holzkoh- 
leneisen hergestellt  und  soll  eine  Tragfähigkeit  von  80000  Pfund  auf  1  Qua- 
dratzoll besitzen*).  Die  Eisendrähte  wurden  mehrfach  verzinkt,  oder  ge- 
theert  oder  noch  mit  einer  verhältnissmässig  dicken  Lage  getheerten  Hanfs 
übersponnen,  um  dadurch  das  speciiische  Gewicht  zu  vermindern.  Das 
Besten  und  Zerfressenwerden  der  Eisendrähte  wird  durch  diese  Hanf- 
decke nicht  aufgehalten ,  wohl  aber  die  Festigkeit  während  des  Legens  ver- 
grössert  {Mech,  Mag.,  neue  Folge,  13  S.  347).  Die  Maschine  zum  Ueberspinnen 
des  Seils  mit  den  Eisendrähten  oder  Litzen  ist  der  schon  erwähnten  Ma- 
schine, welche  die  Guttaperchahülle  mit  der  Hanflage  versieht,  ähnlich, 
nur  in  allen  Theilen  stärker  und  grösser;  durch  grosse  Seilscheiben  wird 
das  fertige  Seil  von  der  Maschine  selbst  herausgezogen;  beide  Maschinen 
werden  durch  Dampf  getrieben.  Die  Herstellung  der  Taue  in  der  Fabrik 
von  Felten&Guilleaumein  Cöln  ist  in  der  Zeitschrift  des  Telegraphen- 
Vereins  (l  S.  169 — 173  und  daraus  in  Dingler's  Journal  134  S.  117)  ausführ- 
lich beschrieben. 

Wesentlich  abweichende  Einrichtungen  der  Telegraphentaue  wurden 


*)  Newall  verlangt  eine  Tragfähigkeit  von  60  Kilogramm  auf  1  Qaadrat- 
millimeter;  beim  amerikanischen  Tan  riss  das  Eisen  bei  70  Kilogramm,  bei  dem 
Tau  zwischen  Sardinien  nnd  Algier  bei  41—42  Kilogramm  (Delamarche,  Ele- 
mente, S.  47. 
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von  Thomafi^llan  in  London  und  von  S.  Statbam  vorgeschlagen.  Nach 
Allan  (Patent  vom  8.  Februar  1853)  soll  das  Tan  einen  gerade  laufenden 
starken  Eisendraht  als  Kern  erbalten  und  um  denselben  die  mit  Guttapercha 
aberzogenen  Leiter  abwechselnd  mit  starken  Eisendrähten  spiralförmig  ge- 
wunden und  allenfalls  noch  durch  eine  Lage  dünner  Eisendrähte  gegen 
Beschädigung  von  aussen  geschützt  werden  {Mech.  Mag,  57  S.  366; 
59  8.  137;  63  S.  414  und  613).  Eine  englisch  -  amerikanische  Gesellschaft 
beabsichtigte  Falmouth  und  Halifax  durch  ein  AUan^sches  Kabel  zu 
verbinden  (Deutsche Industriie- Zeitung  1867 S.  300).  Statham  dagegen  Hess 
sich  am  15.  August  1855  ein  Verfahren  patentiren ,  nach  welchem  um  eine 
isolirende  Seele  (mit  oder  ohne  darin  befindlichen  Draht  oder  Schnur)  einer 
oder  mehrere  Leitungsdrähte  gewickelt  werden  und  nach  Befinden  Draht- 
lagen mit  isolirenden  Lagen  abwechseln  sollten;  nach  einem  Patent  voo) 
26.  Januar  1856  dagegen  sollte  als  Leiter  ein  hohles  Seil  aus  spiralförmig 
gewundenen  Metalldrähten  dienen  mit  oder  ohne  Seele  aus  Guttapercha, 
Kautschuk  und  AQx%\.iMech.Mag.  64,  S.  282  ;.65  S.  304;  Dingler 's  Journal 
146  S.  115). 

Wird  ein  aus  so  verschiedenartigen  Stoffen  hergestelltes  Seil  in  seiner 
Längsrichtung  «inem  Zuge  ausgesetzt,  so  dehnen  sich  alle  Stoffe  um  gleich- 
viel und  es  ist  darauf  zu  achten,  dass  bei  keinem  die  Elasticitätsgrenze 
tiberschritten  wird.  Die  Guttapercha ,  deren  absolute  Festigkeit  etwa  3700 
Pfund  für  1  Quadratzoll  beträgt  und  deren  specifisches  Gewicht  0,98  ist,  er- 
reicht die  Elasticitätsgrenze  erst,  wenn  sie  um  0,04  ihrer  Länge  gedehnt 
wird,  das  Kupfer  dagegen  schon  bei  einer  Dehnung  von  0,ooi3  (Schellen, 
d.  ad.  Kabel  S.  14  und  22).  Wird  nun  beim  Kupfer  die  Elasticitätsgrenze 
überschritten,  ohne  dass  sie  bei  der  Guttapercha  erreicht  wird,  so  wird 
letztere  sich  nach  dem  Aufhören  des  Zugs  wieder  vollkommen  auf  ihre 
frühere  Länge  zusammenziehen,  das  Kupfer  dagegen  hat  eine  bleibende 
Dehnung  erlitten,  muss  sich  durchbiegen  und  die  Guttaperchahülle  durch- 
brechen. Die  Hanfschnüre  können  sich  um  Vio  ^^^  Vs  ibrer  Länge  aus- 
dehnen und  daher  müssen  hauptsächlich  die  Eisendrähte,  deren  Elasticitäts- 
grenze etwas  unter  der  des  Kupfers  liegt,  das  Kupfer  vor  einer  das  Tau 
gefährdenden  Ausdehnung  schützen.  Es  ist  daher  'die  Dicke  der  Eisen- 
drähte nach  dem  specifischen  Gewichte  des  Taues  und  der  Wassertiefe  zu 
bestimmen.  Banden  in  hat  mehrfache  Versuche  mit  Tauen  angestellt 
{Glösener^  iraiii  des  appL  S.  277flg.  aus  Du  Moncel,  Revue  des  appL 
de  Telieir.  S.  88).  Das  36  Millimeter  dicke  Tau  von  Spezzia  mit  8  Milli- 
meter dicken  Schutzdrähten  würde  bei  einer  Belastung  durch  eine  Länge 
von  9000  Metern  des  ruhig  im  Meer  hängenden  Taues  reissen ;  das  nur  15 
Millimeter  dicke  atlantische  Tau  mit  seiner  0,8  Millimeter  dicken  Eisenhülle 
hat  eine  neunfach  geringere  Festigkeit,  würde  aber  doch  erst  bei  9500  Meter 
Länge  reissen.  Ein  nach  Baudouin 's  Vorschlag  hergestelltes  Tau  mit 
eisernem  Leiter,  welcher  allein  1140  Kilogramm  tragen  könnte ,  während 

Digitized  by  VjOOQIC 


12       Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

der  Kapferdraht  des  atlantischen  Taues  hei  37  Kilogramm  Belastung 
reissen  würde,  hätte  hei  der  nfimlichen  Dicke,  wie  das  atlantische  Tau,  im 
Wasser  nicht  462,  sondern  nur  147  Gramm  Gewicht  und  könnte  eine  Länge 
von  1394Ö  Meter  tragen,  während  das  atlantische  nur  0480  Meter  zu  tragen 
▼ermöchte.  Ein  Baudouin*sches  Tau  mit  Alumininmleiter  endlich 
würde  bei  270  Kilogramm  reissen,  in  der  Luft  20,  im  Wasser  7  Gramm 
wiegen  und  könnte  eine  Länge  von  *^^^®=38000  Meter  tragen;  4000Meter 
desselben  würden  nur  78  Kubikmeter  einnehmen  und  100  Tonnen  wiegen 
gegen  000  Kubikmeter  und  2548  Tonnen  beim  atlantischen  Tau;  im 
Meer  hängend  würden  4400  Meter  nicht  2032,  sondern  nur  31  Kilogramm 
wiegen;  allein  sein  Preis  wäre  doppelt  so  gross. 

Die  Firma  Glass,  Elliot  &  Co.  hat  in  den  8  Jahren  1854  bis  1862 
allein  0749  englische  Meilen  Leitungen  aasgeführt  (D.  Ind.-Ztg.  1803,  S.08). 

Als  Beleg  für  die  grosse  Mannigfaltigkeit  in  der  Ausführung  der 
Unterseetaue  geben  wir  auf  Tafel  I  eine  Zusammensteliung  von  Abbil- 
dungen verschiedener  ausgeführter  Taue,  und  zwar: 

Fig.  1:  ein  amerikanisches  Flusskabel  nach  Shaffner,  Wade  und 
Sleeth,  1853;  a  ist  ein  Draht  Nr.  10  aus  schwedischem  Eisen,  dereinen 
Zug  von  1300  Pfund  aushält,  b  sind  3  Lagen  Guttapercha,  c  getheerte 
Leinewand,  d  Längsdrähte  Nr.  10,  e  Bindedrähte  Nr.  12. 

Fig.  2:  im  Hudson  gelegtes  Tau  von  Samuel  C.  Bishop  in  New- 
York ;  a  mit  Guttapercha  isolirte  Kupferdrähte,  b  weite  Guttaperchahttlle, 
c  Schutzhülle  aus  getheertem  Hanfgarn. 

Fig.  3:  ebenfalls  von  Bishop;  mit  3  Drähten  Nr.  10  aus  schwe- 
dischem Eisen,  getrennt  durch  einen  Guttapercbastrang  a  und  umschlossen 
von  einer  Guttaperchahülle  b  und  einer  HanfgamhüUe  c. 

Fig.  4:  von  Charles  T.  und  J.  N.  Chester  in  New-York;  5Kupfer- 
drähte  in  Guttapercha ,  in  einer  getheerten  HanfgamhüUe  und  12  Eisen- 
drähten Nr.  0. 

Fig.  5  :  ebenfalls  von  Chester  und  mit  12  Eisendrähten  Nr.  0.  Ganz 
ähnlich  war  das  Mittelmeer-Tau  von  1850,  nur  hatte  es  bles  10  ebenso 
starke  Schutadrähte. 

Fig.  0:  auch  von  Chester,  mit  12  Eisendrähten  Nr.  10.  Shaffner 
(Ulegr,  man.  S.  005)  bildet  noch  3  andere  Taue  mit  1  Leitungsdraht  und 
ähnlicher,  aber  stärkerer  Umhüllung  aus  12  Eisendrähten  Nr.  10  und  12 
oder  9  Drähten  Nr.  12  ab;  ebenso  2  Taue  mit  je  6  Litzen  aus  je  7  Eisen- 
drahten  für  reissende  Flüsse,  von  denen  dass  stärkste  einen  Zug  von 
14  Tonnen  aushalten  kann. 

Fig.  7:  Dover» Calais^Tau  vom  Jahr  1851,  von  Newall;  mit  4  Kupfer- 
drähten Nr.  10,  zwischen  denen  Hanflitzen  liegen,  mit  einer  Hülle  aus 
Hanflitzen  und  10  verzinkten  Eisendrähten« 

Fig.  8:  Holyhead-Howth-Tau  von  1852,  von  Newall;  a  Mittelstttck, 
b  Kttstenende. 
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Fig.  9:  Donagbadee-Port-Patrick-Tau,  1852,  von  Newall.  Aehnlich 
war  das  Dover  -  Ostende  -  Tau,  nnr  dass  eA  12,  aber  etwas  dünnere  Schutz* 
drahte  hatte. 

Fig.  10:  Donaghadee- Port -Patrick -Tau  9  1853,  von  Newall;  mit 
6  Kupferdrähten  Nr.  16  und  12  Eisendrähten  Nr.  2.  Ebenso  war  das  Mit- 
tehneertau  von  1855. 

Fig.  11:  Küstenende  des  Taues  zwischen  Oxfordness  und  Haag,  von 
Newall. 

Fig.  12:  Tau  von  Prinz  Eduards -Insel  nach  Neubraunschweig,  1852, 
von  Newall. 

Fig.  13:  Tau  für  den  Balize-Telegraph  bei  New-Orleans,  von  Newall. 
Ein  ähnliches  von  Newall  wurde  im  Hudson  bei  New- York  versenkt. 

Fig.  14:  a  Mittelstück ,  b  Küstenende  des  Mittelmeertaues  von  1857, 
von  Newall. 

Fig.  15:  a  Mittelstück,  b  Küstenende  des  Taues  zwischen  Cagliari» 
Malta,  Corfu,  1857,  von  Newall.  Ganz  ähnlich  war  das  indische  Tau 
(Suez-Aden-Karratschi),  nur  mit  2  Lagen  Guttapercha. 

Fig.  16:  Tau  im  grossen  Belt,  1853,  von  Newall. 

Fig.  17:  Tau  zwischen  Algier  und  Port- Vendres,  1860,  mit  einem  2  Milli- 
meter dicken  Strang  von  7  Kupferdrähten,  4  Lagen  von  Guttapercha;  abwech- 
selnd mit  4  Lagen  von  Chatterton^s  Mischung,  1  Lage  von  getheertem 
Hanf  und  10  Stahldrähten  von  2  Millimeter  Dicke  in  getheertem  Hanf.  Ge- 
sammtdicke  22  Millimeter)  Gewicht  eines  Meters  in  der  Luft  620,  im  Wasser. 
306  Gramm. 

Fig.  18:  Malta -Alexandria -Tau,  1861;  siebendrähtiger  Kupferstrang 
von  4  Millimeter  Dicke,  3  Lagen  Guttapercha,  Hanf-  und  Eisenhülle. 

Fig.  19:  Bona  -  Biserte  -  Tau  von  Siemens  in  London,  1865;  drei- 
drähtiger  Kupferstrang,  mit  einer  dünnen  Schicht  von  Chatterton's 
Mischung,  darauf  2  Lagen  Guttapercha  und  2  Lagen  getheerten  Hanfs, 
endlich  Kupferstreifen. 

Fig.  20:  Flusstau  mit  3  Leitungen  in  der  Elbe  bei  Plllnitz. 

F  i  g.  21 :  a  und  b  Mittelstück,  c  Küstenende  des  atlant.  Taues  von  1858. 

Fig.  22:  desgl.  von  1865.  Die  Hanflitzen  waren  getheert,  die  Eisen- 
drähte nicht  galvanisirt. 

Fig.  23:  desgl.  von  1866.  Die  5  Manillahanflitzen  um  die  galvanisirten 
Eisendrähte  sind  nicht  getheert. 

Das  Tau  im  Persischen  Golfe  (Karratschi-Buschier)  hatte  über  dem 
Kupferdrahte  4  Lagen  Guttapercha,  1  Lage  getheerten  Hanf,  16  Eisendrähte 
und  darüber  eine  bandförmige  ümwickelung  mit  Leinwand ,  welche  in  Pech 
getränkt  war  (Schellen,  d.  elektro - magn.  Telegr.  4.  Aufl.  S.  228).  — 
In  der  Elbe  zwischen  Hamburg  und  Harburg  wurden  1855  und  1860  2  Kabel 
gelegt;  das  letztere  ist  ähnlich,  wie  Fig.  14  construirt,  nur  mit  stärkeren 
Scbutzdrähten  (Zeitschr.  d.  Tel.- Yen  8,  165—173). 
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Das  für  die  Strasse  von  Kertsch  bestimmte,  bei  Felten&Guilleanme 
in  Cöln  verfertigte  Kabel  von  12  Seemeilen  Länge  und  3000  Cftr.  Gewicht 
hatte  einen  Leiter  von  1  Linie  Dicke  ans  7  Knpferdrähten;  3  Gnttapercha- 
hüllen  nnd  ]  SchntzhüHe  ans  10  %  Zoll  dicken  verzinkten  Eisendrähten ; 
Tragfähigkeit  1500  Ctr.  (Dingler 's  Jonrnal  181,  S.  154). 

8.  Die  Frfiftmg  der  ITiLterseetane. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  das  Gelingen  ist  die  Prüfung  der 
Taue,  und  zwar  darf  dieselbe  nicht  blos  in  einer  Prüfung  des  fertigen 
Taues  bestehen,  sondern  es  müssen  die  zur  Verfertigung  des  Taues  zu 
verwendenden  Stoffe  schon  vorher  sorgfältig  geprüft  werden  und  ganz  be- 
sonders muss  bei  der  Versenkung  des  Taues  dessen  Zustand  einer  fort- 
dauernden Untersuchung  unterworfen  werden,  damit  jed^  etwa  eintretende 
Mangelhaftigkeit  sofort  erkannt  und  Anlass  zur  Beseitigung  des  entstande- 
nen Fehlers  gegeben  werde.  Natürlich  muss  das  Tau  ausser  den  physika- 
lischen Proben  auch  einer  Prüfung  auf  seine  Festigkeit  unterzogen  werden, 
damit  es  nicht  beim  Versenken  reisst.  (Vergl.  auch  Delamarche,  Ele- 
mente S.  38). 

Von  den  Rohstoffen  sind  vor  deren  Verarbeitung  sorgfaltig  zu  prüfen: 
das  Kupfer,  die  Guttapercha  und  das  Eisen.  Die  im  Handel  vorkommen- 
den Kupfersorten  schwanken  je  nach  ihrer  Reinheit  in  Bezug  auf  ihre 
LeitungsfUhigkeit  in  sehr  weiten  Grenzen  (vergl.  auch  Du  Moncel,  traiie 
S.  254;  femer  Dingler's  Journal  146,  S.  113  aus  Mech.  Mag,  67,  S.  30),  bei 
sorgfältig  ausgewählten  Telegraphendrähten  bis  zu  20%.  In  dem  Malta- 
Alexandria- Kabel  z.  B.  kamen  an  verschiedenen  Stellen  Kupfersorten  vor, 
deren  Leitungsfähigkeit  zwischen  90  und  74  wechselte,  wenn  die  des  reinen 
Kupfers  =  100  gesetzt  wurde.  Daher  muss  zuerst  jeder  zu  verwendende 
Kupferdraht  auf  sein  Leitungsvermögen  geprüft  werden.  Bei 
der  Herstellung  des  atlantischen  Kabels  vom  Jahr  1865  wurden  alle  Drähte  > 
verworfen,  deren  Leitungsfähigkeit  unter  85%  von  der  des  reinen  Kupfer« 
betrug.  Ausführliche  Versuche  darüber  und  über  die  Metalllegierungen 
wurden  von  Dr.  A.  Matthiessen  und  M.  Holzmann  auf  Veranlassung 
der  englischen  Regierung  ausgeführt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  261 — 260 
und  8,  S.  9—14  aus  Poggendorf f's  Annalen  110,  S.  222  und  190).  Ebenso 
muss  ferner  die  Leitungsfähigkeit'  des  isolirenden  Materials 
bestimmt  werden;  dieselbe  ist  bei  constanter  Temperatur  hinlänglich  gleich- 
massig;  bei  dem  für  die  Strecke  Rangoon  -  Singapore  bestimmten  Kabel 
nahm  die  Leitungsfähigkeit  zwischen  den  Temperaturgrenzen  von  5 — 27^  C. 
nahe  im  Verhältniss  von  1:7  zu,  jedoch  nicht  constant.  Dr.  Werner 
Siemens  und  C.  William  Siemens  führten  daher  ihre  Prüfungen  stets 
bei  24°  C.  aus,  weil  dieser  Temperaturgrad  nach  der  Legung  des  Kabels 
selten  überschritten  wird  und  dabei  kleinere  Fehler  verhältnissmässig  viel 
leichter  wahrnehmbar  sind;   nachdem  die  zu  untersuchenden  Drahtringe 
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24  Standen  in  einem  Behälter  mit  Wasser  von  24°  gelegen  hatten ,  wurden 
ne  in  den  mit  Wasser  von  24®  gefüllten ,  hermetisch  yerschliessbaren  Yer- 
sachskasten  gebracht  nnd  einem  Dmck  Ton  600  Pfand  auf  1  Qnadratsoll 
aoBgesetzt,  damit  das  Wasser  in  die  etwa  vorhandenen  Höhlungen  oder 
Risse  eindringe*).  Beobachtangeix  an  Tauen  während  des  Versenkens 
derselben  haben  bestätigt,  dass  unter  hydrostatischem  Druck  dieLeitungs- 
f&higkeit  der  Guttapercha  sich  merklich  vermindert,  nach  Aufhören  des 
Dnickes  jedoch  wieder  etwas  Über  den  ursprünglichen  Werth  steigt.  Bei 
Drahtringen  mit  geringen  Fehlem  dagegen  erzengt  die  Zunahme  des 
äusseren  Druckes  keine  Zunahme  oder  selbst  eine  Abnahme  des  Isolations- 
Vermögens;  dies  bietet  den  Schlüssel  zur  Ermittelung  von  Mängeln,  die 
sonst  nicht  wahrnehmbar  sein  würden  (Zeitschr.  d.  TeL-Ver.  7,  S.  112). 
W.  und  C.  W.  Siemens  wählten  für  die  Prüfungen  des  Leitungsver- 
mögens des  Kupfers  und  der  Guttapercha  als  Widerstandseinheit**) 
den  Widerstand  einer  Quecksilbersäule  von  1  Meter  Länge  und  von 
1  Quadratmillimeter  Querschnitt  bei  der  Temperatur  0^,  da  sie  die  Jaco bi- 
sche Einheit  nicht  für  zweckmässig  erachteten  (Zeitschr.  d.  TeL-Ver.  7, 
8.55—68  und  8,  8.  76—85,  aus  Poggendorff's  Annalen  HO,  S.  l  und 
113,  S.  91;  mit  Tabelle  der  Widerstände  der  anderen  Metalle).  Dr.  Mat- 
thiessen  schlägt  eine  Mischung  von  2  Gewichtstheilen  Gold  und  1  Theil 
Silber  vor  (Poggendorffs  Annalen  112,  S.  353)  und  verth eidigt  die  von 
der  British  Association  aufgestellte  Einheit  (Poggendorff's  Annalen  129, 
8. 161).  Ueber  die  veischiedenen  Einheiten  vergl.  femer  Zeitschr.  d.  TeL- 
Ver.  13,  S.  1  und  12  aus  Foggendorff's  Annalen  126^  S.  360  und  }27, 
8.  827.  Znr  Bestimmung  der  Widerstände  der  zu  verwendenden  Drähte 
benatzten  Gebrtider  Siemens  die  Wheatstone'sche  Brücke  [während  Du 
Moncel  (traite  S.  282)  ein  DiiTerentialgalvanometer  vorzieht]  und  Wider- 
standsrollen mit  einem  Widerstand  von  1 — 10000  Einheiten.  Zur  Messung 
von  Widerständen  jenseits  dieser  Grenzen  änderten  sie  die  Brücke  dahin  ab, 
dass  sie  auch  die  festen  Zweige  a  und  h  (Fig.  24)  nicht  einander  gleich, 
sondern  veränderlich  machten,  sodass  jeder  derselben  die  Werthe  10^  100 
oder  1000  erhalten  konnte,  wodurch  sie  mit  l — 10000  in  c  eingeschalteten 
Widerstandseinheiten  einen  Widerstand  d  zwischen  0,oi  und  1000000  Ein- 


*)  Vergl.  auch  die  Versache  vonFleeming  Jenkin  mit  verschiedeDen  Tan. 
stücken;  Polytochnisches  Centralblatt  1860,  S.  444  ans  CU).  Eng.,  October  1850. 

**)  Eine  prenssische  Meile  Eisendrah tleitnng  yod  2^  Linien  Durchmesser  ent- 
spricht 04000  solcher  Einheiten.  Den  Widerstand  von  1  alten  Seemeile  {=^Jif  Aequa- 
torgprad)  bei  4«  G.  fand  Dr.  Esselbach  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  8.  109}  beim 
Hothen  Meer-Kabel  bu  22816,  beim  Bona- Cagliari* Kabel  zu  116232,  beim  Sjra- 
Constantinopel- Kabel  zn  41160,  beim  Hellas -Alexandria -Kabel  zu  21816,  beim 
atlantischen  Kabel  zu  60516  solcher  Einheiten.  —  Die  Widerstände  von  Guttapercha, 
Kautschuk  etc.  giebt  Du  Moncel,  traiU,  8.  275,  *  r^r^r^r^]r> 
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heiten  messen  konnten.  Znr  Messnng  der  isolirenden  Schicht  kürzerer 
oder  hesser  isolirter  Tauenden  (von  etwa  1  Knoten  =  ^  geographische 
Meile  Länge)  henuteten  sie  eine  sehr  empfindliche  Sinushassole*)  oder 
ein  Weher^sches  Spiegelgalvanometer  mit  40000  Um  Windungen  und  magne- 
tischem Spiegel;  mit  Hilfe  eines  regulirenden  Magnets  kann  die  Empfind- 
lichkeit dieses  Instruments  von  1  auf  100  verändert  werden.  Um  das 
Messinstrument  auch  für  die  mit  der  wachsenden  Länge  des  Taues  fort- 
während ahnehmenden  Isolationswiderstände  gleich  empfindlich  zu  machen,, 
legten  sie  üher  die  Drahtwindungen  der  Sinushussole  noch  eine  zweite 
Lage  von  verhältnissmässig  wenig  Windungen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7, 
S.  115),  leiteten  durch  diese  heständig  den  Strom  einer  kleinen  constanten 
Batterie  und  zwar  in  entgegengesetzter  Richtung,  als  der  zur  Prüfung  der 
Isolation  dienende  Strom  in  den  inneren  ursprünglichen  Windungen  läuft, 
und  regulirten  jenen  Strom  durch  eingeschaltete  Widerstände  so ,  dass  er 
die  Wirkung  des  anderen  auf  die  Ms^netnadel  gerade  aufhebt,  diese  also 
in  der  Buhelage. bleibt.  Wächst  die  Taulänge,  so  wird  der  Widerstand 
im  Kreis  der  äusseren  Umwindungen  so  weit  vermindert,  bis  das  Gleich- 
gewicht an  der  Nadel  wieder  hergestellt  ist,  und  den  bekannten  Werth 
dieser  Widerstandsänderung  braucht  man  nur  mit  dem  festen  Verhältniss 
zwischen  den  Einwirkungen  beider  Umwindungen  auf  die  Nadel  zu  mul- 
tipliciren.  Ist  in  Fig.  25  W  der  Widerstand  der  inneren  Windungen  der 
Sinusbussole,  ^,  der  ihnen  hinzugefügte  Widerstand,  w  der  Widerstand 
der  äusseren  Hilfs Windungen,  w,  der  in  ihren  Kreis  eingeschaltete  Wider- 
stand, m  und  n  endlich  die  Zahl  der  Batterieelemente  in  diesen  beiden 
Kreisen  und  k  der  constante  Coefficient  des  Verhältnisses  zwischen  den 
Einwirkungen  beider  Umwindungen  auf  die  Nadel,  so  hat  man 


k  = 


oder  k=:.üt..^+^ 


setzt  man  nun  anstatt  W^  den  unbekannten  Widerstand  x  des  Taues  und 
muss  man  dabei  n^,  in  w^  ändern ,  während  die  Zahlen  der  Elemente  jetzt 
M  und  N  sein  mögen,  so  wird 

^^IFirz   odera?=-.-.(w+Wg)-  W^ 


w-^TV^  W+x  k' N 

N'  m'  w  +  Wi    ^^"^^^^ 
Bei  Messung  des  sehr   grossen  Isolationswiderstandes  kurzer  Tauenden 


*)  Nach  der  aus  A  sin  a  =  S=:n£:  W  fliesscnden  Formel  *f=ii  sinu^:  «w«* 
worin  fFder  zumessende  Isolationswiderstand,«  der  abgelesene  Nadelausschlag, n  die 
Zahl  der  Elemente,  S  die  Stromstärke,  E  die  elektro-motorische  Kraft  eines  Elemen- 
tes, A  eine  Constante  und  »in  a^  die  (bei  länger  dauernden  Messungen  öfters  su  be- 
stimmende) Constante  des  Instruments.  Die  Widerstandseinheit  giebt  mit  einem 
Element  den  Ausschlag  «f,.  r^  ^ 
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kann  man  W  und  m  vernachlässigen  und  j?  =  —  .  ~  setzen,   wobei  k  von 

der  Empfindliclikeit  des  Instruments  nicht  abhängt.  Ueber  den  Isolations- 
widerstand kurzer  Taue  und  Messungen  des  Widerstandes  der  Isolirschicht 
bei  verschiedenen  Temperaturen  vergl.  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  201 
und  200. 

Der Isolations widerstand  Fisolirter  Drähte  findet  sich  (Zeitschr. d.  Tel.- 
Ver.  7,  S.  202  u.  Z)m  Moncel,  iraile,  S.  267)  ans  dem  specifischen  Leitungs ver- 
mögen der  verwendeten  Materialien  folgendermassen:  sind  r  und  R  die  Halb- 
messer des  Drahtes  und  der  Guttapercha,  /  und  X  die  Länge  und  das  specifi- 
sche  Leitungsvermögen  des  Drahtes ,  so  ist  der  Widerstand  des  isolirenden 
Cjlinderdifferentials  von  der  Dicke  dxy  im  Abstände  x  von  der  Längsaxe 

dx 
rf^'^=- — — —  ,  folglich  der  ganze  Widerstand 


27CklJ        X 


B 
lognat  — 


27tU 

Unerlässlich  muss  das  Leitnngvermögen  für  jedeeinzelneMeile 
desisolirten  Drahts  gemessen  werden,  nicht  nur,  um  mangelhaftes  Ma- 
terial ausschliessen  zu  können,  namentlich  an  Stellen,  wo  der  metallische 
Zusammenhang  des  Kupferdrahts  beim  Umpressen  gelitten,  hat,  sondern 
auch  um  einen  vollständigen  Nachweis  über  die  Leitungsfähigkeit  jedes 
einzelnen  Theiles  des  fertigen  Taues  zu  gewinnen,  ohne  welchen  sich  später 
dnrch  galvanische  Versuche  und  Eechnung  der  Ort  etwa  vorgekommener 
Beschädigungen  nicht  genau  bestimmen  lässt. 

Erfahrungsgemäss  treten  an  den  Stellen  des  isolirten  Drahtes ,  wo  die 
isolirende  Schicht  von  Haus  aus  dünner  war,  als  durchschnittlich,  sei  es  in- 
folge einer  Verletzung,  sei  es  infolge  einer  vom  Wasser  eingedrückten 
Blase  oder  einer  excentrischen  Lage  des  Drahtes  elektrolytische  Wirkungen 
des  Telegraphirstroms  auf  und  veranlassen  Störungen  im  Betrieb.  Daher 
tnuss  der  isolirte  Draht  auch  sorgfältig  auf  derartige  Fehler  geprüft  werden. 
Dazu  kommt  er  in  ein  mit  schwach  angesäuertem  Wasser  gefülltes,  herme- 
tisch geschlossenes,  gusseisernes  Gefäss,  worin  ein  Druck  von  etwa  140  Pf. 
anf  l  OZoll  herrscht*);  das  eine  Ende  desselben  wird  mit  einem  empfind- 
lichen Galvanometer  und  durch  dieses  mit  dem  einen  Pol  einer  Batterie  ver- 
bunden; wird  nun  der  andere  Batteriepol  mit  dem  zweiten  Drahtende  ver- 
einigt, so  erkennt  man  am  Galvanometer  den  Widerstand  der  Eupferader 
und  seine  Leitungsfahigkeit;  isolirt  man  dagegen  das  zweite  Drahtende  und 
verbindet  dafür  den  zweiten  Pol  mit  dem  gusseisernen  Geföss,    so  zeigt  ein 


^)  Will  man  etwa  in  der  Guttaperchahiille  eingeschlossene  Lnftbläschen  znm 
Platzen  veranlassen ,  so  macht  man  das  Gefäss  vor  dem  Einfüllen  des  Wassers  mög- 
lichst luftleer.  (^  r\r\n\c> 
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Ausschlag  des  Galvanometers  das  Vorhandensein  von  Fehlern,  welche  man 
durch  langsames  Herausziehen  des  Drahts  bis  zur  Fehlerstelle  experimen- 
toll finden  kann.  (Vergl.  auch  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  l,  S.  126  ff.) 

Eine  weitere  Prüfung  hat  sich  auf  das  Vertheilu  ngsvermögen  zu 
erstrecken.  Die  Versuche  haben  dargethan,  dass  das  specifische  Verthei- 
lungsvermögen  isolirender  Körper  weit  beständiger  ist,  als  ihr  specifisebes 
Leitungsvermögen.  Das  Vertheilungsvermögen  ist  überdies  unabhängig 
von  örtlichen  Fehlern  der  Isolirschicht  und  hängt  wesentlich  von  der  Ge- 
stalt des  Isolators  ab.  Durch  die  Messung  des  Vertheilangsvermögens 
einer  gegebenen  Taulänge  und  die  Vergleichung  desselben  mit  dem  mitt- 
lem Vertheilungsvermögen  des  verwendeten  Materials  lässt  sich  daher 
mit  grosser  Sicherheit  entscheiden,  ob  die  isolirende  Schicht  überall  gleich 
dick  ist,  oder  ob  der  Draht  theilweise  excentrisch  in  ihr  liegt.  Das  Ver- 
theilungsvermögen mnss  man  überdies  wissen,  wenn  man  die  Lage  eines 
Bruches  des  Leitungsdrahtes,  bei  welchem  das  Bruchende  isolirt  bleibt,  be- 
stimmen will.  Da  das  Tau  eine  Leydener  Flasche  bildet,  deren  innere  und 
äussere  Belegung  der  Draht  und  das  Wasser  sind,  so  ist  das  Vertheilungs- 
vermögen K  das  Product  aus  dem  Leitungsvermögen  und  einem  constanten 

2  ffx  1 

Factor  C,  also^= —,  C,  worin  x  das  specifische  Vertheilungsvermögen 

,  jR 

lognat  — 

bedeutet  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  196  und  Tabelle  der  K  auf  S.  203, 
desgl.  Du  Moncel,  iraile,  S.  274);  diese  Formel  nimmt  aber  beiKabeln  oder 

kC 

cylindrischen  Flaschen  die  einfachere  Gestalt  Är= an.  Ist  die  elek- 

lognat  — 

trische  Spannung  E  einer  mit  dem  Kabel  verbundenen  Batterie  in  der  Zeit 
<  auf  ^  gesunken  *) ,    so    sinkt    sie    im    folgenden    cf^  durch  den  nach  dem 

Oh  mischen  Gesetze  stattfindenden  Entladungstrom  —  um  dy  und  man  hat, 
wenn  w  der  Widerstand  der  isolirenden  Schicht,  Jl  der  Vertheihmgscoef-. 
ficient  ist,  zunächst  — Kdy  =:  —  di  und  daraus 

fV 

R 
„  C  »lognat  — 

Et                       ^        r           27tn  Xt 

lognat--  ^='--—  =t .  ; .  zr= — • 

'  C .  lognat  — 

Beobachtet  man  nun  mittelst  eines  Elektrometers  in  2  verschiedenen 
Fällen  die  Zeiten  /,  und  /,,    in    denen   die   ursprüngliche   Spannung  einer 


*)  Ein  befriedigend  isolirtes  Tau  zeigt  nach  seiner  Ladung  stets  einen  dentlich 
wahrnehmbaren  Rückschlag.  —  lieber  die  Prüfung  des  Isolationsznstandes  mit  dem 
Elektrometer  von  Peltier,  vergl. auch  Schellen,  d.elektromagn. Telegraph, 4.  Aufl. 
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Batterie  bis  zn  einer  gegebenen  Grösse  herabsinkt,  so  erhält  man  für  die  spe- 

cifischen  Leitungsvermögen  das  Verhältniss   —  =  -i ,  mittelst  dessen  man 

leicht,  wenn  auch  mit  grösserem  Zeitanf wände,  den  specifilschen  Widerstand 
des  isolirenden  Materials  bestimmen  und  die  Isolation  zweier  ähnlicher  Kabel 
vergleichen  kann ,  selbst  wenn  man  kein  Instrument  zu  einer  genauen  Mes- 
sung zur  Hand  hat.  Ueber  das  Verfahren  dabei  vergl.  auchiD«  Jtfowcc/,  iraile 
S.  282;  Schellen,  d.  elektromagn.  Telegraph,  4.  Aufl.  8.259  flF.  Das  Resul- 
tat ist  davon  nicht  abhängig,  ob  der  Draht  vollkommen  centrisch  in  dem 
Isolator  liegt.  Bei  langen  Kabeln  könnten  indessen  kleine  Fehler  leicht 
der  Beobachtung  entgehen,  da  sie  nur  einen  im  Verhältniss  zur  ganzen  La- 
dung kleinen  Elektricitätsverlust  veranlassen.  Daher  ziehen  es  Siemens 
vor,  die  Ladung  a  und  nach  Verlauf  einer  Minute  die  Entladung  b  mit  dem 

Galvanomeiter  zu  messen,  den  Verlust  j)  =  l an  Quantität  oder  Span- 
nung in  1  Minute  zu  bestimmen  und  —  anstatt    -—  in  obige  Formel  einzu- 

setzen.  —  Ueber  die  Resultate  der  Messungen  des  specifischen  Verthei- 
Inngscoefficienten  verschiedener  Isolatoren  vergl.  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7, 
S.  202—205. 

Bei  der  Prüfung  der  Taue  während  des  Legens  wandten  Sie- 
mens auf  der  Landstation  ein  Uhrwerk  an,  welches  das  Ende  des  Kabels 
abwechselnd  kurze  Zeit  mit  der  Erde ,  dann  mit  dem  Pole  einer  Batterie 
verband,  dann  einige  Zeit  isolirt  hielt.  Auf  dem  Schiffe  ist  beständig  ein 
Widerstandsmessapparat  mit  der  Linie  verbunden.  Durch  Herstellung  des 
Gleichgewichts  an  der  Wheatston  e'schen  Brücke  wird  abwechselnd  der  Wi- 
derstand der  Isolationsschicht  und  des  Leitungsdrahtes  am  Land  und  auf  dem 
Schiffe  bestimmt  und  erstere  nach  dem  Schiffe  telegraphirt;  weichen  diese 
4  Werthe  erheblich  von  einander  ab,  so  ist  ein  Fehler  vorhanden  und  die 
Lage  desselben  kann  aus  den  beobachteten  Werthcn  berechnet  werden.  Die- 
ses Verfahren  ist  zwar  ermüdend,  aber  sehr  zweckentsprechend. 

Sind  beide  Tauenden  zur  Hand  und  ist  der  Fehler  bei  f  in  Fig.  26  um 
X  und  y  von  ihnen  entfernt,  während  die  Länge  des  ganzen  Taus  =  /  ist 
und   werden    die   Widerstände   w,    und   Wg  so   regulirt,    dass   die   Nadel 

ifif 

des  Galvanometers    G  in  Buhe   bleibt,  so  ist  x  = — .     Ist  dagegen 

rv^  +  w^ 

bei  einer  einfachen  versenkten  Leitung  c  der  Widerstand  des  ganzen  Taues 

X  nnd  y  die  Widerstände  vom  Fehler  bis  zu  den   beiden  Enden  hin,    z  der 

Widerstand  des  Fehlers  selbst,  a^  und  b^  die  Widerstände,  welche  an  beiden 

Enden  gemessen  werden,  während  jedesmal  das  andere  Ende  isolirt  ist,  und 

a  und  6  die  entsprechenden  Widerstände,  wenn  das  andere  Ende  mit  der 

Erde  verbunden  ist,  so  liefert  das  Ohm' sehe  Gesetz  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver. 
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und  hieraus 

War  das  Kahel  schon' vor  Auftreten  eines  entstehenden  Fehlers  nicht 
vollkommen  gut  isolirt,  so  bestimmt  man  den  Widerstand  y  der  schon  vorher 
vorhandenen  Isolationsfehler  annähernd  aus  den  gemessenen  a,  6,  üi  und 
bi  und  entwickelt  dann  ans  den  nach  Eintritt  des  neuen  Fehlers  an  der  am 
andern  Ende  isolirten  Leitung  gemessenen  Widerständen  a^  und  b^  für  den 
Ort  des  neuen  Fehlers 


x  =  a,  —  Yj/l^^h.odeT  y^b.-^yl/huh 
^     bi—b^  ,  ^     «I— «a' 

je  nachdem  der  neue  Fehler  zwischen  dem  alten  und  der  Station  A  mit  den 

Aufzeichnungen  a,  a|  und  a^  oder  der  Station  B   mit    den   Aufzeichnungen 

6,  Ä,  und  ft,  liegt*). 

Bei  allen  diesen  Versuchen  soll  die  Polarisation  an  der  Fehlerstelle 
möglichst  gleich  sein;  deshalb  wird  durch  vorläufige  Messungen  der  Ort 
des  Fehlers  erst  angenähert  bestimmt  und  dann  für  die  eigentliche  Mes- 
sung die  Zahl  der  Elemente  so  regulirt,  dass  der  von  der  einen  oder  andern 
Seite  her  durch  die  Fehlerstelle  gehende  Strom  stets  nahe  dieselbe  Stärke 
hat;  bei  der  Beobachtung  selbst  aber  wartet  man,  bis  die  Polarisation  ihr 
Maximum  erreicht  hat. 

Beim  Versenken  des  atlantischen  Kabels  im  Jahre  1866  erfolgte  die 
Prüfung  nach  einem  von  Willougby  Smith,  dem  ersten  Elektriker  der 
Telegraph  Construction  and  Maintenance  Company,  ausgearbeiteten  Regle- 
ment in  folgender  Weise  (Schellen,  d.  atlant.  Kabel  S.  99—106;  Mech. 
Mag.XV^  S.  211):  Die  3  Kabeltheile  waren  auf  dem  Schiff  hinter  einander 
zu  einem  einzigen  Stromkreise  verbunden,  dessen  vorderes  Ende  a  (Fig.  27) 
durch  das  irische  Küstenkabel  mit  einem  Marinegalvanometer  G^^  unter 
Einschaltung  eines  Widerstandes  w  von  derselben  Grösse,  wie  5  Meilen 
Guttaperchahülle**)  verbunden  war,  während  der  auf  dem  Lande  be- 
findliche Taster  T^  für  gewöhnlich  isolirt   war,  aber  durch  Niederdrücken 


*)  Im  letzteren  Falle  wäre  «  =  «,  — 2y+yz/-^l —- 

**)  100  Millionen  Einheiten,  da  man  den  Widerstand  von  1  Meile  Guttapercha- 
schicht  für  die  Temperatar  des  Meerwassers  im  Mittel  =  500  Millionen  Einheiten 
setzen  kann.  ^  t 
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von  1  auf  2  mit  dem  veränderlichen  kleineren  Wid  erstände  n>  und  der  Erde 
in  Verbindung  gesetzt  werden  konnte.  Das  hintere  Ende  h  des  Kabels  K 
war  auf  dem  Schiffe  durch  das  Reflexgalvanometer  G^  ^i^^  ^^^  geschlossenen 
Taster  T,  mit  der  Batterie  B  aus  100  Elementen  einer  sogenannten  Sand- 
oder Sägemehl -Batterie  verbunden.  Letztere  war  also  für  gewöhnlich 
geschlossen  und  sendete  ihren  Strom  durch  G^  und  G^,  Ein  zweiter,  unter 
Umständen  stärkerer  Strom  geht  blos  durch  G^  f  ^^^  Guttapercha  und  das 
Wasser;  denn  die  Guttapercha  isolirt  nicht  vollständig  und  ihr  Widerstand 
würde  bei  2000  Meilen  Länge*  nur  ^^o^^V  ^  h  Million  Einheiten  betragen, 
während  ^=100  Millionen  Meilen  war.  Vernachlässigt  man  den  verhält- 
nissmässig  kleinen  Widerstand  der  Batterie  und  der  Galvanometer,  so  ver- 
hält sich  der  erstere  (Kupfer-)  Strom  zu  dem  zweiten  (Guttaperchastrom), 
wie  l :  100.  So  lange  die  Ablenkung  beider  Galvanometer  sich  nicht 
änderte,  war  Alles  in  gutem  Zustande.  Mittelst  des  Tasters  T^  konnte  bei 
Polwechsel  oder  Veränderung  der  Batteriestärke  vom  Schiff  nach  dem 
Lande,  mittelst  T^  vom  Lande  nach  dem  Schiff  telegraphirt  werden.  Wurde 
nämlich  Tj  niedergedrückt ,  so  ging  der  Haupttheil  des  Stromes  durch  T^ 
und  fv  zur  Erde ,  hatte  also  den  Widerstand  rv  nicht  zu  überwinden ,  und 
deshalb  musste  der  Ausschlag  in  6?i  merklich  grösser  werden.  Der  Wider- 
stand fv  sollte  den  Eupferstrom  in  6?|  nicht  zu  stark  auftreten  lassen. 
Die  Zeitmomente,  in  denen  von  der  Küste  nach  dem  Schiffe  gesprochen 
werden  sollte;  waren  im  Voraus  genau  festgestellt,  damit  keine  Verwechse- 
lnngen eintreten  sollten;  nämlich  die  ersten  30  Minuten  jeder  Stunde  waren 
znr  Prüfung  der  Isolation  bestimmt,  die  folgenden  10  Minuten  zur  Prüfung  des 
Widerstandes  des  Leiters  und  dann  je  10  Min.  zum  Sprechen  zwischen  Schiff 
nnd Küste  und  umgekehrt«  Trat  z.B. bei  c  ein  Isolationsfehler  ein  und  ging 
hier  ein  Theil  des  Stromes  ins  Meer,  so  musste  das  Galvanometer  auf  dem 
Schiff  einen  stärkeren,  das  am  Lande  einen  schwächeren  Ausschlag  zeigen. 
Eine  geringere  Aenderung  im  Ausschlag  deutete  auf  einen  kleinen  Fehler^ 
eine  sehr  starke  auf  einen  grossen  Fehler,  auf  „tö  dt  ende  Erde"  (^dead 
earüi).  Aber  selbst  dann  konnte  vom  Schiff  noch  nach  der  Küste  ge- 
sprochen werden,  wenn  nur  durch  Niederdrücken  von  T,  der  Gesammt- 
widerstand  der  Leitung  fast  auf  die  Hälfte  reducirt  und  G2  zwischen  tv  und 
der  Erde  eingeschaltet  wurde.  Bei  einem  Beisse^  des  Kupferdrahtes  ohne 
Verletzung  der  Guttapercha  zeigt  sich  auf  G^^  noch  ein  schwacher  Strom, 
da  die  Guttapercha  nicht  ein  absoluter  Isolator  ist,  und  aus  dem  noch  vor- 
handenen Widerstand  der  Guttaperchahülle  lässt  sich  die  Lage  des  Fehlers 
ermitteln  ^  da  derselbe  der  Länge  dieser  Hülle  umgekehrt  proportional  ist. 
iBt  der  Leiter  und  die  Guttaperchahülle  gerissen ,  so  wird  der  Widerstand 
plötzlich  wesentlich  kleiner  und  bleibt  dann  unveränderlich.  Liegen  nun 
einige  Zoll  des  Kupferdrahtes  im  Wasser^  so  geht  der  Strom  ins  Wasser, 
dessen  Widerstand  man  =0  setzen  kann,  b6  dass  man  aus  dem  noch  vor^ 
handenen  Widerstände  des  Kupferdrahtes  die  Entfernung  der  Eissstelle 
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berechnen  kann.  Wird  daher  der  Knpferdraht  nur  in  einer  kleinen 
Fläche  vom  Wasser  berührt ^  so  zeigt  sich  ein  sehr  grosser,  launenhaft  ab- 
und  zunehmender  Widerstand,  und  man  kann  nur  die  dem  beobachteten 
kleinsten  Widerstände  entsprechende  £ntfemung  ermitteln,  über  welche 
hinaus  der  Fehler  nicht  liegen  kann.  Tritt  der  Kupferdraht  mit  der 
Eisenhülle  in  Verbindung,  so  ist  er  noch  inniger  mit  dem  Meere  verbunden, 
als  wenn  der  Draht  auf  einige  Zoll  blos  gelegt  ist;  der  Widerstand  ist  dann 
noch  weniger  veränderlich  und  es  fehlen  die  schwachen  Ströme  vollständig, 
welche  von  dem  durch  das  Salzwasser  getrennten  Kupfer  und  Eisen  des 
gerissenen  Kabels  herrühren ;  in  beiden  Fällen  treten  Erdströme  aus  dem 
Unterschiede  der  elektrischen  Spannung  zwischen  der  Küste  und  dem 
Meerwasser  an  der  Fehlerstelle  auf.  Hat  endlich  die  Guttaperchahülle 
eine  Oeffnung,  so  tritt  der  Leiter  mit  dem  Wasser  unter  grösserem  oder 
kleinerem  Widerstände  in  Verbindung,  der  gesammte  Isolationswiderstand 
vermindert  sich  bedeutend  und  ein  Theil  des  Stroms  geht  ins  Meer,  doch 
bleibt  die  Möglichkeit,  dass  die  beiden  Enden  mit  einander  sprechen; 
bleibt  der  Widerstand  des  Fehlers  constant,  so  kann  man  den  Ort  des 
Fehlers  durch  zwei  Widerstandsmessungen  bestimmen,  wobei  die  andere 
Station  das  Ende  des  Taues  einmal  mit  der  Erde  verbindet  und  einmal 
isolirt. 

Interessant  sind  die  Versuchsreihen,  welche  Cha|rle8  Wheatstone 
mit  dem  Spezzia-Gorsica-Sardinien-Kabel  und  E.  O.Wildman  White- 
house  mit  dem  Mittelmeer-  und  dem  Neufundland -Kabel  anstellten. 
Vergl.  darüber  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  2,  S.  152—157  und  S.  274—278.  Des- 
gleichen die  Versuche  von  Varley  über  die  Induction  der  Kabel,  vergl. 
Civ.  Eng.  and  Arch.  J.  1859,  S,  149—157. 

8.  Die  Verseiüamg  des  Tanes. 

Während  bei  der  Anfertigung  und  der  Verschiffung  des  Taus  jeder 
einzelne  Theil  gehörig  beaufsichtigt  und  mit  der  erforderlichen  Vorsicht 
und  Muse  behandelt  werden  kann,  werden  die  ohnehin  nicht  geringen 
Schwierigkeiten  bei  der  Versenkung  des  Taus  dadurch  noch  wesentlich 
erhöht,  dass  man  neben  allen,  die  Schifffahrt  erschwerenden  Umständen 
auch  noch  einer  Anzahl  von  besonderen  Zufälligkeiten  ausgesetzt  ist  und 
alle  auftretenden  Störungen  mit  ziemlicher  Schnelligkeit  ermittelt  und 
beseitigt  werden  müssen,  da  ja  das  Tau  mit  nicht  geringer  Geschwindig- 
keit abläuft.  In  vielen  Fällen  missglückte  die  Versenkung  durch  zu  hef- 
tigen oder  überhaupt  ungünstigen  Wind.  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3 ,  S.  18, 
19  u.  272.)  Man  muss  daher  die  erfahrungsmässig  günstigste  Zeit  zur 
Versenkung  auswählen. 

Bevor  zur  Versenkung  selbst  geschritten  werden  kann,  muss  der  mit 
dem  Kabel  bei  der  Versenkung  einzuschlagendeWeg  festgestellt  werden 
und  hierzu  wieder  ist,  abgesehen  von  politischen,  Handels-  und  Betriebs- 
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Büeksichten^  eine  möglichst  genaue  Kenntniss  der  Tiefen  und  der  Be- 
schaffenheit und  Geatalt  des  Meeresbodens  erforderlich.  Ausserdem  sind 
die  Tiefenverhältnisse  schon  für  die  Anfertigung  des  Taues  mit  mass- 
gebend. Die  zwischen  den  gegebenen  Endpunkten  vorhandene  kürzeste 
Linie  ist  mit  dem  kürzesten,  daher  am  leichtesten  zu  ladenden  und  zu 
versenkenden  Tau  zu  belegen,  und  deshalb  weicht  .man  von  ihr  nicht 
ohne  Noth  ab.  Doch  dürfen  sich  die  Sondirungen  nicht  bloss  auf 
diese  Linie  allein  erstrecken,  sondern  sie  müssen  von  ihr  aus  nach  bei- 
den Seiten  bis  zu  einiger  Entfernung  ausgedehnt  werden,  damit  man 
nicht  nur  die  günstigsten  Verhältnisste  für  das  zu  legende  Tau  ermitteln, 
sondern  auch  im  Voraus  feststellen  kann,  nach  welcher  Seite  hin  man 
im  Falle  der  Noth  von  jener  kürzesten  Linie  abzugehen  hat.  Zu  gros- 
sen und  besonders  sehr  unregelmftssig  und  stark  sich  ändernden  Tiefen 
geht  man  nach  Möglichkeit  aus  dem  Wege,  um  das  Tau  nicht  zu  gros- 
sen Spannungen  auszusetzen  und  durch  Störungen  bei  der  Abwickelung 
zu  gefährden.  Die  tiefen  Meeresbecken  zeigen  meist  eine  auf  grössere 
Entfernungen  sich  nur  wenig  und  allmälig  ändernde  Tiefe;  deshalb 
kann  man  in  ihnen  die  Sondirungen  in  grösseren  Abständen,  etwa  von  6  bis 
12 Meilen,  vornehmen,  während  man  bei  unregelmässigem  Boden  nur 
etwa  in  je  2  bis  3  Meilen  Entfernung  sondiren  muss.  Die  Sondirungen 
werden  um  so  schwieriger,  je  grösser  die  Tiefe  ist.  Delamarche, 
Ploix  und  de  Bastard  benutzten  bei  den  Tiefenmessungen  von  etwa 
3O0O  Metern,  welche  sie  zwischen  den  Balearen  und  Algier  anstellten*), 
ein  einfaches  Senkblei  von  15  Kilogramm  Gewicht  an  einer  aus  18  ge- 
zwirnten Fäden  bestehenden  Seidenschnur  von  5500  bis  6000  Meter  Länge, 
an  der  von  100  zu  100  Meter  Marken  angebracht  waren ;  die  sich  von  einer 
Bolle  abwickelnde  Schnur  hielt  von  selbst  an,  wenn  das  Blei  den 
Grund  erreicht  hatte  und  wurde  dann  von  zwei  Mann  mittelst  einer 
Kurbel  wieder  aufgewickelt.  Zu  einer  Lothung  von  3000  Meter  Tiefe 
waren  etwa  1%  Stunde  erforderlich.  Mit  Hanf  überzogene  Messingseile 
bewährten  sich  schlecht  und  rissen  leicht  durch  Schleifenbildung.  Die 
ausgedehntesten  und  grossartigsten  Tiefenmessungen  wurden  im  Atlan- 
tisehen Ocean  ausgeführt  und  nach  ihnen  erschien  die  Legung  eines 
Telegraphentaus  quer  durch  diesen  Ocean  durchaus  nicht  unmöglich. 
Der  Hydrograph  und  Director  der  Sternwarte  zu  Washington,  Lieute- 
nant F.  M.  Maury,  berichtete  unterm  22.  Februar  1854  ausführlich  über 
die  im  Sommer  1853  vom  Lieutenant  O.  H.  Berryman  ausgeführten 
Messungen  an  den  Marinesecretär  der  Vereinigten  Staaten  (Dingler's 
Journal  133,  S.  74,  aus  Zeitschr.  d.  Telegr.-Ver.  1,  S.  142);  nach  diesen 
Messungen    war   zwischen    Neufundland    und    Irland    ein   regelmässiges 


*)  Mit  ähnlichen  Senkbleien   hatten  B^rard    und  de  Tessan   schon   1831 
«wischen  Sardinien  und  den  Balearen  Tiefen  von  etwa  I5Q0  Meter  gemessen. 
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Plateau  von  1500  bis  2000  Faden  Tiefe.  Die  vom  Meeresboden  mit  her- 
aufgebrachten Bodenproben  zeigten  kalkige  Schalen  mikroskopischer  Mu> 
schein,  woraus  man  auf  die  Abwesenheit  merkbarer  Strömungen  am  Bo- 
den dieser  Meeresstellen  schloss.  {Shaffner,  iel.  ma/i.  S.  653.)  Die  bei 
diesen  Sondirungen  benutzte  Tiefseesonde  des  Lieutenant  J.  M.  Brooks 
zeigt  Fig.  28.  Eine  in  ihrer  Axe  durchbohrte  Kugelt  ist  mittels  teiner 
Schnur  f  und  einer  Schlinge  ^  an  2  Haken  zweier  um  die  Axe  x  drehbarer 
Hebel  aufgehängt  und  mit  dieser  Axe  ist  der  Schaft  s  der  Sonde  fest  ver- 
bunden. Während  des  Niedergehens  hängen  Schaft  undKugelander  straffen 
LothleineA  wie  Fig. 28a  zeigt;  sobald  jedoch  der  Schaft  auf  den  Boden  auf- 
stösst ,  wird  die  Leine  A  schlaff,  die  Hebel  nehmen  die  in  Fig.  286  gezeich- 
nete Lage  an,  die  Schnur  f  rutscht  von  den  Haken  ab  und  föllt  sammt  der 
Kugel  zu  Boden ,  worauf  der  Schaft 5  allein  wieder  aufgezogen  wird.  Eine 
etwas  einfachere  Einrichtung  des  obern  Theils  ist  in  Fig.  28  c?  abgebildet. 
Das  untere  Ende  des  Schaftes  ist  hohl  und  entweder  blos  mit  Unschlitt  be- 
strichen, oder  er  enthält  3  Federkiele  (Fig.  28  c),  damit  in  dieselben  etwas 
von  den  Bestandtheilen  des  Bodens  eindringen  und  mit  emporgenommen 
werden  kann.  Weitere  Messungen  folgten  im  Herbst  1856;  bei  diesen  be- 
obachtete Benyman  die  gleichmässige  Abnahme  der  Geschwindigkeit  der 
niedergehenden  Sonde,  welche  er  auf  die  Reibung  der  Leine  am  Walser 
schiebt;  bei  den  tieferen  Sondirungen  dauerte  das  Sinken  etwa  3  Stunden, 
das  Aufheben  besorgte  eine  kleine  Dampfmaschine  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3, 
S.  232,  mit  Profil  des  Meeresbodens  zwischen  Irland  und  Neufundland,  aus 
Petermann^s  geographischen  Mittheilungen  1856,  S.  175).  Bei  den  1857 
von  Capitän  Dayman  vorgenommenen  Sondirungen  zwischen  Irland  und 
Neufundland  befand  sich  am  Ende  des  Schaftes  eine  federnde  Klappe, 
welche  beim  Sinken  die  Höhlung  offen  liess ,  beim  Aufstossen  aber  durch 
die  dartlber  weggleitende  Kugel  in  das  Innere  des  Stabes  hineingeschoben 
wurde  und  so  die  in  diesen  eingedrungenen  Bodenbestandtheile  absperrte, 
worauf  eine  zweite,  ursprünglich  über  der  ersten  sitzende  Kugel  mit  en> 
gerer  Bohrung  auf  der  Feder  sitzen  blieb  und  deren  Bückgang  beim  Auf- 
ziehen verhinderte.  Das  in  Fig.  20  abgebildete  Tiefenloth  des  Lieutenant 
Fitzgerald  hat  ein  auf  2  Häkchen 6  der  Eisenstange  e  sitzendes,  80  bis 
00  Pfund  schweres  Eisenstück  a ;  am  Ende  der  Stange  e  befindet  sich  ein 
Kästchen«?,  welches  durch  die  Klappe /'verschlossen  werden  kann;  dieLoth- 
leine  A  ist  an  einem  Hebel  g  befestigt,  welcher  mit  dem  einen  Ende/r  in  den 
Eisenstabe  eingesteckt  ist,  während  das  andere  Endet  mittelst  einer  Schnure 
an  die  Klappe /*  geknüpft  ist ,  so  dass  diese  beim  Sinken  das  Kästchen  (i 
nicht  verschliessen  kann;  stösst  jedoch  die  Sonde  mit  dem  Kästchen  auf 
dem  Boden  auf,  so  hakt  sich  das  EndeA:  des  Hebels^  aus  dem  Stabe  6  aus, 
dieser  schlägt  um,  das  Senkgewicht  a  hakt  aus,  das  Kästchen  (/  schaufelt  et- 
was vom  Meeresboden  auf  und  wird  vorangehend  beim  Aufziehen  desLothes 
von  der  Klappe/"  verschlossen.  —  Eingehendere  Mittheilungen   über  die 
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Sondirnngen  des  Meeresbodens  und  die  Tiefenmessungen  gab  Schellen  in 
Weste  rmann's  Monatsheften  1860,  Bd.  8,  S.  91. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  ferner  dieWahlderLandungspunkte, 
welche  wo  möglich  frei  von  Klippen  sein  sollen ;  heftige  Bewegungen  des 
Meeres  an  den  Landungspunkten  erschweren  die  Landung  des  Taus  und 
setzen  dasselbe  einer  Beschädigung  durch  Abscheuern  aus.  In  der  Nähe 
der  Landungspunkte  soll  sich  ferner  den  Schiffen  kein  passender  Anker- 
grand bieten ,  damit  das  Tau  beim  Aufwinden  der  Anker  nicht  gefährdet 
ist.  Endlich  sollen  die  Landungspunkte  nicht  zu  weit  von  den  üferstatio- 
nen  entfernt  sein. 

Die  Schwierigkeiten  bei  der  Niederlegung  des  Taus  auf  dem  Meeres- 
boden hat  man  auf  verschiedene  Weise  zu  umgehen  versucht.  J.  J.  Lak  e 
schlug  vor,  das  Tau  an  Eorkstücken  aufzuhängen  und  später  am  Grunde 
durch  Anker  oder  Gewichte  festzuhalten  {Mech,  Mag,  53,  S.  274).  H.  B. 
Wright  Hess  sich  am  21.  August  1866  die  Benutzung  von  Bojen  beim  Le- 
gen und  zum  Schwebenderhalten  des  Taus  patentiren.  {Mech,  Mag,  15.  März 
1857,  S.  169).  Armand  in  Bordeaux  fertigte  1865  ein  neues  Tau,  angeblich 
eine  Erfindung  des  Kaisers  Napoleon ,  welches  in  einer  Tiefe  von  30  bis  40 
Meter,  wo  das  Meer  selbst  bei  heftigen  Stürmen  ruhig  bleibt,  schwim- 
mend erhalten  werden  sollte  (D.  Ind.-Ztg.  1865,  S.  269).  W.Bauer 
sprach  einen  ähnlichen  Gedanken  aus :  An  den  im  Atlantischen  Meere  zwi- 
schen Europa  und  Ameril^i  aufgefundenen  Höhenzügen  beträgt  die  Tiefe 
nicht  viel  über  500  Fuss;  an  diesen  Punkten,  in  Entfernungen  von  je  etwa 
40  geogr.  Meilen,  sollten  auf  versenkbaren ,  mit  Leuchtthürmen  verseheneu 
Schiffen  Hauptstationen  errichtet  werden,  zwischen  denen  das  an  regel- 
mässig vertheilten  Schwimmern  hängende  Tau  in  200  Fuss  Tiefe  unter  dem 
Spiegel  hinziehen  sollte ;  muss  ein  Stationsschiff  wegen  Sturm  in  die  Tiefe 
gehen,  so  lässt  es  an  der  Oberfläche  einen  durch  elektrisches  Licht  erleuch- 
teten Schwimmer  zur  Bezeichnung  seiner  Stelle  zurück;  so  wäre  zugleich 
die  Hauptschifffahrtsstrasse  über  den  Ocean  bleibend  markirt  und  die  Schiffe 
hätten  die  Möglichkeit  eines  fast  ununterbrochenen  telegraphischen  Ver- 
kehrs mit  dem  Festland  (D.  Ind.-Ztg.  1864,  S.  368.)  Das  grosse  Gewicht  des 
vom  Schiff  herabhängenden  Taustücks  wollte  Patrick  M'Grade  dadurch 
vermindern,  dass  er  das  Tau  durch  Röhren  gehen  Hess,  welche  an  Hilfs- 
tauen so  aufgehängt  werden  sollten,  dass  sie  bremsend  auf  das  Telegraphen- 
tau wirken  könnten  {Civ.  Eng,  1859,  S.  324).  Die  Geschwindigkeit  des  Ab- 
laufens  durch  am  Tau  angebrachte  Fallschirme  zu  massigen,  war  nach 
einem  Vorschlag  von  Balestrini  schon  bei  der  Legung  des  Bona-Kabels 
versucht  worden,  jedoch  ohne  Erfolg.  (Delamarche,  Elemente  S.  67). 
Aehnlich  beabsichtigte  Pierre  Dronier  in  Entfernungen  von  je  200 
Metern  einen 'Fallschirm  (Preis  4  Ngr.)  von  0,6  Metern  Durchmesser  anzu- 
bringen ,  damit  das  Tau  höchstens  mit  1  Meter  Geschwindigkeit  ablaufe ; 
diese  Schinne  sollten  aus  Segoltuch  passend  zugesclmitten,  durcham  Um- 
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fange  befestigte  Stricke  so  an*s  Tan  gebunden  werden ,  dass  sie  sich  beim 
Eintritt  in's  Wasser  scbirmartig  aufblähten  (D.  Ind.-Ztg.  1866,  S.  138).  In 
England  wurde  vorgeschlagen,  das  Tau  nach  seinem  Ablaufen  vom  Schiff 
anfangs  durch  Bojen  aus  Kautschuk  oder  einem  andern  wasserdichten  Stoffe 
schwebend  zu  erhalten;  die  Bojen  sollten  2  Oeffnungen  bekommen,  von  de- 
nen die  eine  luftdicht  verschliessbar  sein  und  zum  Einfüllen  der  Luft  die- 
nen sollte,  während  die  andere  mit  einem  Drahtnetze  verschlossen  wird, 
welches  mit  einer  sich  im  Wasser  allmälig  lösenden  Substanz ,  z.  B.  Gummi 
überzogen  ist,  so  dass  sich  das  Tau  senkt,  so  wie  sich  diese  Substanz  löst 
und  Luft  entweicht  (D.  Ind.-Ztg.  1864,  S.  59). 

Die  ersten  Unterseetaue  wurden  von  Segelschiffen  versenkt,  welche 
von  einem  oder  mehreren  Dampfern  geschleppt  wurden.  Bald  jedoch  er- 
kannte man,  dass  sich  ein  Dampfschiff  besser  eignen  müsse,  weil  man 
dessen  Bewegung  besser  überwachen  und  regeln  kann;  da£ Schiff  muss  aber 
ausreichende  Stabilität,  Grösse  und  Tragfähigkeit  besitzen;  seine  kräftige 
Maschine  muss  einen  leichten  und  sichern  Gang  haben  und  das  Deck  eine 
freie  Bewegung  gestatten.  Wegen  der  am  Tau  befindlichen  beträchtlichen, 
aber  veränderlichen  Eisenmasse  kann  das  Kabelschiff  den  Gompass  nicht 
brauchen  und  deshalb  ist  bei  grösseren  Entfernungen  ein  besonderer  Dam- 
pfer als  Wegweiser  erforderlich.  Früher  Hess  man  das  Tan  vom  Vordertheil, 
jetzt  vom  Hintertheil  ablaufen.  Im  Schiff  wird  das  Tau  gewöhnlich  iu 
Rollen  von  möglichst  grossem  Durchmesser  gelegt ,  obgleich  hierbei  das  ab- 
laufende Kabel  eine  die  Festigkeit  beeinträchtigende  Drehung  erfährt  und 
leicht  durch  Schleifenbildung  gefährdet  wird.  Um  die  Drehung  zu  um- 
geben ,  könnte  man  das  Tau  in  Form  einer  8  legen ,  allein  man  würde  dann 
wesentlich  mehr  Raum  für  dasselbe  Tau  brauchen ;  oder  man  könnte  das 
Tau,  falls  es  nicht  zu  gross  ist,  auf  Haspel  wickeln.  So  schlug  Capitän 
Labrousse  vor,  auf 5 Haspeln  von  13  Meter  Länge  und  2  Meter  Trommel- 
Durchmesser  mit  Endscheiben  von  4  Meter  Durchmesser  je  160000  Meter 
(114  Tonnen)  eines  zwischen  Frankreich  und  Algier  zu  legenden  Taus  auf- 
zuwickeln (Delamarche,  Elemente  d.  unters.  Tel.,  S.  62).  Auch  hat  man 
beim  Legen  des  Varna-Balaclava-Kabels  versucht ,  durch  eine  besondere 
Maschine  jene  Drehung  wieder  zu  beseitigen.  Der  Raum,  in  welchen  das 
Tau  geladen  wird ,  muss  ganz  frei  zugänglich  sein  und  beim  Ablaufen  dür- 
fen sich  dem  Tau  keine  unbeabsichtigten  Hindernisse  in  den  W^g  stellen. 
Die  Ladung  muss  natürlich  gleichmässig  über  das  Schiff  vertheilt  sein  und 
dieses  Gleichgewicht  darf  beim  Ablaufen  des  Taus  nicht  gestört  wer- 
den, was  sich  am  leichtesten  erreichen  lässt,  wenn  als  Ballast  für  das  Scbi£^ 
Wasser  benutzt  wird.  Das  geladene  Tau  muss  sorgfältig  vor  zu  grosser 
Erwärmung  geschützt  werden^  um  so  mehr,  als  die  getheerte  Hanfhülle  sich 
selbst  zu  erhitzen  pflegt.  G.  William  Siemens  wies  diese  Selbsterhitzung 
mittelst  eines  Widerstandsthermometers  nach ,  welches  aus  mehreren ,  auf 
einen  18  Zoll  langen  Metallstab  aufgewickelten  Lagen  mit  Seide  besponne* 
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n^n  Knpferdrahtes  bestand;  wurde  mittelst  eines  Differentialgalvanometers 
(oder  einer  Wheatfitone'fichen  Brücke  J  der  Widerstand  dieser  Drahtrolle  ge- 
messen, so  konnte  man  aus  der  innerhalb  der  gewöhnlichen  Temperatur- 
grenzen der  temperatur  proportionalen  Widerstandsänderung  die  Tempera- 
tur bestimmen.  Siemens  wies  mit  solchen  Instrumenten  bei  demKangoon- 
Singapore-Kabel  nach  dessen  Verladung  eine  stetige  tägliche  Temperatur- 
zunahme von  3®  F.  nach  und  zeigte  damit  zugleich,  wie  wichtig,  ja 
nothwendig  eine  öftere  Abkühlung  der  Taue  sei  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7, 
S.  353). 

Welche  Linie  das  vom  Schiff  ins  Meer  herabhängende  Tau  bildet, 
hängt  von  der  Geschwindigkeit  des  Schiffs ,  der  Geschwindigkeit  des  Ab- 
lanfens  und  des  Niedersinkens  des  Taus  im  Wasser  ab,  also  auch  von  der 
Tiefe  des  Wassers  und  dem  specifischen  Gewicht  des  Taus.  Im  Zustande 
der  Buhe  würde  das  Tau  eine  gemeine  Kettenlinie  bilden;  da  es  aber 
im  Wasser  niedersinkt  und  sich  auf  den  Boden  legt ,  so  kann  es  dabei  auch 
eine  andere  Linie  bilden.  Abgesehen  von  den  in  der  Nähe  des  Schiffs 
stattfindenden,  bei  Bestimmung  der  Festigkeit  des  Taus  nicht  ausser  Acht 
zu  lassenden  Schwankungen  und  dem  Wellenschläge;  nimmt  Siemens  an, 
das  Tau  falle  senkrecht  zu  seiner  Bichtung  mit  constanter  Geschwindigkeit 
und  bilde  daher  bei  constanter  Geschwindigkeit  des  Schiffs  eine  Gerade*), 
bei  zu-  oder  abnehmender  Schiffsgeschwindigkeit  eine  nach  oben  oder 
unten  gekrüfnmte  krumme  Linie  (Dela  mar  che,  Elemente  S.  31,  34  u.  55). 
Natürlich  ist  die  Spannung  des  Taus  ausser  der  Tiefe  und  dem  specifischen 


*)  Nach  W.  Thomson  ist  beim  Qewicht  fF  der  Längeneinheit  des  Taaes 
im  Wasser,  beim  Neigungswinkel  a  der  Kabellinie  gegen  den  Horizont,  der  Was- 
sertiefe  D  und  der  Länge  Disin  a  des  eingetauchten  Stücks  der  Druck  senkrecht 
gegen  die  Richtang  des  letzteren' W  D  cos  aisin  a  nnd  die  in  Richtung  des  Kabels 
infolge  der  Schwere  wirkende  Seitenkraft  tV  D  (also  unabhängig  von  ix).  Ist  nnn 
P  die  transyersale,  Q  die  longitndinale  Seitenkraft  des  (sogenannten)  Reibangs- 
widerstandes,  den  das  Tau  längs  der  im  Wasser  zu  darchlaafenden  Strecke  (für 
jede  Längeneinheit)  erfährt,  nnd  T  die  Spannung  des  Taues,  so  ist 

lVDz=iT-\'Q.Disina  und  Wcosa^P, 
Entsprechen  nun  den  Componenten  P  und  Q  die  (hypothetischen)  Beschleunigungen 
p  und  9,  so  ist  p=v  sina  und  q=u—^v  cosa,  wenn  o  die  Geschwindigkeit  des 
Schiffes,  u  die  Geschwindigkeit  (Beschleunigung)  ist,  mit  welcher  das  Kabel  vom 
Schiff  abläuft;  der  Widerstand,  den  das  Kabel  findet,  ist  eine  Function  der  Ge- 
schwindigkeit und  diese  wird  »ich  daher  während  des  Versenkens  ändern;  hätte 
man  nun  in  einem  bestimmten  Augenblicke  pj  und  ^i,  so  könnte  man  Pzr^  IVp^ipf 
imd   0=  ^^'t^,*  setzen  und  erhielte 

p,c=»  9inu  :  Y^Tä  und  ^i  =(«— »co*«  yWOi^H^D—T)  sina, 
welche  Ausdrücke  anwendbar  sind,  wenn  das  Tau  unter  dem  Wasser  sich  gleich- 
formig  fortbewegt,  vorausgesetzt,  dass  sein  unteres  Ende  keine  Spannung  erleidet. 
Eine  Tabelle  für  ©:p,   findet  sich  in  Dingler's  Journal  183,  S.  493.    —   VergU 
ausserdem  Oiv.  Eng.  1859,  S.  317  und  412,  S.  273  und  S.  285. 
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Gewichte,  dem  Widerstände  des  Wassers  nnd  der  Stärke  der  Bremsung 
von  der  Gestalt  der  Linie  abhängig,  die  es  im  Wasser  bildet.  Auf  alle 
Fälle  aber  muss  bei  wechselnder  Wassertiefe  und  bei  nicht  ganz  nnveränder- 
licher  Geschwindigkeit  des  Schiffs  auch  die  Geschwindigkeit  sich  ändern, 
mit  welcher  das  Tau  vom  Schiff  abläuft ,  wäre  es  auch  nur ,  damit  das  Tau 
auf  dem  Boden  keine  Schlingen  bilde  nnd  keine  unnöthige  Spannung  be- 
halte *).  Daher  sind  stets  Vorrichtungen  zum  Reguliren  und  Messen  die- 
ser Geschwindigkeit  des  Ablauf ens  nothwendig.  Diese  und  die  Vorrich- 
tungen zur  Führung  des  Taus  auf  seinem  Wege  aus  dem  Schiffsräume  in 
das  Meer  mögen  hier  Erwähnung  finden. 

Bei  der  (missglückten)  von  Canning  geleiteten  Legung  eines  Taus  im 
St.  Lorenzbusen  im  August  1855  war  das  Tau  auf  dem  Segelschiff  Sarah  L. 
ryant  verladen,  welches  vom  Dampfschiff  James  Adger  unter  Capitän 
Turner  geschleppt  wurde.  Das  Tau  lag  im  Schiffsräume  in  2  grossen  Rin- 
gen ,  wie  die  Taue  in  den  Dockmagazinen.  Durch  eine  kleine  Oeffnung 
im  Deck  lief  das  Tau  über  eine  kleine  Walze  zu  einer  grossen  eisernen 
Trommel  von  12  Fuss  Durchmesser,  um  die  es  3  Mal  geschlungen  war,  dar- 
auf ebenso  viel  Mal  um  eine  zweite  eben  solche  Trommel  und  dann  über 
eine  dicke  Eisenstange  am  Stern  des  Schiffes  in  die  See;  die  Trommeln  wa- 
ren mit  mächtigen  Bremsen  versehen  und  ein  Zählwerk  an  ihnen  gab  die 
Zahl  der  Umdrehungen  und  die  Länge  des  ausgeschossenen  Taus  an. 
32  Mann  regelten  beständig  im  Schiffsraum  die  Abwickelung  der  Ringe,  ver- 
hüteten Schleifen  und  Klänken  und  bedienten  die  Bremsen  auf  dem  Deck 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3  ,  S.  19).  Im  Juli  1856  wurde  im  St.  Lorenzbusen 
ein  anderes  Tau  von  dem  Dampfer  Propontis,  Capitän  Goodwin,  unter 
Leitung  von  Samuel  Canning  ohne  jeden  Unfall  gelegt.  Das  Tau  war 
im  Schiffsraum  mit  grosser  Sorgfalt  so  untergebracht,  dass  jede  Lage  vom 
Centrum  aus  gegen  den  Umfang  sich  abrolUe.  Von  der  Rolle  ging  das  Tau 
durch  einen  gusseisemen  Trichter  und  über  2  gusseiseme  Trommeln  von 
9  Fuss  Durchmesser  und  je  1*4  Tonnen  Gewicht,  endlich  über  eine  Rolle 
am  Stern  des  Schiffs.  Ein  Zähler  an  der  Trommel  gab  die  ausgelaufene 
Länge  an.  Die  Bremsen  an  den  Trommeln  regulirten  das  Ablaufen,  so  dass 
sich  das  Tau  sanft  auf  den  Meeresboden  lagerte.  An  den  tiefsten  Stellen 
machte  das  Tau  einen  Winkel  von  25^^  mit  dem  Wasserspiegel,  sein  Gewicht 
war  also  gerade  hinreichend,  der  fortschreitenden  Bewegung  des  Schiffs  das 
Gleichgewicht  zu  halten  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  175). 

Die  Ingenieure  W.  J.  Macquorn  Rankine  und  John  Thomson 


*)  Länft  das  Taa  mit  einer  der  Schiffsgeschwindigkeit  gleichen  Geschwindig- 
keit ans,  so  legt  es  sich  auf  dem  (ebenen)  Meeresboden  ohne  Schleifen  und  ohne 
Spannung  nieder.  Wächst  die  Tiefe,  so  muss  die  Bremse  schärfer  angesogen  wer- 
den, um  der  Beschleunigung  im  Ablaufen  entgegen  zu  wirken;  bei  abnehmender 
Tiefe  ist  die  Bremse  zu  lüften. 

^Google 


Digitized  by  ^ 


Telegraphie.    Von  Dr.  Eduard  Zetzsche.  29 


snchteD  durch  folgende  am  23.  Februar  1B55  für  England  patentirte  Anord- 
nung die  grosse  Reibung,  Erhitzung  und  Abnutzung  des  Taus,  der  Eisen- 
stange am  Hackbord,  der  Bremsen  und  sonstigen  Maschinerie  zu  vermin- 
dern und  Schleifenbildung  auf  den  Trommeln  zu  verhüten.  Zunächst  um- 
gaben sie  jede  Trommel  mit  einem  spiralförmig  um  die  Trommel  gelegten 
Band  aus  Stahl,  so  dass  für  jeden  Bing  des  Taus  ein  besonderer  Kaum  zwi- 
schen den  Ringen  des  Bandes  vorhanden  war;  das  Band  ist  mit  seinen  En** 
den  und  nach  Bedarf  auch  an  Zwischenpunkten  am  Gestell  der  Maschinerie 
befestigt  und  bleibt  feststehen ,  während  sich  die  Trommel  dreht.  Femer 
ersetzten  sie  eine  oder  mehrere  Trommeln  durch  je  ein  paar  grosse  und 
starke  Rollen,  welche  am  Umfange  mit  kreisförmigen,  durch  Zwischenwände 
von  dnander  getrennten ,  nach  Erfordern  mit  Querriefen  versehenen  Ka- 
nälen mit  einer  zur  Taudicke  passenden  Tiefe  und  W^ite  versehen  waren ; 
je  2  Rollen  waren  in  derselben  Verticalehene  aufgestellt,  so  dass  das  Tau 
wechselsweise  halb  um  die  eine,  halb  um  die  andere  geführt  werden  kann, 
und  zwar  so  viel  Mal,  als  Kanäle  im  Umfange  vorhanden  sind ;  dadurch  war 
ein  Durchgleiten  des  Taus  und  ein  Uebereinanderlegen  seiner  einzelnen 
Ringe  unmöglich  gemacht;  der  Durchmesser  der  Rollen  schwankt  je  nach 
der  Dicke  des  Taus  meist  zwischen  0  und  10  Fuss.  Ebenso  liessen  sie  an 
Stelle  der  Eisenstange  am  Hackbord  eine  weit  genug  über  den  Stern  des 
Schiffes  hinausragende  Trommel  oder  Rolle  treten,  von  welcher  das  l'au 
frei  ins  Meer  herablief.  Zur  Regulirung  der  Geschwindigkeit  brachten  sie 
mehrere  doppeltwirkende  Pumpen  an,  welche  von  den  Rollen  oder  Trom- 
meln aus  in  Bewegung  gesetzt  wurden  und  Wasser  oder  Luft  durch  eine 
verstellbare  Oeffnung  drängten ;  dabei  wurde  zugleich  die  Erhitzung  in  den 
Maschinentheilen  vermindert  und  ausserdem  konnte  das  gepumpte  Wasser 
auch  zur  Abkühlung  des  Taus  und  der  betreffenden  Maschinentheile  be- 
nutzt werden  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver..3,  S.  12). 

Robert  Stirling  New  all  zu  Gateshead  Hess  sich  am  14.  Mai  1855 
einen  Apparat  zur  Versenkung  von  Unterseetauen  patentiren.  Das  Tau 
wurde  um  einen  aussen  glatten ,  hölzernen  oder  eisernen ,  vom  Boden  bis 
zur  Höhe  des  aufgerollten  Taus  reichenden  Kegel  gelegt,  während  es  durch 
einen  cylindrischeu. Mantel,  welcher  aus  im  Boden  und  Deck  befestigten 
und  durch  einen  in  der  Mitte  umgelegten  Reifen  zusammengehaltenen 
Stangen  gebildet  war ,  unverrückbar  in  seiner  Lage  erhalten  wurde ;  über 
dem  Kegel  befand  sich  eine  Rolle,  deren  eine  Seite  genau  in  der  Achse  des 
Kegels  lag  und  nach  welcher  das  Tau  gelangte,  indem  es  durch  eine  Anzahl 
eiserner  Reifen  hindurchging ;  diese  an  der  Decke  und  den  Seitenwänden 
aufgehängten  Reifen  umschlossen  die  Spitze  des  Kegels  nach  oben  hin  immer 
enger  und  engerund  sollten  das  Auseinanderfliegen  der  Tau  Windungen  infolge 
der  Centrifugalkraft  und  eine  Verwickelung  des  Taus  unmöglich  machen. 
Die  Windungen  des  Taus  wurden  von  aussen  nach  dem  Kegel  zu  gelegt, 
mussten  sich  also  beim  Versenken  von  innen  nach  aussen  abwickeln.   Zwi> 
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sehen  dem  Kegel  und  dem  Stern  des  Schiffs  waren  ein  oder  zwei  Brems- 
räder von  8  bis  9  Fnss  Durchmesser  angebracht  (Dingler^s  Jonrnal  146, 
S.  114). 

Aehnlich  waren  die  Einrichtungen  auf  der  Elba,  welche  im  September 
1857  für  Newall  das  Tau  von  Bona  nach  Cap  Spartivento  legte.  Das  durch 
die  Eisenringe  aus  dem  Schiffsraum  kommende  Tau  lief  durch  eine  Knie- 
rinne und  dann  in  eisernen  Binnen  nach  dem  Hintertheil,  wo  eine  eiserne 
Trommel  von  8  Fuss  Durchmesser  auf  einem  Balken gerüste  ruhte;  in  der 
einen  Abtheilung  dieser  Trommel  lag  ein  Bremsband,  welches  durch  einen 
Hebel  beliebig  gespannt  werden  konnte;  in  der  andern  Abtheilung  der 
Trommel  war  das  Tau  4  bis  6  Mal  herumgeschlungen  und  eine  Vorrichtung 
unten  an  der  Trommel  schob  das  Tau  nach  seinem  ersten  Umgange  zur 
Seite,  um  die  Stelle  des  Auflaufens  stets  frei  zu  halten  und  ein  Ueberein- 
anderlegen  der  Windungen  zu  verhüten.  Aus  einem  Kasten  floss  stets  kal- 
tes Wasser  auf  die  Trommel  herab.  Nach  Siemens*  Vorschlag  war  zur 
Messung  der  Tauspannung  und  zur  Milderung  des  Einflusses  der  Schwan- 
kungen des  Schiffs  noch  ein  langer,  mit  Gewichten  beschwertefr,  einarmiger 
HeÜel  angebracht,  welcher  das  unter  einer  an  seinem  Ende  befindlichen 
Bolle  weglaufende  Tau  durchbog;  diese  Bolle  lag  genau  in  der  Mitte  der 
Entfernung e  der  Trommel  von  dem  Gleitstück,  durch  welches  das  Tau  ab- 
lief; wurde  bei  der  durchbiegenden  Belastung  0  das  mit  J^  gespannte  Tau 
um  den  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  oder  um  die  Pfeilhöhe  h  durchgebo- 
gen, so  warö:  2ßC=$in  tf=Ä:^0,25  e^-M«  und  hieraus :'h  =Qe:2 yHs} -  Q*[] 
mit  Hilfe  dieser  Formel  wurde  eineScala  berechnet,  so  dass  man  mittelst 
eines  an  der  Bolle  befestigten,  auf  der  Scala  spielenden  Zeigers  jederzeit  die 
Spannung  A^  sofort  ablesen  konnte,  während  ein  Zählwerk  an  der  Trommel 
die  Länge  des  abgelaufenen  Taus  angab  (Delamarche,  Elemente,  S.  95). 

Das  atlantische  Kabel  vom  Jahre  1857  wurde  zur  Hälfte  auf  dem  eng- 
lischen Dampfer  Agamemnon  von  92  Kanonen,  zur  Hälfte  auf  der  amerika- 
nischen Fregatte  Niagara  von  5200  Tonnen  eingeschifft;  auf  dem  Agamemnon 
bildete  es  einen  einzigen  Stapel  von  etwa  15  Meter  Durchmesser  und  4,5  Me- 
ter Höhe  und  die  Einschiffung  erfolgte  in  Greenwich,  wobei  in  24  Stunden 
etwa  50  Meilen  eingeschifft  wurden  und  etwa  30  Mann  die  Aufwickelung  bei 
Gasbeleuchtung  besorgten;  die  andere  Hälfte  wurde  zu  Birkenhead  erst  in 
grosse  Barken  geladen  und  bildete  auf  dem  Niagara  5  Stapel  von  13  Meter 
Durchmesser,  bei  deren  Anordnung  man  jedoch  ziemlich  sorglos  verfahren 
sein,  namentlich  fär  ausreichenden  Schutz  gegen  die  Schiffsmaschinenwärme 
nicht  gesorgt  haben  soll;  die  Einlegung  des  Taus  begann  stets  vom  Band  des 
Stapels  aus  nach  dem  in  der  Mitte  befindlichen  Kegel  von  3  Meter  Durch- 
messer hin.  Die  Maschinerie  zum  Legen  nennt  Delamarche  (Elemente 
S.  81)  plump  und  complicirt;  sie  bestand  hauptsächlich  ans  4  Bollen  i^ 
(Fig.  30)  von  1,6  Meter  Durchmesser  und  0,13  Meter  Breite,  aufweiche  sich 
das  Tau  in  Form  einer  doppelten  8  aufwickelte;  Jede  B<|^h^^(^^mit  einem 
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Zahnrade  von  denselben  Dimensionen  nnd  einer  Bremsscheibe  verbunden; 
über  eine  am  Hintertbeile  befestigte  ftinfte  Bolle  fiel  das  Tan  ins  Wasser. 
Ausserdem  waren  nocb  2  grosse  Rollen  mit  5  Binnen ,  von  2  Meter  Dnrcb- 
messer  und  0,3  Meter  Breite,  in  Verbindung  mit  Zahnrädern  nnd  Brems- 
scbeiben  vorbanden,  zur  etwa  nötbigen  Wiederaufnahme  **des  Taus.  Alles. #  • 
zusammen  wog  15  Tonnen  und  kt>stete  50000  Franken. 

Der  norwegische  Telegraphen  director  C.  Nielsen  beschreibt  das  Ver- 
fahren bei  der  Legung  von  24  Kabeln  an  der  norwegischen  Küste  in  der 
Zeitschrift  d.  Telegraphen- Vereins  (6,  S.  1)  folgen dermassen:  Das  Tau  lag 
in  concentrischen  Bingen  und  jede  Schicht  war  zur  Verhütung  von  Verwir- 
rungen beim  Ablaufen  an  8  bis  12  Stellen  mit  der  darunter  liegenden  mittelst 
Kabelgam  verknüpft.  Da  der  Kegel  nicht  in  der  Mitte  der  Binge ,  sondern 
gerade  unter  der  Luke  stand ,  so  waren  von  den  entfernteren  Punkten  des 
freien  kreisförmigen  Baumes  schräge  Streben  nach  dem  Kegel  gelegt,  um 
das  Tau  zu  fuhren.  Oberhalb  des  Decks  lief  das  Tau  zunächst  über  den 
eisernen  Kopf  eines  Bockes  zum  Auslegapparat  und  zwar  zuerst  unter  einer 
Walze  weg,  dann  zwischen  verticalen  gusseisemen  Fühmngsplatten,  darauf 
zwischen  den  mit  starken  Eisenplatten  belegten  Backen  einer  Druckbremse 
hindurch,  einige  Mal  um  die  Haupttrommel,  Über  eine  Walze  und  zwischen 
verticalen  Frictionswalzen  hindurch  nach  dem  über  dem  Heck  des  Schiffes 
befestigten  Bade,  von  dem  es  ins  Wasser  hinabschiesst.  Die  Haupttrommel 
hatte  OFuss  im  Durchmesser;  in  ihrem  Kranze  befanden  sich  2  vertiefte  Bin- 
nen, die  eine  für  einen  Bremsriemen,  der  durch  einen  mit  Gewichten  zu  be- 
lastenden Druckhebel  gespannt  wurde,  die  andere,  ebenfalls  einfache ^  aber 
breitere  für  das  Tau;  unter  der  Trommel  lief  das  Tau  über  eine  Bolle  und 
au  einem  seitlich  beweglichen  Abweiser  vorbei,  welcher  verhütete,  dass  sich 
seine  Windungen  auf  der  Trommel  über  einander  legten.  Die  verticalen 
Frictionswalzen  dienten  zum  Hemmen  des  Taus,  falls  es  bei  heftigen  Seiten- 
bewegungen des  Schiffs  aus  derBinne  des  Bades  am  Heck  geworfen  wurde. 
Die  ganze  Maschine  mit  Gestell,  aber  ohne  Kegel,  wog  12800 Pfund.  Bei 
Tiefen  bis  600  Fuss  ist  es  ausreichend ,  wenn  die  Spannung  des  Taus  von 
einem  Manne  mit  dem  Fusse  geprüft  wird.  Bei  schroffem  Abhang  des 
Meeresbodens  an  der  Küste  wurde  das  Tau  am  Land  sicher  befestigt  und 
vom  Befestigungspunkte  bis  zur  Wasserlinie  in  hölzerne  Binnen  gelegt; 
zur  Befestigung  dienten  Deckelbolzen  von  2  bis  3  Zoll  Länge  und  1%  bis 
2  Zoll  Dicke,  welche  mit  einem  Gemisch  aus  Schwefel  und  Sand  in  grossen 
Felsblöcken  eingegossen  wurden;  das  mit  Blei  umwickelte  Tau  wurde  in 
die  Nuth  dieser  Bolzen  eingelegt  und  dann  der  Deckel  fest  aufgeschraubt. 
Wo  das  Tau  heftigem  Seegange  ausgesetzt  war,  wurde.es  auf  kleinen  eiser- 
nen Kreuzen  befestigt  und  durch  diese,  so  weit  die  Brandung  reichte,  ausser 
Berührung  mit  dem  Meeresboden  erbalten. 

Die  Auslegmaschine  für  das  atlantische  Tau  vom  Jahre  1858  war  von 
Everett  constmirt.   Das  aus  dem  Schiffsräume  kommende  Tau  lief  über  T/> 
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mehrere  Leitrollen  zuerst  durch  ein  Pührungsrohr  üher  eine  Scheibe  mit 
tiefer  Furche  oder  Eille  im  Umfange ,  dann  auf  2  grosse  Bäder  ( F-Eäder) 
mit  4  tiefen  Killen  und  zwar  abwechselnd  von  dem  einen  Bad  zum  andern, 
indem  es  bei  der  ersten  obem  KoUe  des  ersten  Bades  eintrat,  oben  nach 
dem  zweiten  Bad\ging,  unten  nach  dem  ersten  zurück  u.  s.  f.,  bis  es  bei  der 
vierten  abem  Bille*d*es  zweiten  Bades  austrat;  von  da  ging  das  Tau  über 
eine  LeitröUe  nach  dem  Dynamometer  über  eine  zweite  gleiche,  in  gleicher 
Höhe  und  in  gleicher  Entfernung  vom  Dynamometer  befindliche  Leitrolle 
und  über  eine  letzte  Bolle  ins  Meer.  Auf  den  verlängerten  Axen  der  beiden 
grossen  F-Bäder  sassen  je  2,  mit  ihrer  untern  Hälfte  in  Kühlwasser  ein- 
tauchende Bremsscheiben,  gegen  welche  man  durch  4  Stangen  die  4  Brems- 
ringe anpressen  konnte ;  diese  4  Stangen  aber  wurden  mittelst  Winkelhebeln 
von  einem  an  einem  Steuerrade  S  (Fig.  31)  beim  Dynamometer  stehenden 
Arbeiter  bewegt,  da  sie  mittelst  einer  über  2  Bollen /'i  u.  Pj  gelegten  Kette  Ä" 
mit  dem  Steuerrade  verbunden  waren  und  so  von  diesem  aus  in  dem  einen 
Sinne,  beim  Nachlassen  des  Steuerrades  aber  durch  an  ihnen  angebrachte 
Gewichte  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegt  werden  konnten.  Jenseits 
der  Bremsscheiben  sassen  auf  der  Axe  der  beiden  grossen  F-Bäder  noch 
Zahnräder,  welche  durch  ein  in  sie  eingreifendes,  gemeinsames  Getriebe 
verbunden  waren  und  von  denen  das  eine  durch  eine  für  diesen  Zweck  vor- 
handene besondere  Dampfmaschine  in  der  Bichtung  in  Umdrehung  versetzt 
werden  konnte,  dass  das  bereits  versenkte  Tau  wieder  aufgenommen  wurde, 
die  Auslegmaschine  also  als  Aufwindemaschine  diente.  Das  Dynamometer 
zeigt  Fig.  31 ;  das  Tau  T  läuft  unter  der  Bolle  G  hinweg,  deren  Axe  in  dem 
starken,  metallenen,  zwischen  2  gegenüberliegenden  Stahlbacken  (Coulis- 
sen)  auf  und  nieder  steigenden,  durch  das  angehängte  Gewicht^  be- 
schwerten Gleitstück  0  eingelagert  ist.  Je  geringer  nun  die  Spannung  des 
Taus  Tist,  desto  tiefer  muss  die  Bolle  G  sinken,  und  demnach  kann  man 
aus  dem  Stande  des  an  der  Bolle  G  befindlichen  Zeigers  auf  der  an  der  Cou- 
lisse  aufgetragenen  Scala  (1858  von  1200  bis  3600  Pfund)  stets  die  Spannung 
des  Taus  unmittelbar  ablesen,  wenn  man  nur  durch  Anhängung  bekannter 
Gewichte  vorher  die  zu  den  vervchiedenen  Spannungen  gehörigen  Stand- 
höhen der  Bolle  G  ermittelt  hat.  Die  Stange,  woran  das  Gewicht  fV  sitzt, 
trägt  unterhalb  in  einem  mit  Wasser  gefüllten  Cylinder  U  einen  Kolben,  da- 
mit der  Widerstand ,  den  das  Wasser  der  Bewegung  des  Kolbens  entgegen- 
setzt, etwaige  Stösse  des  Taus  bei  plötzlichen  Spannungsänderungen  infolge 
starker  Schwankungen  des  Schiffs  u.  dgl.  unschädlich  mache.  Eine  ähnliche 
Einrichtung  verhütet  zu  grelle  Bewegungen  der  Bremsen.  —  Das  Tau  lag 
1858  auf  dem  Niagara  in  6  Bingen ;  die  Schiffsschraube  war  mit  einem  star- 
ken Eisengitter  umgeben,  damit  sich  das  Tau  nicht  in  sie  verwickeln  konnte; 
das  Vordertheil  war  auch  mit  einer  Bolle  versehen,  um  nöthigenfalls  das 
Tau  am  Vordertheil  aufwinden  zu  können. 

Im  Jahre  1865  wurde  das  ganze  Tau  auf  dem  GreatJEastern  von  über 
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20000  Tonnen  Gehalt)  yerscbifft  und  lag  in  drei  20^  Euss  tiefen  cylindri- 
drischen  Räumen  (Tendern),  von  denen  der  vordere  von  51^  Fuss  Durch- 
messer 693,  der  mittlere  von  58^  Fuss  Durchmesser  899  und  der  hintere  von 
58FüS8  Durchmesser  898  Meilen  Tau  aufnehmen  konnte.  Die  Auslegmaschine 
war  von  Canning&  Clifford  mit  besonderer  Sorgfalt  so  gebaut,  dass 
das  Tau  leicht  festgehalten ,  seine  Geschwindigkeit  leicht  regulirt  werden 
konnte  und  möglichst  wenig  Torsion  zu  erleiden  hatte.  Dazu  waren 
6  F- Räder  R  (in  Fig.  32)  mit  einer  tiefen  Rinne  auf  ihrem  Umfange  hinter 
einander  aufgestellt,  und  auf  dem  Umfange  eines  jeden  lag  eine  Reitrolle  r, 
deren  Axe  durch  Hebel  und  Gewichte  niedergehalten  wurde  ^  so  dass  sich 
die  Rolle  auf  den  Umfang  des  F- Rades  auflegte.  '  Auf  den  Axen  der 
K- Räder  sassen  Bremsscheiben,  deren  Bremsringe  nach  Bedarf  angezogen 
wurden.  Das  Tau  ging  aus  dem  Schiffsräume  erst  über  eine  Leitrolle, 
dann  zwischen  den  Umfangen  der  6  F- Räder  und  der  darüberliegenden  Reit- 
rollen in  gerader  Linie  (also  nicht  in  Form  einer  8,  wie  früher)  nach  einer 
kleinen  Leitrolle,  welche  ihm  die  Richtung  nach  einer  grossen  Trommel 
von  6  Fuss  Durchmesser  und  1  Fuss  Breite  gab,  auf  deren  Axe  2Appold- 
sehe  Bremsscheiben  sassen ;  nachdem  es  in  4  Windungen  über  den  Umfang 
dieser  Trommel  gelaufen  war,  wurde  ihm  durch  eine  F- Rolle  die  Rich- 
tung nach  dem  Dynamometer  angewiesen,  und  es  lief  dann  über  eine  in 
gleicher  Entfernung  stehende  F- Rolle  über  die  letzte,  starke  und  gegen 
das  Abgleiten  gut  verwahrte  Rolle  am  Hintertheil  des  Schiffes.  Trommel 
and  Bremse  waren  doppelt  vorhanden ,  und  falls  die  eine  den  Dienst  ver- 
sagtC;  konnte  die  andere  durch  eine  einfache  Hebelvorrichtung  an  ihre 
Stelle  gesetzt  werden.  Die  Bremsscheiben  standen  mit  ihren  unteren 
Theilen  im  Wasser  und  die  Reitrollen  wurden  durch  beständigen  Wasser- 
zufluss  von  oben  abgekühlt.  Die  Bremsen  wurden  wieder  durch  ein  beim 
Dynamometer  befindliches  Steuerrad  geöffnet  und  geschlossen;  sank  die 
Rolle  G  des  Dynamometers  zu  tief,  so  lief  in  der  Regel  das  Tau  zu  schnell 
ab  und  die  Bremsen  mussten  angezogen  werden.  Die  Maschine  arbeitete 
Torzüglich  und  mit  so  wenig  Reibung,  dass  bei  offenen  Bremsen  das  Tau 
schon  durch  200  Pfund  durch  sie  hindurchgezogen  wurde.  Falls  das  Tau 
auf  dem  Schiff  reissen  oder  bei  ungünstigem  Wetter  gekappt  werden  sollte, 
hatte  man  ausser  anderen  Drahtseilen,  Bojen,  Enterhaken  u.  s.  w.  ein 
5  Meilen  langes,  sehr  starkes  Drahtseil  an  Bord,  mit  Marken  in  je  100  Faden 
Entfernung;  das  eine  Ende  dieses  Seils  konnte  sofort  am  Tau  befestigt 
weiden,  während  das  andere  Ende  an  einer  grossen  und  starken  Boje  hing; 
bei  einem  eintretenden  Unfall  konnte  man  also  mittelst  der  Boje  den  Ort, 
und  mittelst  der  Marken  am  Seil  die  Tiefe  erkennen ,  in  der  das  Tau  am 
Meeresboden  lag.  Die  Aufwindemaschine  war  von  der  Auslegemaschine 
ganz  unabhängig  und  hatte  ihre  besondere  Dampfmaschine  (Schellen, 
d.  atlant.  Kabel  S.  71 ;  Atlantic  Telegraph  S.  40). 

Bei  der  Legung  des  atlantischen  Taues  von  1866  waren  die  Auflege-  . 
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und  Anfwindemaschine  mit  2  Dampfmaschinen  von  70  Pferdekräften  ver- 
sehen, und  erstere  Hess  sich  auch  zum  Aufwinden  benutzen,  so  dass  dieses 
ebensowohl  vom  Hintertbeil,  als  vom  Vordertheil  bewirkt  werden  konnte. 
Ein  340  Centoer  schweres  Eisengitter  hielt  das  Tau  von  der  Schiffsschraube 
fern.  Der  zum  Auffischen  des  Taues  von  1805  bestimmte  Apparat  war  von 
Penn  &  Clifford  neu  construirt.  Das  Enterhakentau  von  1805  hatte 
nur  10,  das  von  1806  aber  20^  Tonnen  Tragfähigkeit,  und  nicht  allein  der 
Great  Eastern,  sondern  auch  seine  Begleitschiffe  Medway  und  Albany 
hatten  ganz  gleiche  Ausrüstung  zum  Aufwinden.  Das  dazu  in  20  Meilen 
Länge  (je  7^  für  den  Great  Eastern  und  Medwaj,  5  ftir  den  Albany)  an- 
gefertigte Drahtseil  (Fig.  .33)  hatte  0}  Zoll  Umfang  und  bestand  aus  den- 
selben mit  Manilahanf  umsponnenen  Eisendrähten  Nr.  13  (0,om  englische 
Zoll),  wie  die  Umhüllung  des  Tiefseetaues ;  von  seinen  7  Litzen  umgaben 
6  die  7.  spiralförmig;  ebenso  die  7  Drähte  jeder  Litze.  Hierzu  kamen 
5  Meilen  Drahtseil  für  die  Bojen,  deren  grösste  mit  200  Gentner  Zugkraft 
nach  oben  an  das  bis  auf  eine  gewisse  Höhe  gehobene  Tau  gelegt  werden 
sollte,  während  die  mittleren  zur  Befestigung  des  Tauendes  bei  etwaigem 
Reissen  oder  Kappen  bestimmt  waren  und  die  kleinsten  als  Markzeichen 
dienen  sollten.  Im  Ganzen  wurden  14  Bojen  gelegt  und  12  davon  wieder 
aufgenommen.  Ausser  den  gewöhnlichen  Enterhaken  hatte  man  eine  in 
Fig.  34  abgebildete  Sorte,  deren  10 — 12  Zoll  hohe  Klauen  von  je  10  Tonnen 
Tragfähigkeit  mit  starken  Sperrfedem  versehen  waren,  damit  sie  das 
einmal  gefasste  Tau  beim  Weiterschleifen  auf  dem  Meeresboden  zwischen 
Feder  und  Klaue  festhalten  könnten,  und  eine  andere  Sorte,  deren  Klauen 
auf  der  Innenseite  mit  stählernen  Messern  besetzt  waren,  an  denen  das 
gefasste  Tau  beim  in  die  Höhe  ziehen  durch  sein  eigenes  Gewicht  sich 
durchschneiden  sollte.  Die  Schaufelräder  des  Great  Eastern  wurden  von 
einander  getrennt,  damit  sie  nach  Bedarf  beide  zugleich  oder  jedes  einzeln 
arbeiten  könnten.  Zwei  Dampfkessel  wurden  ausser  Dienst  gestellt,  weil 
sie  den  vorderen  Kabeltendern  so  nahe  lagen,  dass  die  von  ihnen  aus- 
gestrahlte Wärme  die  Guttapercha  hätte  erweichen  können.  Im  vorderen 
Tender  lagen  670  Meilen  Tiefsee-  und  3  Meilen  Küstentau,  im  mittleren 
865  und  im  hinteren  839  Meilen  Tiefseetau;  der  Dampfer  Medway  von  1900 
Tonnen  trug  400  Meilen  ßeservetau  (Schellen,  das  atlant.  Kabel,  S.  95; 
the  Atlantic  Telegraph^  S.  8ü). 

Der  Versenkung  der  Taue  schenkt  auch  Civil  Engineer  and  Archilects 
Journal  (z.  B.  1859,  S.  29,  273,  285)  wiederholt  eingehende  Beachtung. 

4.  Das  Wiederanfliehinoii  und  di«  WiedorbtriteUimg  Mhadhaftar  Uatertotttane. 

Ist  eine  Unterseeleitung  beschädigt  worden,  so  wird  zuerst  die  Lage 
der  schadhaften  Stelle  auf  einer  Seekarte,  in  welche  die  Lage  des  Taues 
genau  eingetragen  ist,  durch  Widerstandsbestimmungen  ermittelt*),  darauf 


*)  Es  geschieht  (lies  ähnlich,  wie  bei  unterirdischen  Linien;  verel.  Dub,  die 
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sucht  man  an  der  betreffenden  Stelle  das  Tan  mit  einem  Anker  zu  fassen, 
hebt  es  behutsam ,  legt  es  in  die  Rinne  einer  Bolle  an  der  Seite  des  Schiffs, 
welches  darauf  dem  Tau  entlang  der  schadhaften  Stelle  entgegen  föhrt. 
Ist  das  Tan  zerrissen,  so  schiesst  es  schnell  von  der  Bolle  hinab,  wenn  man 
sich  der  Bruchstelle  nähert;  man  zieht  dann  beide  Enden  an  Bord,  prüft 
sie  auf  ihre  Isolation,  setzt  ein  neues  Stück  Tau  ein  und  lässt  es  behutsam 
wieder  hinab,  damit  sich  keine  Schlingen  oder  Knoten  bilden.     Ist  das  Tau 
nicht  zerrissen,  sondern  blos  beschädigt,  so  wird  es  je  nach  Erfordern  blos 
ausgebessert  oder  das  schadhafte  Stück  durch  ein  neues  ersetzt.  —  Bei  der 
genauen  Bestimmung  und  endlichen  Austrennung  der  Fehlerstelle  sind 
Proben ,  bei  welchen  die  Leitungsdrähte  im  Tau  durchgeschnitten  werden 
müssen,  nicht  zu  umgehen  (yergl.auch  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver,  6,  S.  51).     Der 
dänische  Telegraphen-Inspector  Lorenzen  hat  hierzu  eine  einfache  Vor- 
richtung construirt,  welche  gestattet,  die  Leitungen  des  Taues  zu  tren- 
nen, ohne  die  Schutzdrähte  zu   durchschneiden.     Zu   beiden  Seiten  der 
Stelle,   wo   man   die  Leitungen   trennen   will,   werden   in   etwa  2^  Fuss 
Entfernung    von    einander    2   Klemmen     (wie    Fig.   35)    auf    das    Tau 
geschraubt,  in  entgegengesetzter  Bichtung  umgedreht,  bis  die  sich  in  die 
Riefelung  fest  einlegenden  Schutzdrähte  gerade  gerichtet  sind ;  darauf  wer- 
den 2  Zugschrauben  über  die  Handgriffe  der  Klammem  gelegt  und  die 
Schrauben  angezogen,  wodurch  die  Schutzdrähte  sich  so  weit  auseinander 
begeben,  dass  mau  bequem  zur  Seele  gelangen,  die  Hanfumwickelnng  lösen 
nnd  die  Guttaperchadrähte  durchschneiden  kann.     Nach  beendeter  Unter- 
snehung  entblösst  man  den,  Kupferdraht  an  beiden  Enden  etwa  1  Zoll  lang, 
stosst  die  Enden  stumpf  an  einander,  legt  ein  l^k  bis  2  Zoll  langes  Stück 
Eupferdraht  seitwärts  daneben,  umwickelt  mit  feinem  Kupferdraht  und  ver- 
löthet  gut,  nmgiebt  den  Draht  mit  Chatterton  *s  Compound  und  Gu  ttapercha, 
wickelt  den  Hanf  um,  entfernt  die  Zugschrauben  und  dreht  mittelst  der 
Klemmen  die  Schutzdrähte  wieder  in  ihre  ursprüngliche  Lage  (Zeitschr.  d. 
Tel.-Ver.  12,  S.  72).  —  C.  Lair  erleichtert  die  Löthung  dadurch,  dass  er 
die  beiden  Tauenden  durch  dieOeffnungen  eines  Bahmens  einführt  (Fig.  36), 
die  zurückgeschlagenen  Eisendrähte  um  einen  schwach  conischen  Bingr 
stülpt  und  so  einen  die  Enden  festhaltenden  Knopf  bildet,  worauf  die  blos 
gelegten  Kupferdrähte  zusammengedreht,  gelöthet  und  wieder  mit  Gutta 
percha  überzogen  werden  (i>M  Moncel^   traiii^  S.  289).  —  Fig.  37  ver- 
anschaulicht die  von  Latimer  Clark  vorgeschlagene  Art  und  Weise  der 
Verbindung  zweier  Kabelstücke  (Dingler's  Journal  183,  S.454).   In  eigen- 
thümlicher  Weise  stellte  der  technische  Inspector  der  Schweizer  Telegra- 
phen, M.  Hipp,  im  December  1856  das  einige  Monate  zuvor  im  Yierwald- 
Btädter  See  von  Bauen  nach  Flüelen  (18000  Schweizer  Fuss  Entfernung, 
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grösste  Tiefe  700  Fnss)  gelegte  Tau  wieder  her.  Der  Leitungsdraht  dieses 
Taus  war  mit  Guttapercha  isolirt,  durch  ein  mit  Theer  getränktes  Hanfband 
geschützt  und  mit  2  Eisenhändem  der  Art  umwunden,  dass  das  zweite  die 
vom  ersten  gelassenen  Lücken  überdeckte.  Gewicht  00  Centner,  Werth 
10000  Francs.  Die  Voruntersuchung  deutete  auf  einen  Fehler  in  2000  Fnss 
Entfernung  Tom  Ufer  hei  Flüelen ;  das  Tau ,  welches  sich  in  den  Schlamm 
versenkt  hatte ,  wurde  an  dieser  Stelle  aus  dOO  Fuss  Tiefe  empor  gehohen, 
zeigte  an  der  für  verdächtig  gehaltenen  Verbindungsstelle  keinen  erheb- 
lichen Fehler,  vielmehr  waren  beide  Theile,  der  aufgehohene  kürzere  und 
der  längere,  fehlerhaft,  weil,  wie  sich  später  ergab,  die  Guttapercha  spröd 
und  rissig  geworden  war;  das  kürzere  Stück  wurde  durch  ein  neues  ersetzt, 
das  längere  aufzuheben  war  misslich,  weil  die  Eisenbänder  den  Draht  zu 
wenig  vor  dem  Beissen  schützten.  Einen  so  starken  Strom  durch  das  Tau 
zu  senden,  dass  die  Erwärmung  des  Drahts  zum  Erweichen  der  Guttapercha 
ausreichte,  war  kostspielig  und  konnte  misslingen.  Hipp  ging  daher  dar- 
auf aus ,  durch  die  Einwirkung  einer  starken  Batterie ,  deren  positiver  Pol 
mit  der  Leitung  verbunden  wurde ,  den  Kupferdraht  zu  oxydiren  und  mit 
seinem  Oxyd  die  Risse  der  Guttapercha  auszufüllen.  Er  beauftragte  dem- 
gemäss  das  Telegraphenbureau  Luzern,  diese  Operation  mit  einem  constan- 
ten  Strom  von  72  Elementen  vorzunehmen  und  zwar  im  Bureau  Luzern 
selbst,  welches  9  Stunden  von  der  Stelle  des  Vierwaldstädter  Sees  entfernt 
ist,  wo  das  Tau  eingesenkt  ist;  der  Strom  musste  also  durch  diese  Leitung 
gehen.  Der  Stromverlust  hetrug,  wenn  die  Leitung  jenseits  des  Vierwald- 
städter Sees  unterbrochen  wurde,  32  bis  36^  eines  Galvanometers  mit  32  Um- 
windungen,  an  dem  die  Stärke  des  gewöhnlichen  Telegraphirstroms  30^ 
betrug.  Den  5.  December  Morgens  hegann  die  Operation  und  am  8.  betrug 
die  Ableitung  auf  der  unterseeischen  Leitung  von  Luzern  nach  Altdorf  nur 
3  ^ ,  von  Altdorf  nach  Luzern  nur  2  *• ;  am  ersten  Tage  war  die  Ableitung 
gleich  stark  geblieben,  am  zweiten  Tage  auf  20®  und  am  dritten  auf  8®  herab- 
gegangen; erst  nach  3  Wochen,  während  welcher  Zeit  die  Batterie  immer  in 
gutem  Stande  erhalten  wurde,  war  der  Verlust  nur  noch  1®.  Ein  Ver- 
such im  Kleinen  weist  nach ,  dass  nicht  nur  eine  Spalte  in  der  Guttapercha 
unter  Wasser  mit  Oxyd  ausgefüllt  werden  kann,  sondern  dass  sich  auch 
dieses  Oxyd  unter  fortdauernder  Einwirkung  des  Stroms  auftrocknen  lässt 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  4,  S.  73). 

Gestützt  auf  die  im  Jahre  1866  gemachten  Erfahrungen  führte  Lati- 
raer  Clark  einen  neuen  pneumatischen  Regulator  und  einen  ankerartigen 
Enterhaken  aus,  welche  beide  bereits  patentirt  sind  (D  in  gl  er' s  Journal  183, 
S.  450,  aus  Mech.  Mag.  XVI,  S.  40).  Bei  dem  Regulator  ist  die  Scheibe, 
welche  von  dem  über  2  entsprechende  Führungsrollen  zu-  und  abgeführten 
Tau  getragen  wird,  an  einem  Kolben  in  einem  hohen,  5  bis  6  Fuss  weiten 
Cylinder  befestigt;  der  Raum  unter  dem  Kolben  steht  aber  durch  ein  mit 
einer  Klappe  versehenes  Rohr  mi^  einem  Behälter  in  Ver^ndunc,   in  wel- 
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chem  die  Luft  durch  Pumpen  entsprechend  verdünnt  wird ;  bei  sich  ändern- 
der Spannung  in  dem  ablaufenden  oder  aufzuwindenden  Tau  steigt  der 
Kolben  in  seinem  Cjlinder  a\if  oder  nieder.  Soll  dieser  pneumatische  He- 
gulator  beim  Auslegen  eines  Taus  benutzt  werden ,  so  muss  die  Bremsvor- 
richtung mittelst  eines  ähnlichen  Luftcylinders  mit  dem  eben  erwähnten  so 
verbunden  werden,  dass  bei  jeder  Zunahme  der  Spannung  im  ablaufenden 
Tau  das  Bremswerk  so  weit  gelüftet  wird,  dass  eine  das  Tau  gefährdende 
Spannung  oder  gar  ein  Reissen  des  Taus  verhütet  wird.  —  Den  Enterhaken 
hat  Clark  so  eingerichtet,  dass  er  beim  Zusammentreffen  mit  dem  Kabel  an 
seiner  Vorder-  oder  Rückseite  dasselbe  zwischen  2  Platten  einklemmt  und 
beim  Aufwärtsziehen  zerschneidet,  den  eingeklemmten  Theil  zu  Tage  bringti 
das  abgeschnittene  oder  abgerissene  Ende  aber  auf  den  Boden  zurückfallen 
lässt. 
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Ueber  die  Formveränderxuigen  prismatiBcher  Stäbe  durch 

Biegung. 

Von 

Gustav  Ad.  V.  Peschka, 

Professor  am  k.  k.  technischen  Institute  in  Brunn. 


Die  FormverändernngeD ,  welche  feste ,  elastische  Körper  unter  dem 
Eiuflusse  äusserer  Kräfte  erfahren,  sind  bereits  vielfach  Gegenstand  ein- 
gehender Stadien  gewesen.  Die  wissenschaftlichen  Untersuchungen 
stützten  sich  auf  Grundgleichungen,  die  auf  einer  Hypothese  beruhten, 
welche  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  als  richtig  angesehen  werden  muss. 
Die  Lösung  obgenannter  Gleichungen  bestimmt  die  Raumveränderung 
einzelner  Moleküle,  ausgedrückt  durch  die  sie  beeinflussenden  Kräfte  und 
durch  die  Goordinaten  ihrer  Anfangslagen. 

Da  jedoch  jene  Gleichungen  partielle  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  sind,  so  blieb  man  auch  von  der  strengen  Bestimmung  dieser 
Raumveränderungen  weit  entfernt.  Nur  einige  wenige  Gesetze,  wie  z.  B. 
jenes  der  Aenderung  der  Ausdehnung  (Dilatation)  nach  verschiedenen 
Richtungen  von  einem  Punkte  aus ,  gestatteten  eine  einfache  und  elegante 
Ausdrucksform ;  aber  selbst  hierfür  gestalten  sich  die  Näherungsformeln  für 
die  inneren  Spannungen  so  complicirt,  dass  sie  eine  praktische  Anwendung 
nicht  wohl  zulassen. 

Man  machte  deshalb  in  speciellen  Fällen  specielle,  auf  Wahrschein- 
lichkeit beruhende  Annahmen,  wodurch  die  Schwierigkeiten  der  Integration 
grossentheils  umgangen  wurden.  Eine  der  ältesten  Voraussetzungen  ist 
die,  „dass  der  Widerstand,  den  ein  dünner  prismatischer  Stab  dem  Biegen 
durch  äussere  Kräfte  an  irgend  einer  Stelle  seiner  Länge  entgegensetzt, 
dem  Krümmungshalbmesser  seiner  Axe  in  eben  demselben  Punkte  um- 
gekehrt proportional  sei";  eine  Hypothese,  von  welcher  schon  BernouUi 
unter  Annahme  einer  elastischen  Linie,  d.  i.  eines  Stabes  von  unendlich 
kleinem  Querschnitte,  Gebrauch  machte. 
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In  der  That  ist  diese  Annahme,  wenn  sie  auf  Stäbe,  deren  Quer- 
schnitte nicht  sehr  klein  sind,  angewendet  wird,  diejenige ,  welche  für  die 
Praxis  äusserst  nützliche  Resultate  liefert,  und  welche,  wie  bekannt, 
die  Grundlage  einer  Theorie  wurde,  die  durch  Navier,  Poucelet, 
Morin  und  Andere  aasgebildet  und  durch  Erfahrungen  bereichert  und 
gefestigt,  allgemeine  Verbreitung  fand. 

In  dem  Folgenden  wollen  wir  es  versuchen,  die  Formveränderung 
prismatischer  Stäbe  durch  Biegung  unter  conseqaentem  Festhalten  an  einer 
gegenwärtig  allgemein  üblichen  Hypothese  durchzuführen«  Die  sich  er* 
gebenden  Eesultate  sind  der  Hauptsache  nach  keineswegs  neu;  daher  das 
Vorliegende  eigentlich  als  eine  Studie  anzusehen  sein  wird,  bei  welcher 
vielleicht  wenigstens  die  Darstellung  einige  Beachtung  verdienen  dürfte. 


Voraussetsnngexi.  Zum  Behufe  einer  befriedigenden  Lösung  der  uns 
gestellten  Aufgabe  werden  sowohl  bezüglich  des  Körpers  während  der  Be- 
einflussang  durch  äussere  Kräfte,  als  auch  betreffs  der  mit  der  Formver- 
ändernng  desselben  im  Zusammenhange  stehenden  Vorgänge  im  Innern 
des  Stabes,  gewisse  Voraussetzungen  gemacht  werden  müssen.  Selbst- 
verständlich müssen  diese  Annahmen  von  der  Art  sein,  dass  deren  Zu- 
lässigkeit  entweder  schon  an  und  für  sich  in  der  Natur  der  Sache  begründet 
erscheint,  oder  doch  wenigstens  insofern  als  naturgemäss  bezeichnet  wer- 
den können,  als  man  unter  Voraussetzung  ihrer  ßichtigkeit,  ohne  auf 
Widersprüche  zu  stossen,  zu  Resnltaten  gelangt,  die  sich  erfahrungsgemäss 
als  richtig  bewahrheiten. 

.  a.  £ine  lineare  Aufeinanderfolge  der  Moleküle  eines  Körpers  wollen 
wir  eine  Faser  nennen  und  voraussetzen,  dass  die  Richtung  der  Fasern 
immer  parallel  sei  mit  der  Richtung  der  Moleknlarkräfte.  Letztere  wider- 
setzen sich  der  Formveränderung  und  leisten  somit  den  äusseren,  die 
Festigkeit  des  Körpers  beanspruchenden  Kräften  Widerstand. 

Ein  homogener  stabförmiger  Körper  von  congruentem  Normalquer- 
schnitt wird  daher  als  ein  Bündel  ganz  gleicher  Fasern  anzusehen  sein,  oder 
der  gerade  Stab  sowohl,  als  auch  der  gekrümmte  besteht  aus  unendlich 
vielen  unter  einander  parallel  laufenden  Fasern,  die,  als  mathematische 
Linien  betrachtet,  in  parallelen  Ebenen  liegen. 

b.  Alle  Atome,  welche  ursprünglich  in  einem  ebenen  Querschnitte 
lagen,  sollen  auch  im  gebogenen  Zustande  in  einer  Ebene  liegen,  die  an 
den  betreffenden  Stellen  der  Faser  auf  dem  Faserelemente  senkrecht  steht. 

Unter  Querschnitt  des  Stabes,  welchen  wir  durchgehends,  d.  i.  in  der 
ganzen  Länge  des  Stabes  als  sich  gleichbleibend  annehmen  wollen ,  ver- 
stehen wir  jene  Figur,  die  erhalten  wird ,  wenn  sämmtliche  Fasern  durch 
eine  Ebene  normal  geschnitten  werden. 

Die    Verbindungslinie  der  Schwerpunkte   aller  aufeinanderfolgenden 
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Querschnitte,  welche  wir  uns  als  eine  Curve  denken,  heisse  die  Axe  oder 
die  Axenfaser  des  Stabes. 

c.  Durch  die  Axe  und  den  Querschnitt  des  Stabes  ist  die  Gestalt  des- 
selben vollkommen  bestimmt. 

Die  Ebene  der  Axe  des  stabförmigen  Körpers  heisse  dessen  Biegungs- 
oder auch  Hauptbiegungsebene.  In  dieser  Ebene  denken  wir  uns  alle  den 
Stab  angreifenden  Kräfte  wirkend. 

d.  Die  Atome  eines  und  desselben  Querschnittes  behalten  ihre  relative 
Gegeneinanderlagerung  bei;  es  ändert  sich  also  durch  die  Biegung  weder 
die  Form,  noch  die  Grösse  des  Querschnittes. 

e.  Nach  der  Biegung  bleiben  die  Fasern,  wie  zuvor,  unter  einander 
parallel ,  treten  aus  ihren  Ebenen  nicht  heraus  und  bilden  alle  ursprünglich 
geradlinigen  Fasern  im  gebogenen  Zustande  des  Stabes  zur  äussersten 
Faser  äquidistante  Linien. 

f.  Die  Biegung  des  Stabes  sei  von  der  Art,  dass  die  für  die  Aus- 
dehnung und  Zusammendrückung  von  Stäben  innerhalb  der  Elasticitäts- 
grenze  geltenden  Gesetze  ihre  volle  Giltigkeit  behalten. 

Obwohl  diesen  Voraussetzungen  ein  eingespannter  und  belasteter 
Stab  niemals  mathematisch  genau  entsprechen  wird,  so  mussten  denn  doch 
diese  Annahmen  vorausgeschickt  werden,  weil  bei  starken  Belastungen 
und  bei  einem  leicht  zusammendrückbaren  Materiale  so  complicirte 
Molekularverschiebungen  und  Formveränderungen  eintreten,  dass  es  ganz 
unmöglich  ist,  diese  durch  Rechnung  zu  bestimmen.  Die  gemachten  An- 
nahmen haben  aber  zugleich  eine  wichtige  praktische  Bedeutung;  denn 
sie  sprechen  die  Bedingungen  aus,  denen  jeder  auf  Biegungsfestigkeit  be- 
anspruchte Bestandtheil  genügen  muss,  um  als  solides  Glied  irgend  einer 
Construction  betrachtet  werden  zu  können. 

A.  Wir  werden  zuerst  einen  Stab  betrachten,  der  an  dem  einen 
Ende  festgehalten  und  an  dem  anderen  Ende  belastet  er- 
scheint. 

Obwohl  dieser  Fall  in  der  Wirklichkeit  verhältnissmässig  selten  vor- 
kommt, so  wollen  wir  denn  doch  von  demselben  ausgehen,  weil  sich  auf 
ihn  alle  anderweitigen  Biegungsfälle  zurückführen  lassen. 

Oleichgewichtsbedingungen.  Soll  in  einem  Stabstücke,  das  zwischen 
einem  beliebigen  Querschnitte  F^  und  dem  Stabende  liegt,  Gleichgewicht 
stattfinden,  so  müssen  selbstverständlich  die  in  diesem  Querschnitte  dürcb 
die  Belastung  und  durch  die  hiermit  im  Zusammenhange  stehende  Form- 
veränderung (Biegung)  wachgerufenen  Kräfte,  welche  theils  in  der  Ebene 
des  Querschnittes,  theils  senkrecht  auf  dieselbe,  jedoch  parallel  zur 
Biegungsebene,  wirken,  mit  den  äusserten  Kräften  im  Gleichgewichte  sein. 

Die  Bedingungen,  die  zu  erfüllen  sein  werden,  damit  der  Gleich' 
gewichtszustand  eintrete,  lassen  sich  kurz  folgend  zusammenfassen. 
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Denken  wir  uns  nämlich  jede  einzelne  Kraft  in  zwei  beliebige  Kräfte 
zerlegt,  deren  Riebtungen  zweckmässigerweise  so  gewäblt  werden  können, 
dass  sie  mit  den  Coordinatenaxen  OX  und  OY  (der  Ursprung  derselben 
werde  mit  Q  bezeichnet)  zusammenfallen  oder  zu  denselben  parallel  sind 
nnd  in  der  Biegungsebene  liegen,  so  muss: 

a)  die  Summe  der  Componenten  aller  Kräfte  geschätzt  nach  zwei 
beliebigen  Richtungen  gleich  Null  sein,  und 

6)  die  algebraische  Summe  ihrer  statischen  Momente  in  Bezug  auf 
eine  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Axenfaser  gehende,  auf  der  Ebene 
der  Figur  senkrecht  stehende  Axe  gleich  Null  sein. 

Die  Momente  der  Kräfte  werden  als  positiv  oder  negativ  betrachtet, 
je  nachdem  die  Drehung  im  Sinne  von  der  positiven  Abscissenaxe  zur 
positiven  Ordinatenaxe,  oder  umgekehrt  geschieht. 

Um  einen  ersten  Ausdruck  für  jene  inneren  Kräfte  zu  erhalten,  wird 
die  Betrachtung  eines  zweiten,  dem  ersten  unendlich  nahen  Querschnittes  F^ 
nnd  die  der  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Lage  nach  der  Biegung  nöthig 
sein. 

Der  ursprüngliche  Zustand  des  Stabes  heisse  der  erste,  jener  nach 
der  Biegung  der  neue  oder  zweite. 

Im  ersten  Zustande  schneiden  sich  die  Querschnitte  F^  und  F^  in  einer 
Geraden,  welche  auf  der  Hauptbiegungsebene  senkrecht  steht  und  letztere 
im  Punkte  -^i  trifft.  Versteht  man  unter  F,  und  F^  zugleich  die  Schwer- 
punkte der  zwei  vorerwähnten  Querschnitte,  so  ist  offenbar  A^  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  Axenfaser  für  das  Intervall  F^  F^  und  A^  F^  und  A^  F^ 
als  die  Durchschnittslinien  der  Querscbnittsebenen  mit  der  Biegungsebene, 
deren  Krümmungshalbmesser,  welche  den  unendlich  kleinen  Winkel  a^ 
einschliessen  nnd  die  wir  mit  q^  bezeichnen  werden. 

Im  zweiten  Znstande  wollen  wir  die  correspondirenden  Grössen  mit 
%  $21  -^1  ^  ^^d  Q  benennen. 

Was  von  der  Schwerpunktsfaser  gilt,  hat  selbstverständlich  auch  be- 
züglich aller  übrigen  Fasern  seine  Richtigkeit.  Die  Krümmungsmittel- 
pnnkte  derselben  werden  sämmtlich  auf  der  in  A^  zur  Hauptbiegungsebene 
errichteten  Normalen  liegen  und 'wieder  als  die  Durchschnittspunkte  jener 
Geraden  mit  den  respectiven  Biegungsebenen  erscheinen. 

Denken  wir  uns  durch  jF\  eine  auf  die  Biegungsebene  senkrechte  Ge- 
rade gezogen  (in  der  Folge  werden  wir  diese  Gerade  kurz  mit  F^  benennen) 
und  betrachten  wir  ein  unendlich  kleines  Faserstück  zwischen  den  beiden 
vorgenannten  Profilen  von  der  Länge  l^  und  dem  sehr  kleinen  Quer- 
schnitte df^  so  wird,  wenn  wir  dessen  Entfernung  von  der  erwähnten  Ge- 
raden u  heissen: 

Das  negative  oder  positive  Vorzeichen  wird  zu  wählen  sein,  je  nachdem 
die  Faser  auf  derselben   oder   auf  der   entgegengesetzten  Seite  mit  dem 
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Krümmungsmittelpunkte  liegt.     Da  sich  zufolge  der  getroffenen  Annahme 
das  u  nach  der  Biegung  nicht  ändert,  wird  auch 

wobei  X   für    den  sweiten  Zustand  dieselbe  Bedeutung,    wie  li   für  den 
ersten  hat.     Die  Faser  hat  also  eine  Längenänderong 

erlitten.     Hiernach  wird  die  Kraft  dp,  mit  welcher  die  Faser  dieser  Aende- 
ruDg  widersteht,  durch  den  Ausdruck 

dargestellt,  wo  u  schon  das  Zeichen  in  sich  schliesst  und  £  den  Elasticitäts- 
modul  für  das  Material  des  Stabes  bezeichnet. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  unter  der  Voraussetzung ,  dass  u  gegen  q 
und  ^1  sehr  klein  ist,  in  einen  für  die  Folge  bequemeren  verwandeln;  es 
ist  nämlich : 

Vernachlässigt  man  die  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  ti,  so  erhält 


man: 


und  daher 


Nun  sind  aber  ag  und  ui^i  nichts  Anderes,  als  die  Längen  3 8  und  dSi  des 
betrachteten  Elementes  der  Axe  zwischen  den  Punkten  jP|  und  J^,  ^^  beiden 
Zuständen  des  Stabes,  daher  wird 

welcher  Ausdruck  die  in  einem  Flächenelemente  des  Querschnittes  senk- 
recht auf  dessen  Ebene  wirkende  Kraft  repräsentirt. 

Die  zweite  in  der  Ebene  des  Flächenelementes  (gegen  das  Abscheren 
oder  Abschieben)  wirkende  Kraft,  deren  Zahlwerth  wir  einstweilen  nicht 
näher  bestimmen,  heisse  dq. 

Bezeichnet  ip  den  Winkel,  den  die  Richtung  von  dp  mit  der  positiven 
Abscissenaxe  einschliesst ,  und  ilf  den  Winkel  mit  dg,  und  sind  XV, 
X^  Fj  etc.  die  Componenten  der  äusseren  Kräfte,  so  hat  man  für  das 
Gleichgewicht  die  Bedingungsgleichungen : 

2)  i:dp.cosq>+i:dq,cos^+ZX=Oy 

3)  £dp.sinq>+2:dq.siH^}  +  £Y^0y 

wo  sieh  die  Summenzeicheu  beiderseits  auf  alle  Kräfte  erstrecken. 
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Um  dq  zu  eliminiren,  maltiplicire  man  die  Gleichung  2)  mit  cosq>y  die 
GleicfanngS)  mit  m^nnd  addire  dieselben,  so  wird  : 

£dp  (cos' ip +«m'  q>) + Zd  q  (cos  <pcos^  +  sin  g> + sin  %[/) 
+cos(p£Ä+sinipi:7^0] 
oder,  da 

coS(p  cosiff+simp  mif;=:0 
ist,  wird 

4)  ^dp+ cos  tp  ZX+  sin  q>  E  F=  0. 

Obwohl,  um  die  Gleichung  fär  die  statischen  Momente  der  den  Körper 
beeiDflussenden  Kräfte  aufzustellen,  die  Drehungsaxe  beliebig  gewählt 
werden  könnte,  so  dürfte  es  denn  doch  zweckdienlich  erscheiuen,  um  die 
bisher  nicht  ermittelten  Abschiebungskräfte  dq  hierauf  ausser  Einfluss  zu 
bringen,  die  Drehungsaxe  als  im  Querschnitte  ^i  liegend  und  senkrecht 
auf  die  Biegungsebene  anzunehmen.  Es  stellt  sich  diesfalls  von  selbst 
als  das  Einfachste  dar,  sie  durch  den  Schwerpunkt  zu  führen,  weil  dann  nur 
die  Coordinaten  der  Axe,  deren  Veränderungen  wir  eigentlich  zu  bestimmen 
haben,  in  die  Rechnung  eintreten. 

Diesem  Umstände  zufolge  denken  wir  uns  auch  die  Angriffspunkte 
sämmtlicher  Kräfte  in  die  Stabaxe  verlegt. 

Seien  die  Coordinaten  der  Letzteren  allgemein  £  und  y\y  die  Coordina- 
ten von  01  X  und  y,  so  ist  die  Momentengleichuog : 

5)  2;ap.ti+2?F(|— a;)  — Xa?(i7— y)=0, 
wobei  das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  noch  zu  bestimmen  ist. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  4)  und  5)  für  dp  den  gefundenen  Werth, 
ersetzt  man  ferner  die  Snmmenzeichen  durch  Integrale  und  bedenkt  man, 
dass,  wenn  der  Bogen  der  Axenfaser  von  dem  betrachteten  Quers/^hnitte 
an  gegen  das  Ende  zu  wächst, 

cos  (p  und  sin  q>  beziehungsweise  in  —  -^  und   —  ^ — 

OS  %/  9 

übergeht,  und  dass  endlich  die  Drehungsaxe,  auf  welche  sich  die  Abstände 
u  beziehen ,  eine  Schweraxe  des  Querschnittes  sei  und  folglich  in  Bezug 
anf  dieselbe  das  Integral 

Judf=0 
ist,  so  ergiebt  sich : 

oder,  da  fdf  die  Fläche  /  des  Querschnittes,  und  Ai*  df  das  Trägheits- 
moment £  desselben  in  Bezug  auf  die  Schweraxe  bedeutet, 
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—  ds^Xg       qj 

Die  Erümmungshalbmesser  q  und  ^,  sind  hier  absolut  genommen ;  ersetzt 
man  dieselben  durch 

ds        -  ds^ 

5—  und  r— 
da  Ceti 

oder  auch,  da  a  und  a^  die  Contingenzwinkel  in  beiden  Zuständen  sind, 

durch 

ds       ^  dst 
^-  und  ^— , 

60  übergehen  die  Gleichungen  in : 

ds  1    /dx  dx        \ 

'  dsi  Ef  \ds  '   ds        ) 

»)±i^a-i)=i^(i?-i^)=^.i-«-«)--f'-)>- 

Weil  die  Drehungsrichtuug  der  positiven  Momente  mit  der  positiven  Zu- 
nahme des  Neigungswinkels  (d.  i.  mit  dtp  —  dgoi)  übereinstimmt,  so  ergiebt 
sich  durch  einfache  Betrachtungen  mit  Leichtigkeit,  dass  in  der  Glei- 
chung 9)  das  positive  Vorzeichen  beizubehalten  sei. 

Um  zur  endlichen  Gleichung  der  Axenfaser  zu  gelangen,  müssten 
zuerst,  damit  die  vollständige  Integration  vorliegender  Differentialgleichun- 
gen nicht  zu  grosse  Schwierigkeiten  darbiete,  die  Coordinaten,  welche  sich 
auf  den  ursprünglichen  Zustand  des  stabförmigen  Körpers  beziehen,  durch 
Elimination  entfernt  werden.  Begnügt  man  sich  jedoch  mit  zulässigen 
Annäherungen,  so  sind  die  durch  die  Biogung  herbeigeführten  Aenderungen 
der  Coordinaten  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Formveränderung  über- 
haupt als  sehr  klein  vorausgesetzt  wird,  leicht  zu  erhalten. 

Die  zweiten  Glieder  der  Gleichungen  sind  sodann  sehr  geringfügige 
Grössen  derselben  Ordnung  als  die  Coordinatenänderungen. 

Setzt  man  in  obige  Gleichungen  statt  der  neuen  Coordinaten  die  ur- 
sprünglichen,  welche  sich  von  ersteren  nur  sehr  wenig  unterscheiden,  so 
begeht  man  allerdings  einen  Fehler,  doch  ist  dieser  Fehler,  als  durch  Ver- 
nachlässigung sehr  kleiner  Ausdrücke  zweiter  und  höherer  Ordnung  ent- 
standen, ein  bei  einer  ersten  Annäherung  erlaubter,  und  man  erreicht 
dadurch  den  Vortheil,  dass  die  rechtsstehenden  Theile  obiger  Gleichungen 
8)  und  9)  durchgehend  bekannte  Grössen  enthalten. 

Setzt  man  also : 

und 

SO  übergehen  die  Gleichungen  8)  und  9)  in: 
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10)  ds — 35,=ö95,, 

11)  dfp — dg>i  =  adq>i+bdSx. 

Die  einzelnen  Bogenelemente  der  Axe  nnd  die  zugehörigen  Contin- 
genzwinkel  erfahren  also  Aendernngen,  welche  dnrch  die  rechtsstehenden 
Glieder  der  GleichuDgen  10)  nnd  11)  ausgedrückt  werden;  es  handelt  sich 
somit  nnr  dämm ,  ans  diesen  unendlich  kleinen  Aenderungen  jene  der  ent- 
sprechenden endlichen  Grössen  herzuleiten. 

Die  Gleichungen  10)  und  11)  lassen  sich  unmittelbar  getrennt  integri- 
ren,  wodurch  man  die  endlichen  Ausdrücke  für  s — Si  und  tp — 9^  erhält. 
Diese  Grössen  sind  aber  für  die  Anwendung  nicht  so  bequem,  wie  x  —  Xi 
und  y — yi,  wenn  sich  auch  letztere  auf  verschiedene  Weise  aus  ersteren 
entwickeln  lassen.  Der  in  Folgendem  eingeschlagene  Weg  scheint  daher 
den  Vorzug  auch  schon  deswegen  zu  verdienen,  weil  hier  auch  die  Be- 
deutung der  in  den  Eesultaten  vorkommenden  doppelten  Integrale,  sowie 
die  Grenzen ,  zwischen  welchen  sie  zu  nehmen  sind ,  mit  grösserer  Klarheit 
erkannt  werden  kann. 

Die  letztangeführten  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Längen  der 
anendlich  kleinen  Bogen  dSi  und  ds — dsi  verändert,  und  die  Winkel  ^g?», 
welche  zwei  solche  aufeinanderfolgende  Elemente  einschliessen ,  um 
dfp  —  d(pi  vergrössert  oder  vermindert  werden. 

Denkt  man  sich  nun  statt  der  continuirlich  gekrümmten  Axe  des 
Stabes  zwischen  n  +  l  Punkten 

0,     1,     2,     3....n — 1,     w, 
deren  Coordinaten 

®oi  yo»   ^1»  yi  1   ^«1  yt  •  •  •  •  ^n-u  y«-! ;    ^»1  yn 

sein  mögen,  ein  Polygon  von  n  endlichen  Seiten 

welche  mit  der  Abscissenaxe  die  Winkel 

and  unter  einander  (jede  vorhergehende  mit  der  nachfolgenden)  die  Winkel 

z/9,,      jdtp^,      Jq>^....J(pn^i 

einschliessen  (letztere  so  genommen,  dass  eine  Seite  um. den  ihr  zugehörigen 
^jdq>r  im  Sinne  von  der  positiven  0  X  zur  positiven  OF  gedreht  werden 
mass,  um  mit  der  Verlängerung  der  vorhergehenden  zusammenzufallen), 
and  durch  irgend  eine  Ursache  die  Gestalt  des  Polygons  so  verändert,  dass 
die  bezeichneten  Polygonseiten  in: 

Si  +  dSi,      St+8St,       S^  +  i8^....Sn+dSn, 

die  Winkel  in 

und  die  Contingenzwinkel  in 

J(Pi  +  dJ(piy     ^fft+Sdq>t^    J(pt  +  8Jg>i....J(pn+dJg>n 
übergehen,  so  besteht  die  Aufgabe  einfach  darin,  aus  der  bekannten  neuen 
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Lage  {xq  +  öXqj  yQ+öffQ^  des  Punktes  0  und  der  gegebenen  Grössen  die 
Lage  {xn  +  dx^yn  +  ^t/n)  des  Endpunktes  n  zu  finden. 

Man  bat  bekanntlich  die  Gleichung: 

Xu  —  äTq = ^1  cosq)^-\-Sf  cos  ^t  +  •  •  •  •  +^«  ^^^  V«  > 
und  eine  ähnliche  Gleichung  für  den  zweiten  Zustand. 

Werden  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  abgezogen ,  so  ist : 

12)  8Xn  —  iXQ  =  £i''[{Sr  +  Ö8r)C0S((pr+Öq>r) — SrCOS(pr] 

und  analog 

13)  8yu  —  Äyo=  ^t''l'i^r  +  8» r)sin((pr+  8q>r)'-SrSin  <pr] 
Ebenso  wird 

9r  =  <Pt+(9»t  — Vt)  +  (qPs  — 9«)  + +  (9r-l— 9>r«2)  +  (9r— 9r-l)  = 

t=^<Pi  +  J<Pt  +  Jq>t  + +  ^q>r^2  +  ^q>r^i 

und  die  Differenzen  genommen : 

14)  8<pr==8q>i+8  J(pi+8J q>^+.... +  8  Jq)r^i=:S ^i  +  Zi"'^ 8  Jfps 
Werden  8q>r  und   8sr  als   sehr  kleine  Grössen   erster  Ordnung   an- 
gesehen und  ihre  Potenzen  sowie  deren  Producte  vernachlässigt,  so  gestalten 
sich  die  Ausdrücke  wie  folgt: 

12  a)  8Xu=i8xQ  +  ^,"  (8  Sr  cos  q>r  —  Sr  sin  q>r .  8  q>r) , 

136)  8yn=8yQ  +  2?!» {8Sr  sin  q>r  +  Sr  cos  q>r  8  q>r)- 

Snbstituirt  man  statt  8q>r  aus  14)  den  Werth,  so  ist: 

15)  8Xn=8xQ+I!i^(^ — SrSinq)r8q>i  +  8SrCosq>r — SrSintpr£i''''^8Jq>s')y 
l&)8yn='8yQ+£i^  (^SrCosq>r8(pi  +8srSinq>r  +  SrCosq>rSi^'^^  8Jq>s)* 

Wie  ersichtlich,  drücken  in  diesen  beiden  Gleichungen  die  ersten  Glie- 
der den  Einfluss  der  Verrückung  des  ersten  Punktes  im  Polygone,  die 
zweiten  Glieder  (innerhalb  der  Summen)  hingegen  jenen  aus,  welcher  von 
der  Drehung  des  ganzen  Polygons  um  den  Winkel  8^i  herrührt;  die  dritten 
Glieder  bestimmen  den  Einfluss,  der  aus  der  Veränderung  der  einzelnen 
Seitenlängen  entspringt,  und  die  letzten  Glieder  endlich  bezeichnen  die 
Coordinatenveränderungen  des  Endpunktes,  die  aus  den  kleinen  Drehungen 
der  einzelnen  Seiten  um  die  zugehörigen  Polygonecke  entstehen. 

Um  auf  unser  Problem  zurückzukommen ,  denke  man  sich  innerhalb 
des  in  Betrachtung  stehenden  Axenstückes  einen  Punkt  (o?,  y')y  dessen 
Coordinatenveränderung  man  erfahren  will;  {x^^y^  sei  der  Punkt,  dessen 
Lage  bekannt  ist. 

Ersetzt  man  die  Summe  durch  Integrale,  und 


*r 

ds, 

COStpr    u 

dxi 
ds, 

Sin  (fr    „ 

dyt 

ds. 

SfPl       )> 

8(Po 

8Sr        „ 

dS'-ds, 

8J(p,  „ 

dtp  — dtp,, 
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80  ist 
17)       hx  =  Ix^  —  (y  — yo)  «<)Po  +  /(«  dx--dyf[adq>  +  bds]), 

Die  Grössen  in  den  sweiten  Theilen  vorstehender  Gleichungen  heziehen 
sieh  auf  den  ursprünglichen  Zustand. 

War  der  Stab  anfänglich  gerade,  so  ist  d<p=0^  daher  unter  dieser 
VoraossetzuDg  die  Gleichungen  übergehen  in : 

20)  öx=8x^—(t/^y^dipo+f(adx—dt/fbdsy 

21)  dy  =  iya+(s—j!^i<p,+  f(ady  +  dxfbds), 

22)  i(p=z8q>o+fbd8. 

'o 
Diese  Gleichungen  sind  dieselben,  welche  auch  bereits,  mit  Ausnahme  der 
Glieder  in  a,  anderwärts  gefunden  wurden.     Letztere  können  übrigens  im 
Allgemeinen,  da  sie  gegen  die  vorhergehenden  sehr  klein  sind,  oft  ver- 
nachlässigt werden. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  neuen  Coordinaten  der  Axe  könnten 
in  a  und  b  substituirt,  diese  Functionen  sodann  in  die  Integrale  gesetzt 
und  dieses  Verfahren  öfters  wiederholt  werden,  wodurch  man  immer  mehr 
und  mehr  genäherte  Werthe  von  öy  und  dx  erhielte,  die  in  Beziehung  auf 
den  früher  begangenen  Fehler  sich  von  den  wahren  Werthen  stets  weniger 
nnd  weniger  unterscheiden  würden.  Letzteres  ist  jedoch  nur  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  erreichbar,  indem  in  der  Entwickelung  die  Cosinus  kleiner 
Winkel  der  Einheit,  und  die  Sinus  derselben  den  Winkeln  selbst  gleich- 
gesetzt wurden ,  welcher  Fehler  durch  jenes  Näherungsverfahren  nicht  be- 
hoben wird. 

Was  die  Anwendung  der  gefundenen  Formeln  betrifft ,  sei  noch  be- 
merkt, dass  die  Functionen  a  und  6  nicht  immer  continuirlich  sind.  Wir- 
ken nämlich  mehrere  endliche  Kräfte  an  verschiedenen  Stellen  auf  den 
stabförmigen  Körper,  so  werden  besagte  Functionen  für  jedes  Intervall 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Angriffspunkten  durch  andere  For- 
meln ausgedrückt;  und  die  Gestalt  der  Axenfaser  wird  an  diesen  Stellen 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden,  weshalb  man  sich  veranlasst 
sehen  wird,  jedes  von  diesen  Curvenintervallen  für  sich  abgesondert  zu  be- 
trachten. 
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Werden  diese  Angriffspunkte  der  Reihe  nach  mit 
1,  2,3  ....r,     r+1, ....  «, 
und  ihre  respectiven  Coordinaten  mit 

(«iiyO,  (^t, y«),  (^s,  Vi) (^o»yr) (j^m  vn) 

bezeichnet,  so  bestimme  man  nach  der  Formel  mit  den  bekannten  Anfangs- 
werthen  ^of^o'^^o  zuerst  dXi^dt/i^  d(pi^  betrachte  sodann  diese  Grössen 
als  Anfangswerthe  für  die  Bestimmung  von  öx^^di/fy  dfpt,  verfahre  mit 
letzteren  auf  ähnliche  Weise  und  setze  dieses  Verfahren  so  lange  fort,  bis 
man  endlich  die  Aasdrücke  dx^  dy^  iq>r  für  einen  Angriffspunkt  (r)  ge- 
funden hat.  Letztere  Werthe  werden  sodann  zur  Berechnung  der  Lage 
des  erwählten  Punktes ,  welcher  hier  in  dem  Intervalle  (r)  und  (r  -f- 1)  lie- 
gend gedacht  wird,  dienen. 

Die  Ausführung  des  Gesagten  wird  unmitelbar  das  Gesuchte  liefern, 
wenn  man  die  Kräfte  in  der  Reihenfolge  ihrer  Angriffspunkte  successive 
wirken  lässt,  und  wenn  man  die  durch  den  Einfluss  der  Kräfte  hervor- 
gebrachten Coordinatenveränderungen  des  bezogenen  Punktes  einzeln,  ohne 
Rücksicht  auf  die  übrigen  Kräfte,  in  Rechnung  zieht,  was  wegen  der  linea- 
ren Form  der  Resultate  gestattet  erscheint. 
Beziehen  sich  also  die  Functionen 

0^  und  hy^  nur  auf  die  im  Punkte  (l)  wirkenden  Kräfte, 
fl,  und  ft,  „       „     „    „         „       (2)         ,.  „ 

öj  und  6,  „       „     „    „         „       (3)         „  „ 


ür  und  hr  nur  auf  die  im  Punkte  (r)  wirkenden  Kräfte  und 

a  und  6  auf  alle  vom  Punkte     (r+1)  an  wirkenden,  sowie  auf 

alle  jenen  Kräfte,  für  welche  diese  Functionen  nach  der  ganzen  Stablänge 

continuirlich  sind ,  so  erhält  man : 


23) 


<  ••; 

r  s'  r 

+  f{ardy  +  dxf[ard<p  +  brdsli)+(X—Xr)J{ardg>  +  brds)  + 

*  X' 

+  f(adt/  +  dxf[adq>+bds]). 
und  ebenso  für  dx  und  dg>  analoge  Ausdrücke. 
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Mitunter  enthalten  a  nnd  b  noch  unbekannte  Grössen,  welche  erst  ge- 
sacht werden  müssen. 

Wären  z.  ^.  die  Formänderangen  eines  wie  immer  gestalteten  ge- 
schlossenen Ringes  zn  bestimmen,  der  an  einer  Stelle  eingeklemmt  ist,  so 
kann  man  die  feste  Stelle  des  Stabes  als  den  Anfangspunkt,  dessen  Coor- 
dinaten  x^  und  y^  sich  nicht  ändern,  ansehen,  die  Integration  über  dessen 
ganze  Länge  erstrecken  nnd  als  Endpunkt  wieder  (^o'^o)  wählen,  auf 
welchen  noch  die  Kräfte  Edp  und  £dq^  sowie  das  Drehiingsmoment  Zudp 
(einem  Kräftepaare  äquivalent)  wirkend  gedacht  werden.  Durch  Voll- 
ziehung der  Integrationen  erhält  man  Ausdrücke  für  ^x^6y^6q>  des  End- 
punktes, die  jenen  für  den  Anfangspunkt  gleich,  also  Null  sind.  Aus  die- 
sen so  erhaltenen  Gleichungen  findet  man  die  gesuchten  Werthe  für  Zdp^ 
£dq  und  Zudpy  welche  in  die  Integralformel  von  Neuem  eingeführt  die 
Berechnung  der  Aendemngen  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  Stabes  mög- 
lich machen. 

Durch  ein  ähnliches,  jedoch  entsprechend  modificirtes  Verfahren  wer- 
den sich  alle  Aufgaben  dieser  Art  lösen  lassen. 

Einige  Beispiele  werden  den  Gebrauch  der  aufgestellten  Gleichungen 
und  Formeln  erleichtern  helfen. 

Beispiel  1.  Es  ist  ein  gerader  Stab  von  der  Länge  /  an  einem  Ende 
festgeklemmt  und  am  freien  Ende  dem  Einflüsse  einer  Kraft,  deren  Gom- 
ponenten  ^  und  1^  sind ,  ausgesetzt. 

Die  positive  Abscissenaxe  falle  mit  dessen  Azenfaser,  der  Ursprung 
mit  dem  festen  Punkte  zusammen.     Hiernach  ist: 

9^=0,     dsz=zdx,     0x^=0,     iyQ  =  0,     ötp^^^O. 


und 


X 


Die  neuen  Coordinaten  sind  somit: 


und 

,      r 


2^.1 


('^-0 


Dliminirt  man   hieraus  x^  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  gegebenen 
Axenfaser. 
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Die  gröBste  Ausbiegung  findet  an  der  Einmanerungsstelle ,  d.  i.  für 
x  =  l  statt,  und  ist  ihrem  Zahlwerthe  nach  c=    „  ^. 

Beispiel  2.  Unter  Beibehaltung  derselben  Voraussetzungen,  wie  im 
vorhergehenden  Beispiele,  sei  noch  die  Annahme  beigefügt,  dass  der  vor- 
gegebene stabförmige  Körper  noch  an  einer  Stelle  in  der  Entfernung  e  vom 
Ursprung  durch  einen  horizontalen  Schraubenbolzen ,  welcher  durch  seine 
Axe  geht,  befestigt  sei. 

An  letztbezeichneter  Stelle  können  sich  also  nicht  die  Coordinaten, 
wohl  aber  kann  sich  die  Neigung  der  Stabaxe  ändern. 

Die  Schraube  wird  gegen  den  Stab  einen  Druck  äussern,  dessen  Grösse 
und  Richtung  vorläufig  unbekannt  sind.  Die  Componenten  des  Letzteren 
mögen  durch  Xi ,  V^  repräsentirt  erscheinen. 

Hiernach  hat  man  für  das  Stabstück  von  0  bis  e : 

'-Ä('-?)+Ä("-T> 

Füc  die  Stolle  x=:e  ist  6x=0  und  5y=0,  hiernach  also: 
und 
Endlich  ergiebt  sich  für  das  Stabstück  e  hia  l: 

ferner 

ay=(a:_e)  ^(/ .-  e)  + -^^j B x  J\l - x)  dx 

und 

Fürarrrr/ist  der  Pfbil 


und  für  ^==  —  ist: 
2 


*~iE:.XV3  4    """  2        12/ 
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—  1.^ 
^*  ~  96  '  E.Z' 

d.  i.  im  Vergleiche  za  dem  im  vorhergehenden  Beispiele  gefundenen  Re- 
sultate der  /j«***  Theil. 

Der  Pfeil  für  das  Stahstück  0  bis  e  lässt  sich  ebenso  einfach  finden. 
Es  ist  nämlich : 

^~E.%\2         6/         2€.E.X    \2  6/ 

oder 


daher  i^rie  bekannt 


woraus 


Demzufolge  ist: 


---^=0=2ßx  — 33?*, 


c.= 


27E.Z 


Hieraus  folgt  für  ^  =  ~    oder    a:  =  - 

^'      n^E.Z' 

Beispiel  3.  Es  ruhe  ein  Stab  von  der  Länge  /  auf  zwei  Stützen 
horizontal  auf,  über  welchen  eine  Last  als  gleichförmig  vertheilt  voraus- 
gesetzt wird,  die  per  Längeneinheit  mit  Einschluss  des  eigenen  Gewichts  g 
sei.  Den  Ursprung  des  Coordinatensjpstems  wollen  wir  mit  dem  einen 
Unterstützungspunkte  zusammenfallend,  und  die  positive  Ordinatenaxe  mit 
der  Richtung  der  Schwere  übereinstimmend  annehmen. 

Es  wird  diesfalls :  « 

«=0,  und  h=~  ^Jgdx\x-^x)-^j{l-x)^. 
Der  Druck  auf  jeden  der  beiden  Stützpunkte  beträgt  — . 


Es  wird  also 


b^-^(x*—lx). 


Ferner  ist: 
nnd 

X  X 

iy^xS^^+-l—JexJ^-ls))ds  =  xd9,—  ^^{2l-x). 

Dig^lfedby  Google 


52  Ueber  die  Formverändcrtingen  prismatischer  Stäbe  durch  Biegung. 
Für  x  =  l  ist  Äy==0,  daher  auch 


""*•      2iE.Z • 

und 

'"0=24^ 

Hierna 

ch  ist  allgemein : 

*^-24£3:^^*    ''^'+'"^ 

Die  grösste  Einbiegung  lässt  sich  auf  bekannte  Weise  leicht  ermitteln. 
Wir  finden  nämlich: 

woraus  folgt,  dass : 

/ 

2' 
oder  dass  die  grösste  Senkung  in  der  Mitte  stattfinde. 
Hiernach  ergiebt  sich  dor  Pfeil 

'       384  E.X' 
Auch  kann  man  sich  sehr  leicht  die  Ueberzeugang  verschnffen,  dass 

öy  für  o:  = a  und  a:= — f-a  dasselbe  bleibt,  und  folglich  die  Gestalt 

der  Axe  gegen  eine  durch  die  Mitte  des  Balkens  gezogene  Vertikale 
symmetrisch  ist,  was  übrigens  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  schon 
an  und  für  sich  einleuchtend  ist. 

Beispiel  4.  Ein  geradliniger  horizontaler  Stab  von  der  Länge  /  ist 
an  beiden  Enden  eingemauert  und  in  einer  Entfernung  e  vom  linksseitigen 
Ende  mit  einem  Gewichte  —  P  belastet.  Der  Ursprung  des  Coordinaten- 
systems  stimme  mit  jener  Stelle  Überein ,  von  welcher  aus  die  Entfernung  e 
gemessen  wird ,  die  positive  Abscissenaxe  falle  mit  der  Axenfaser  des 
Stabes  zusammen  und  die  positive  Ordinatenaxä  sei  der  Richtung  der 
Schwere  direct  entgegengesetzt. 

Zum  Behufe  der  Lösung  vorstehender  Aufgabe  denken  wir  uns  am 
rechtsseitigen  Stabende  eine  Kraft,  deren  Componenten  ^,  und  F^  sind, 
und  ein  Kräftepaar,  dessen  Moment  M  heissen  möge,  wirkend. 

Wir  haben  sonach  für  einen  Punkt,  dessen  a:>  e  ist 

*y=-  ^ßxße-x)dx-^^^^^ ße-x)dx 

0  0  '  0 

X  X 

+  ~JdarJ\M+r,{l-x)\dx 
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und 

0  0 

Für  den  Endpunkt  ergiebt  sich  hiernach  : 


and 


woraus 


und 


a,,=0=ilL+lll+p(f_V). 


Der  Zahlwerth  von  oti  ist  offenbar  gleich  NalK 
Darch  Substitution  findet  man: 


6^  "*"  2/*  2    "*"6 


Der  Pfeil  ist  für 

dx~  3/*  i*        "^2' 

daher 

_  (21— e)  +yJ^l—eY-P(Zl—2e) 
^~  (3i-2e) 

uud  da  das  obere  Zeichen  zu  wählen  ist,  wird : 


Zl—2e 


Für  e  =3  -    wird  a:  =  —    und 
2  2 


_— l     P/' 
''*~102'^.SC* 
Beispiel  5.     Ein  kreisförmiger  Ring  vom  Halbmesser  r  werde  um 
seinen  vertikalen  Durchmesser  als  Axe  gedreht. 

Die  positive  Ordinatenaxe  gehe  von  dem  Endpunkte  der  Drehnngs* 
axe  aus,  stimme  mit  deren  Hichtung  überein  und  die  Abscissenaxe  tangire 
den  Ring  an  eben  dieser  Stelle. 

Durch  die  Einwirkung  der  Centrifugalkraft  wird  er  abgeplattet. 
Offenbar  wird  der  King  gegen  die  Vertikale  eine  symnietrische  Gestalt  an- 
nehmen, weshalb  wir  nur  dessen  eine  Hälfte  zu  betrachten  brauchen^^  , 
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Die  in  jedem  Punkte  thätige  Fliehkraft  wird  dargestellt  durch  die 
Gleichung  f(i.ds,v^,Xy  worin  fi  die  Masse  der  Volumeinheit  und  v  die 
Rotationsgeschwindigkeit  bedeutet.  Im  obersten  Punkte  des  Einges  werden 
wir  uns  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  eine  horizontale  Kraft  JTj  und  ein 
Moment  M  wirkend  annehmen. 

Nachdem  den  Ring  keine  vertikalen  Kräfte  beeinflussen,  so  erscheint 
es  überflüssig,  sich  im  letztbezeichneten  Punkte  eine  Kraft  £d  q  angebracht 
zu  denken. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  die  von  a  abhängigen  1 
Glieder  als  so  unbedeutend  an,  dass  sie,  als  das  Resultat  nicht  beeinträch-  I 
tigend,  vernachlässigt  werden  können,  wie  es  beispielsweise  bei  einem 
Metallringe  der  Fall  sein  wird,  und  führen  als  unabhängige  Variable  den  ! 
Winkel  ein,  welchen  der  irgend  einem  Punkte  entsprechende  Radius  im 
Kreise  mit  jenem  Radius  bildet,  der  dem  tiefsten  Punkte  entspricht,  j 
Dieser  Winkel  heisse  allgemein  o. 

Es  wird  hiernach  :  1 

x  =  rsinay     dx^^zr.cosci.da  ■ 

y=r  (1 — cos«),     3y  =  r.st>Jo.9a  | 

und 


E 
ferner 


—  [M — Xi  (2r  -^y)  —  (Afv^ r* I  sin  u  {r  —  r  cosa  —  y)da]; 

a 

%  "=Jjt  »«-=^'-.  A«-  '^^.  ß^+cosa)  da 

0  0  0 

—  ^/"vVW  ll+cosa —  )^« 

.«  /     .     .     s          ..  •  4^3«                .  sinacosa\ 
zzrzMra—  r*A,  {a+stna)  —  jt^/^rrM  —  +  «««  + I 


8q> 
E 


und 


=  —  ^lr\'-acosa+s^na)+r^X^  i — ccco8a+swa+ I 

^,  ./ — 3  .   3,   .         .     a       sinacosa    .   Sin*cc\ 

Für  a=7c  ist  Sq)=0  und  öx=0]  daher: 

agp7t=0  =  i»fr7K  — r»jr,«- JfiA»r5^  T 
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und  ebenso 

Als  die  Centrifagalkraft  eines  Ringquadranten  ergiebt  sich : 
and  fUr  M  findet  man 

*  = i— 

Substitairt  man  die  gefundenen  Zablwerthe,  so  ist: 

—  (ifv'r^     , 
09?  =  — -_,-—.Stna,cosaf 
4EjC 


:=^r  I  sina,dg>,da=:^ 


Äa:=r /5111a. dg). aa=^^^-^m«a, 


dy^rjc 


ö 


folglich  die  nenen  Coordinaten : 

y=r  — rcosa+^^^-^(co*»a  — l). 

Wie  leicbt  ersichtlicb,  ist  die  Verkürzung  der  kleinen  Aze  gleich  der 
Verlängerung  der  grossen  und  zwar  beträgt  die  Abplattung 

fiAV 

Beispiel  6.  Ein  gerader  Stab,  welcher  auf  n  Stützen  frei  aufrubt, 
wird  einer  über  seine  Länge  gleichförmig  vertheilten  Belastung  ausgesetzt 
und  ausserdem  dem  Einflüsse  von  Kräften  unterworfen,  deren  Angriffs- 
punkte zwischen  je  zwei  Stücken  liegen. 

Die  Stabaxe  im  ungebogenen  Zustande  sei  zugleich  Abscissenaxe ,  und 

die  vertikal  nach  abwärts  wirkenden  Kräfte,  während 

^u     **ti      «s  •  •  •  •  *'*-2i      ««-1 
die  zugehörigen  Abscissen  ibrer  Angriffspunkte,  und 

Oo.     öl,     (?•... ..(?«-i 
die  nahezu  vertikalen  Drücke  auf  die  Stützen,  oder  richtiger,  die  aus  den 
Pressungen  gegen  die  Stützpunkte  entspringenden  vertikalen  Componenten 
sind;  ferner  seien 

0,      ft,      ft..../J«-2,      ßtt-l 

die  Entfernungen  der  Stützen  vom  Ursprung,  und  g  die  veränderliche  Be- 
lastung pro  Längeneinheit. 
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Man  hat  sodann  fttr  den  r*'"  Stützpunkt : 

0         0 

....  +  />„_,  («»-I  — *)+/</ (a''-«)a«'J  +  Ö,+,(^,+,-*)  +  Ö,+i(^,+2-*)+-- 

Or       X  ar 

..  ..  +  ö«-l  {ßn^l  —  X^+fdxfPriar-x)  dx  +(ßr-ar)fPriar  —  x)dx 

^^        ?  ß'' 

+fdxjQr{ßr-x)dx  +  {ßr-ßr)fQr{ßr-x)dx 
0  0  0 

OTr— 1  a?  «r— 1 

+fdxrPr^l(ar^l^x)  dx+{ßr--ar^x)fPr^i{ar-^x  —  ^)  dx 

.+jax/ör-i(^r-,-a:)a:r+(iJ,-/J«,)/ö,.i(/J,^l-.;r)aa:  +  .... 
0        0  IT 

....  +  ßr*d^o,E.% 

oder,  wenn  man  die  Integrationen  theilweiße  ausführt,  die  Ausdrücke  zu- 
ßammenzieht  und  vom  Summenzeichen  Gebrauch  macht: 

ßr       X         ßr^\ 

+  k^i'\Ps^\ßr-f)^Qsßs'[ßr--^^^^ 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  für  r  alle  Werthe  von  1  bis  («—  1),  und 
beachtet  hierbei,  dass  nothwendigerweise 

und 


•n-l 


-S,"-»  Pr  ar+  2;,»-^  Qrßr+JgX  ^X=^(^ 

ü 

sein  muss,  so  können  durch  Auflösung  dieser  n  +  l  Gleichungen,  welche  in 

Bezug  auf  die  Unbekannten  Q^  bis  Ön-i  linear  sind,  letztere  auf  allgemeine 

Art  gefunden  werden. 

Ist  jedoch 

P,  =  />,  =  />,=  ... .p^_i^O, 
und 

und  <7  constant,  so  werden  jene  Gleichungen  allgemein  in  folgende  über- 
gehen : 

,A/"jT«'-')»'+^^i''.('-,-)+f^'''-('-i) 
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oder: 

nnd 

(n-l)/Jj,+  ^-'£>,  =0, 


ferner  ebenso : 


Buht  beispielsweise  der  gleichförmig  belastete  Balken  auf  3  Stützen 
auf,  so  ergeben  sich  hierfür  nachstehende  Gleichungen: 

l  Qt+  3  0«  +^  +  2öip,.E.Z  =  0, 

0,  +  2f),  +  2^  =  0, 
l?o+öi+ö.  +  2^=0, 
woraus  folgt,  dass 

3  ^  10 

Oo  =  öt=— gö';    öi  =  — gfl^. 

Wäre  hingegen 

f)f=0   und    />,=/>,  =  ....  =  />„_,=:/> 

so  erhält  man : 

'lQ)V.^).+G)Vl)+--^m"e^)+-- 
■■■•■^(^-j)+-C-^'-0+-+"(^-i)!  • 

Bemerkung.  Die  Spannungen  in  den  einzelnen  Punkten  eines 
Querschnittes  sind  selbstverständlich  verschieden.  Es  wird  jedoch  im 
Allgemeinen  auch  solche  Punkte  geben,  wo  die  Spannungen  gleich  Null 
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werden.     Diese  ergeben  sich  sehr  einfach;   denn   wir  hatten  gefanden, 
dass,  wenn  die  Krümmungsradien  absolut  genommen  werden 


Es  ist  aber  auch 


und 


)«1  \^         QiJ 


|^(-f)=±^ 


daher : 


|^y=±*.«+«. 


Die  besagten  Funkte  befinden  sich  also  in  einer  Entfernung  von  der 
Aze,  die  ausgedrückt  wird  durch 

a 

«=  +  -. 

Hierbei  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  wählen ,  je  nachdem 
der  Neigungswinkel  q>  von  dem  betrachteten  Querschnitte  gegen  das  Ende 
zu-  oder  abnimmt. 

Für  jeden  Querschnitt  wird  es  somit  eine  zu  seiner  Biegungsschweraxe 
parallele  Gerade  geben,  welcher  besagte  Eigenschaft  zukömmt. 

Alle  derartigen  Geraden  im  Stabe  bilden  eine  Cylinderfläche,  welcher 
man  den  Namen  neutrale  Schichte  beilegt.  Wie  ersichtlich,  wird  diese 
nur  in  einzelnen  Fällen  und  zwar  dort,  wo  o==Oist  oder  wo  alle  Kräfte 
senkrecht  auf  die  Richtung  der  Tangente  in  diesem  Punkte  wirken ,  durch 
den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  gehen. 
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I  Veber  eine  das  Hyperboloid  betreffende  Aufgabe.  In  seiner 
Abbandlang  „O/i  a  nerv  geomeiry  of  space^^  {Transactions ^of  ihe  Royal 
Society^  2  Febr.  1865)  löst  Herr  Plücker  die  Aufgabe,  aus  den  Glei- 
chnogen  dieser  Compleze  die  Gleichung  des  Hyperboloids  zu  finden, 
welches  aus  den  ihnen  gemeinsamen  Geraden  gebildet  wird.  Ich  gebe  im 
Folgenden  eine  Lösung  dieser  und  der  umgekehrten  Aufgabe,  welche  in 
symmetrischer  Form  erscheint,  indem  ich  mich  homogener  (Tetraeder-) 
Coordinaten  bediene,  wie  solche  schon  Herr  Lüroth  (Crelle's  Journal, 
Bd.  67)  in  die  Plücker 'sehe  Theorie  der  Raumgeraden  eingeführt  hat. 

Sind  x^x^x^x^  und  y^yty  y^  die  Coordinaten  zweier  Punkte  im  Räume 
(:p,  y)  und  setzt  man 

pifc  =  ar<yt — yiXk^       (Pit^=  —  Pki)^ 
so  kann  man  die  sechs  Grössen  ptig  als   die  homogenen  Coordinaten  der 
Geraden  x,  y  bezeichnen.     Zwischen  denselben  besteht  die  Gleichung: 

0  P  =  Pi2PM+PlzPi2+PliP^' 

Man  erhält  aus  dem  ersten  Gliede  dieser  Gleichung  die  Übrigen,  indem 
man  den  ersten  Index  festhält  und  die  Übrigen  cyclisch  permutirt  (vergl. 
Jacobi,  Crelle's  Journal  Bd.  2,  p.  355).  Wegen  der  Gleichung  l)  re- 
präsentiren  die  Verhältnisse  der  p  nur  vier  von  einander  unabhängige 
Grössen,  die  Bestimmungsstücke  der  Geraden. 

Fasst  man  statt  dieser  die  Gerade  als  Schnitt  zweier  Ebenen  t/,  v  auf, 
deren  Coordinaten  UiU^u^u^  und  VtVfV^v^  sind,  so  [erhält  man  ebenso  als 
Coordinaten  der  Geraden  t/,  v  die  sechs  Grössen : 

gik=^iH  —  ViUk,       {gik——gkih 

zwischen  denen  die  Relation  besteht: 

Q  =  gi2gsi+giz942+gH9n' 

Und  zwar  sind  diese  sechs  Coordinaten  q  den  sechs  Coordinaten  p  einzeln 
proportional,  in  der  Weise,  dass: 

oqtk  cpik 
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wobei  ft,  V  nnbestimmte  Factoren  bedeuten,  nnd  die  Indices  t'  k'  mit  den  In- 
dices  ik  in  der  durch  die  Formeln  ausgedrückten  Beziehung  stehen. 

Entsprechend  den  Definitionen  des  Herrn  Plücker  bilden  nun  alle 
Geraden,  zwischen  deren  Coordinaten  p  eine  Gleichung  n^^^  Ordnung  be- 
steht: 

(jp(p)=0 

einen  Comp  lex  n^^^  Ordnung;  diejenigen,  zwischen  deren  Coordinaten 
zwei  Gleichungen  bestehen: 

bilden  eine  Congruenz.  Endlich  bilden  eine  windschiefe  Fläche  alle 
Geraden ,  zwischen  deren  Coordinaten  drei  Gleichungen 

stattfinden.  Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken ,  dass  die  zwei  Complexen 
gemeinschaftlicher  Geraden  eine  Congruenz,  die  dreien  gemeinschaftlichen 
eine  Fläche  bilden. 

Den  linearen  Complex 

3)  ^ziP\%+ «12  P34 + «42P13 + *^i%P4^ + «23P14 + «14P28  =  ^ 

will  ich  einen  s  p  e  c i  e  1 1  e  n  nennen ,  wenn  zwischen  den  a (oik  =  —  a^^t )  die 
Gleichung  besteht: 

<^12^+«13«42  +  «14«2S=Ö- 

Die  a  sind  dann  Coordinaten  einer  Geraden,  und  die  Gleichung  3)  um- 
fasst  die  Gesammtheit  aller  Geraden,  welche  die  Gerade  a  schneiden.  Zwei 
lineare  Compleze  kann  man  nach  Plücker  immer  auf  zwei  Arten  so  combi- 
niren ;  dass  sie  in  specielle  übergehen ;  so  dass  also  die  durch  zwei  lineare 
Complexe  gegebene  Congruenz  aus  allen  Geraden  besteht,  die  zwei  gege- 
bene Gerade  schneiden. 

Endlich  also  müssen  alle  drei  linearen  Complexen  gleichzeitig  ange- 
hörende Gerade  drei  feste  Gerade  schneiden,  und  also  eine  Schaar  von  Er- 
zeugenden eines  Hyperboloides  sein» 

Hieran  anknüpfend  will  ich  im  Folgenden  die  beiden  Aufgaben  be- 
handeln. 

I.  Wenn  eine  Fläche  2^®**  Ordnung  /'=0  gegeben  ist,  Complexe  zu  fin- 
den, auf  denen  die  erste,  und  solche,  auf  denen  die  zweite  Schaar  ihrer  Er- 
zeugenden liegt. 

II.  Wenn  drei  lineare  Complexe  gegeben  sind ,  die  Gleichung  des  Hy- 
perboloids zu  finden,  dessen  eine  Schaar  von  Erzeugenden  diesen  Com- 
plexen gemeinsam  ist. 

I. 

Die  Gleichung  ^=-2* a,itir,a:jt=0  möge  symbolisch  geschrieben  werden 
ö**=0,     (ajr=öi  Äri+ff2ir,  +  ögirg+a^arj 
wobei  die  Producte  aiou  die  Coefficienten  a,*  vertreten;  ebenso  mögen  die 
Buchstaben  b^  c,  d  etc.  statt  a  gesetzt  werden  können.     Sind  dann  x  und  y 
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irgend  zwei  Punkte  einer  Erzeugenden  I,  deren  Coordinaten  durch  pik  be- 
zeichnet werden  mögen ,  so  ist: 

Sind  X  die  laufenden  Coordinateu;  so  haben  die  Tangenteneben en  der 
Pank'te  xy  die  Gleichungen: 


dyi 


•ayax=0. 


Nun  kann  man  leicht  einsehen,  dass  diese  Tangenteneben  en  sich  in 
der  Erzeugenden  (xy)  schneiden,  mithin  ist: 

und  man  hat  nach  Gleichung  2) 

4)  Ogby{aibjt  —  biGk)  ^^Lix^y^* — VrXi/) 

als  die  Gleichungen  von  linearen  Complexen,  auf  denen  L  liegt. 

Der  Proportionalitätsfactor  ^  ist  hier  nicht  unbestimmt,  man  kann  ihn 
auf  folgende  Weise  finden. 

Ist  M  irgend  eine  Erzeugende  derselben  Schaar,  wie  L,  und  sind  zwei 
ihrer  Punkte  5,  i;,  so  liegt  M  auf  den  Complexen: 

^)  n  h («.•  ^k  —  l>i ak)  =  (iM (&•  fik  —  m Ia). 

Den  Proportionalitätsfactor,  durch  den  sich  höchstens  die  Complexe, 
denen  die  Geraden  L  und  ^angehören,  unterscheiden  können,  habe  ich  in 
der  zweiten  Eelatioufijif  genannt  und  will  ihn  in  der  ersten  mit  (ii  bezeichnen. 

Um  diese  Grössen  in  Beziehung  zu  einander  zu  setzen ,  bilde  ich  die 
Identität: 


bybi 


byb^ 


ö«a3     a^a^ 


byb^ 


C^Cj       C^C3 


rf^rfj 


drjd^ 


by    6^ 

drjd^ 


«11  «It  «18  «14 
««I   «t2  «tS  «24 


«81 


*3t  «88  «84 


^1  ^2  ^8  ^4 

yi  i/%  ys  Vi 

bl    I2  '  ^8    W 

Vi  V2  V9  Vi, 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  geht  aber,  wenn  man  die  Determi- 
nante als  Summe  von  Producten  von  ünterdeterminanten  darstellt,  die  aus 
den  ersten  beiden  und  den  letzten  beiden  Horizon talreihen  gebildet  wer- 
den, und  wenn  nlan  alsdann  die  Werthe  der  ersten  aus  4,  die  der  letzten 
aus  5  entnimmt,  in  folgenden  Ausdruck  über: 

Indem  man  also  in  der  obigen  Gleichung  die  Determinante  der  x^y.^^t^ 
forthebt,  bleibt 

*obei  J  die  Determinante  der  Fläche  ist  und  den  Werth  hat: 


z/= 


^11  «12  ^18  «14 
«21  «22  «23  «24 
«31  «82  «öS  «84 
«41  «42  «43  «44 
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Schreibt  man  die  Gleichung  6)  in  der  Form  fiM  =  — >  so  sieht  man,  dass 

für  jede  Gerade  derselben  Schaar  fijif  denselben  Werth  hat  and  dass  also 
auch  f&z  =  fAir  sein  muss,  so  dass  

Die  Erzeugenden  des  Hyperboloides  ^=0  liegen  also  auf  den  Com- 
plexen : 

7)  a,b   {oibk  —  biak)=^yj  {Xi^yk — y.'«*') 


■♦I 


dxi      dyk        dxk     dyi  ( 


und  zwar  entsprechen  den  Zeichen  der  Quadratwurzel  die  beiden  Schaaren 
der  Erzeugenden.  Je  drei  der  sechs  in  dieser  Formel  enthaltenen  Glei- 
chungen bilden  eine  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

An  die  Form  der  Gleichung  7)  kann  man  folgende  Bemerkung  knüpfen. 

Gehört  die  Gerade  L  ausser  der  Oberfläche  /*=0  noch  einer  zweiten 
Oberfläche  qf=i(^  an,  so  liegt,  sie  auf  allen  Flächen  der  Schaar: 

und  für  zwei  Punkte  x^  y  derselben  besteht  nach  7) ,  und  zwar  unabhängig 
von  X ,  die  Gleichung : 

Da  hier  die  linke  Seite  für  l  rational  ist,  muss  es  auch  die  rechte  sein. 
In  diesem  Falle  aber,  wo  /*,  tp  eine  Gerade  gemein  haben,  zerfällt  die  Schnitt- 
curve  von  f  und  (p  in  diese  und  in  eine  Kaumcurve  dritter  Ordnung. 

Man  hat  also  den  bekannten  Satz  vor  sich,  dass  in  diesem  Falle  die 
Determinante  ^  in  das  vollständige  Quadrat  eines.Ausdruckes  zweiten  Gra- 
des in  X  übergehen  muss ,  und  zugleich  giebt  die  obige  Gleichung  für  die 
Wurzel  dieses  Quadrats  einen  rationalenAusdruck.  , 

n. 

Es  seien  nun  die  drei  linearen  Complexe 
8)  A:=:z£an  ga  =  0,     B^übu  qa  =0,     C^Scik qa  =  0 

gegeben.  Man  sucht  die  Gleichung  der  Fläche  zw^eiter  Ordnung,  welche 
die  ihnen  gemeinschaftlichen  Geraden  enthält« 

Sind  nun  x  und  y  irgend  zwei  Punkte  einer  dieser  Geraden  £,  dann 
wird  nach  2) : 

qik  =  f*  \jci'yk'  —  yi'^tOi 

A  =  Züik  (pcvyk*  —  yi'Xk-)  =  0,     Ä  =  Zbifc  {Xi-yk*  —  y.'art.)  =  0, 
wo  die  Indices  %k'  die  nämliche  Bedeutung  haben,  wie  in^ormeL2). 
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Diese  beiden  Gleichungen  gelten ,  wenn  man  den  Punkt  x  irgendwie 
aaf  Z  fizirt  hat,  noch  für  jeden  veränderlichen  Punkt  y  der  Geraden  Z;  sie 
erscheinen,  falls  wir  die  y  als  laufende  Coordinate  ansehen,  als  die  Glei- 
chungen zweier  Ebenen,  die  sich  in  L  schneiden  und  die  Coordinaten 
haben : 

dA_      dj^      d_A_      dA^ 

dyC    dyt'    dy;    ä^; 

dB^     dB^     dB^      dB^ 

dyx      dy^     dy^     dy^ 
Hieraus  folgt,  dass : 

_d_A  ^JB^_dB  dA 

*^       dyidyk      dytdyu 
and  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  C=0  eintragen: 

idAdB    dBdk] 

Dies  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche. 

Die  beiden  Theile  des  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehenden 
Ausdruckes,  nämlich: 

dAdB        j        ^       dAdB 
oyi  dyk  dy^dyi 

stimmen  mit  einander  tiberein,  da  sie  durch  Vertauschung  der  Indices  in 
einander  tibergehen ,  man  kann  also  statt  der  Summe  beider  Glieder  eines 
derselben  setzen,  und  daher  der  Gleichung  die  kürzere  Form  geben : 

^      ^AdB      ^ 
oyi  dyk 

Diese  Gleichung  ist  nur  scheinbar  unsymmetrisch ;  denn  man  kann  leicht 
nachweisen^  dass  sie  durch  andere  Anordnung  der  Glieder  auf  der  linken 
Seite  die  Form  annehmen  kann : 

^       ^BdC       ^       ^^     dC dA      ^ 
dyi  dyt  Cyt  dy^ 

welche  sich  von  der  ersten  Form  nur  durch  Vertauschung  der  Buchstaben 
a,  6,  c  unterscheiden. 

Gi essen.  Prof.  Dr.  Gordah. 


IL    Zar  Anwendnng   der  Kettenbrftche.     Von  Johann  Lieblein, 
a>  0.  Professor  am  Polytechnikum  zu  Prag.     In  einem  früheren  Aufsatze 
(„Geometrische  Deutung  der  Kettenbrtiche'S  XII.  Jahrg.  8.  Heft  dieser* 
Zeitschrift)  habe  ich  den  Kettenbruch 
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ip^  g^t)  :  (p,  g,)      {Pz9i)'  {Pt9i)  +  (Ps9i)  '  {Pz9i) 

lPA9i)'iPs9^+'' 


+  {Pm-t  y«-l)  :  (  Pm^2  ^1—3) 
(p— 17— 3):(p«-J9«-8) 
aafgesiellt  und  aus  demselben  eine  Reihe  geometrischer  Sätze  abgeleitet 
Dieser  Kettenbrach  gestattet  eine  bemerkenswerthe   Verallgemeinerung. 
Wenn  man  nämlich  statt  der  p  nnd  q  neue  Grössen  x  eioföhrt  darch  die 
Sabstitntion 

"^ — Z Z — '       ^»"""Z Z — * 

*rH-l,  8        *l,  8  ^f+l,  3        ^l,  3 

nnd  sodann  snccessive 

^r+t.  4  3?!,  4 
//  /» 

_«  r+3,  p  X  x^g 

*  »-4.2,  g —  -r,  -7;^  , 

X  r^^  5  a-  j,  5 


(m-4)  _^     r-H»-2,  A  _  "^^l,  A 

setzt,  so  findet  man  nach  leichter  Rechnung  einen  Kettenbrach,  in  welchem 
sämmtliche  Glieder  Qaotienten  von  Determinanten  m^«"  Grades  sind. 
Diese  Determinanten  sind  in  der  Form 

(m-3)  ^(m-S)  ^(»»-8)  Jm^Z)    ^(««-S) 


^±'>';:r*r«  ••••«'--.r-jcz'i 


X, 


*t  < 


enthalten,  die  ohne  Abbrach  der  Deatlichkeit  knrz  darch  (1  2  3....m— 2rs) 
bezeichnet  werden  kann,  da  in  der  Folge  die  Reihe  der  zweiten  Stellen- 
zeiger ungestört  bleibt.     Wenn  man  überdies  nur  die  ersten  n — m  Glieder 
des  Kettenbruches  beibehält,  so  lautet  die  neue  Relation: 
(1 . . .  171-2  n  m)  :  (1 . . .  fn-2  m-1  m)  __  (1..  ..m-2mw+l) 


1) 


(1 . . .iii-2m-l«) : (1. . .in-2m-l in)      (I...  yn-2mm-l) 


(l...ifi-2m+lm-l)      (l...m-2m+lw4-2) 
(l....m-2in  wi-1)  (l...iw-'2m+Iw) 


(l...»j-2ffi+2m) 
(l...m-2m+l  m) 


(l...m-2  w-1  n) 
"^(TT.  m-2yMw-2) 
(l...yw-2  yiw-2) 
(l..,m-2«-l  «-2) 

Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheilangen.  65 


in  weleher  die  Stellenzeiger  auf  irgend  eine  Art  anter  einander  vertausclit 
werden  können. 

Die  Elemente  der  Determinanten  bilden  ein  System  von  n  Reiben  zu 
jem  Gliedern  (/t^m),  ans  welcbem  sich  demnacb  im  Ganzen  (n)^  von 
eioander  verschiedene  Determinanten  m**°  Grades  bilden  lassen,  wenn  man 
hierzu  je  m  Reihen  so  oft  als  möglich  benutzt.  Durch  die  obige  Relation 
ist  eine  nicht  uninteressante  Eigenschaft  dieser  Determinanten  bewiesen ; 
diese  n&mlich,  dass  sich  aus  je  2(ii  —  tn)  +  i  von  einander  unabhängigen 
Determinanten,  deren  Elementensysteme  in  m  —  2  Reihen  abereinstimmen, 
ein  Ketteubruch  bilden  lasse,  derart,  dass  seine  Näherungsbrüche  Quotien- 
ten von  Determinanten  derselben  Art  sind.  Auch  ersieht  man,  dass  durch 
2{n  —  m)  +  l  von  einander  unabhängige  Determinanten  der  eben  an- 
gegebenen Art  alle  übrigen  bestimmt  sind.  Denn  ans  1)  erhält  man, 
snccessive  ii=w-f  2,  fn+3....n  setzend,  zunächst  2(n — m) — 3  weitere, 
und  sodann  die  noch  übrigen  durch  eine  zweckmässige  Vertauschung  der 
Stellenzeiger.  Für  die  wirkliche  Berechnung  empfiehlt  sich  die  indirecte 
Bestimmung  der  Zähler  und  Nenner  der  Partialbrüche.  Schreibt  man  die 
Gleichung : 

(l....m  —  2m+rm) (l.,.m-2m+r  wi+r-2)         (1...W-1  m  +  r-1  m) 

(1.  ..m  —  2m  —  Im)       (l...  m-2  m+r-1  m+r-2)/    (1..  .fn-2  m-1  m) 

,      (l...m-2  w+r-1  m+r)       (l...m-2  m  +  r-2m) 
(l...m-2m+r-l  m  +  r-2)  *       (l...m-2  m-lm)     ' 

welche  den   Zusammenhang  von   drei  aufeinanderfolgenden  Zählern  aus- 
drückt, in  der  Form 

(l....m  —  2mm-f-r  — l)(l....m  —  2m +  r  —  2m  +  r) 
2)  =(l..,.m  —  2mm +  r — 2)  (1  ....m  — 2  m-f  r—  1  m -fr) 

+  (l....m  —  2m  +  r — 2  m  +  r  —  1)  (l....m — 2mm -fr), 
so  erhält  man  eine  Beziehung  zwischen  sechs  Determinanten  m^*"  Grades, 
welche  ans  m  +  2  Elementenreihen  des  obigen  Systems  gebildet  werden 
können,  wenn  m  —  2  dieser  Reihen  allen  Determinanten  gemeinschaftlich 
sein  sollen,  und  die  Gleichung  2)  lehrt,  aus  fünf  solchen  Determinanten 
die  sechste  zu  finden.  Dasselbe  Ergebniss  würde  die  Berechnung  des  Nenners 
irgend  eines  Partialbruches  liefern,  und  man  ist  daher  berechtigt,  folgen- 
den Satz  auszusprechen : 

„Wenn  man  aus  einem  Systeme  von  n  Elementenreihen  mit  je 
m  Gliedern  (w>m)  alle  möglichen  Determinanten  m*®"  Grades 
bildet,  deren  Systeme  dieselben  m — 2  Reihen  gemeinschaftlich 
haben,  so  lassen  sich  aus  den  Werthen  von  2{n  —  m)+l  von 
einander  unabhängigen  Determinanten  die  Wertho  aller  übrigen 
durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  2)  finden.** 
Dieser  Satz  lässt  sich  verallgemeinern.  Man  denke  sich  nämlich  aus 
den    obigen   Elemeutarreihen    sämmtliche    Determinanten    gebildet    und 
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nehme  von  diesen  vorläufig  alle  jene  als  bekannt  an,  deren  Systeme 
k+l  bestimmte,  übrigens  willkürlich  ausgewählte  Reihen  gemeinschaftlich 
haben. 

Diese  Determinanten  sind  demnach  in  der  Form 

enthalten,  und  es  giebt  n  —  (m — 1)  solche  unter  ihnen,  in  welchen  xy,.,.uv 
bestimmte  Werthe  bc..,./'g  besitzen,  die  immer  so  gewählt  werden  können, 
dass  sämmtliche  n  —  (m — l)  Determinanten  von  einander  unabhängig  sind. 
Nimmt  man  also  n  —  m  von  einander  unabhängige  Determinanten  neu  an, 
deren  Systeme  die  a,  .at....aA.6.c....^^®  Keihe  enthalten,  so  hat  man 
2(#i— m)H-l  Determinanten,  welche  in  m  —  2  Reihen  übereinstimmen  und 
aus  welchen  alle  in  der  Form 

[a^a^...,akbc,...fgvrv) 
enthaltenen  berechnet  werden  können.     Nun  sind  aber  auch  alle  Determi- 
nanten von  der  allgemeinen  Form 

(<i,a,....ajta:y....t)w) 
bestimmt;   denn  zu  ihrer  Kenntniss  gelangt  man  durch  wiederholte  An- 
wendung der  Gleichung  2)  auf  bereits  bekannte  Determinanten.     So  z.  B. 
würde  man  aus 

0|<ij....flfcdc..../'MaÄ+l^),     (fl|flj....«A&c..../'i/at4.i»), 


{axa^.,,,aitb€,.,,fugw) 
{aiai,,.,aftbc,,,,fuvw) 

{a^a^,,.,aibc,,,,eiuak^\iv)^     (a^a^....akbc..,,eiufv) 


und 

zunächst 
und  aus 

und 

ferner 

(«iÄj....afc  bc,»,,eiuvw)^ 
d.  h.  eine  beliebige  von  jenen  Determinanten  finden,  in  deren  Systemen  an 
die  Stelle  zweier  bestimmter  zwei  beliebige  Reihen  getreten  sind  u,  s.  f. 
Also  sind  die  Werthe  aller  in  der  Form 

(a,  flf,....rtjtay vw) 

enthaltenen  Determinanten  durch  die  Werthe  von 

(fli<7,....ojtGA^iy....e;/t;)  und  «  —  m 
schicklich  gewählten  neuen  Determinanten  und  folglich   auch   durch  die 
Determinanten 

{a^af.,..a^^2vrv)    und    (m — Ar--2)(«  —  m) 
zweckmässig  gewählte  andere  vollständig  bestimmt.     Da  nun  zur  Bestiro- 
mang  der  Determinanten 
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wie  oben  gezeigt  wurde,  2{n—m)+l  von  einander  unabhängige  hinreichen, 
60  hat  man  den  allgemeinen  Satz : 

y,Wenn  man  aus  einem  Systeme  von  n  Elementenreihen  zu  je 
m  Gliedern   (n  ^  m)  'alle  Determinanten  m}^^  Grades  ableitet, 
deren  Systeme  dieselben  k  Beihen  besitzen ,  so  sind  durch  die 
Werthe  von  (m — k)  (n — »r)+  1  von  einander  unabhängigen  De- 
terminanten die  Werthe  aller  übrigen  vollständig  bestimmt/' 
Ist  ^=0,  d.  h.  hat  man  sämmtliche  Determinanten  ohne  ^Einschrän- 
koDg  gebildet,  so  sind  demnach  m(n — fn)  +  l  Determinanten  zur  Bestim- 
mung der  übrigen  erforderlich. 

Dieses  letztere  Resultat  hat  schon  Stern  gefunden  und  vor  Kurzem 
in  der  Abhandlung  „Ueber  die  Bestimmung  der  Constanten  in  der  Va- 
riationsrechnung*' bekannt  gemacht. 

Der  vorstehende  Satz  ist  nicht  der  leinzige,  welchen  die  Kelation  1) 
liefert;  man  kann  vielmehr  noch  mehrere  geometrische  Sätze  aus  derselben 
ableiten,  wenn  man  m  den  besonderen  Werth  3  annehmen  lässt.  Für 
diesen  Werth  nämlich  und  wenn  man  überdiess  n  —  1  an  die  Stelle  von  n 
treten  lässt,  übergeht  1)  in 

(In— 13)i(l  28)^(1  34):(1  32) 

^   (l  2n  — 1)  :(l  23)~  C142):(1  3  2)  +  (l  4  5):(143) 

(15  3):  (143)  + 


Cin^ln  —  l)  :(lw  — 2«— 3) 
(1  n  — In— 3):(1»  — 2«— 3) 
nnd  die  hier  vorkommenden  Determinanten  bedeuten  bekanntlich^doppelte 
Rauminhalte  von  dreiseitigen  Pyramiden,  wenn  man  die  Elemente  recht- 
winklige Coordinaten  von  Punkten  des  Raumes  darstellen  lässt.  Ist  also 
0  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  und  bezeichnet  Mr  den  Punkt 

80  lässt  sich  3)  auch  schreiben : 


4) 


0  Mj  Mn^  I  itfn-S  •  0  Mi  ^11-2  ^n-3* 

Die  der  Relation  2)  entsprechende  Gleichung  lautet  jetzt: 

5)  0M^M^Mr^2.0M,Mr^xMr^^0M,M^Mr:^\.0M,Mr^2Mr^z 

+  0M^Mr+lMr^2.0M,M^Mr^ 

und  liefert  einen  bekannten  geometrischen  Satz,  welcher  bereits  von^  ö  b  i  u  ^ 

6^ 
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^»    Google 


68  Kleinere  Mittheilungen. 


gefunden  wurde  (siehe  dessen  baryc.Calcul  pag.  225).  Der  rechte  Theil  der 
Gleichung  4)  enthält  2n  -  7  von  einander  unabhängige  Rauminhalte  von 
jenen  dreiseitigen  Pyramiden,  welche  durch  ein  System  von  n  Funkten  des 
Raumes  bestimmt  sind.  Diese  Volumina  als  gegeben  angenommen  findet 
man,  n  nach  und  nach  =6,  7....  —  n  setzend,  zunächst  2n  — 11  weitere, 
nnd  sodann  durch  zweckmässige  Vertanschung  der  Stellenzeiger  2,3...n— 1 
die  Inhalte  aller  noch  übrigen  Pyramiden,  welche  mit  den  bereits  vor- 
handenen^ die  Kante  OM^  gemeinschaftlich  haben.  Vertauscht  man  da- 
gegen die  Stellenzeiger  1  und  2  mit  einander,  so  erhält  man  ans  4}  eine 
Relation  zur  Berechnung  der  Inhalte  jener  Pyramiden,  welche  die  Kante 
OMf  gemeinschaftlich  haben  aus  2n  —  7  gegebenen  dieser  Art.  Man  be- 
merke nun,  dass  ans  den  bereits  bekannten  Werthen  der  Inhalt  einer  jeden 
noch  unbekannten,  die  Spitze  0  enthaltenden  Pyramide  mit  Hilfe  der 
Gleichung  5)  berechnet  werden  kann.  So  würde  man  2.  B.  OMrMsMt  aus 
OMrM^M^,  OMrM^M^,  OMrM^Mt,  0 MrMiM,  nnd  OMrM^M,  ünden. 
Erwägt  man  ferner,  dass  unter  den  Pyramiden  mit  der  Kante  OMi  sich 
bereits  n  —  3  vorfinden,  welche  die  Kante  OAfi  gemeinschaftlich  haben  und 
ihrem  Inhalte  nach  von  einander  unabhängig  sind ,  und  dass  das  Volumen 
einer  jeden  den  Scheitel  0  nicht  besitzenden  Pyramide  durch  die  Inhalte 
von  Pyramiden  mit  diesem  Scheitel  ausgedrückt  werden  kann,  so  hat  man 
den  Satz: 

„Wenn  von  den  dreiseitigen  Pyramiden,  welche  durch  ein  System 
von  n  Punkten  des  Raumes  bestimmt  sind,  irgend  Zn  — 11 
(ä2»  —  1  +  n  —  4)  von  einander  unabhängige  ihrem  Inhalte 
nach  gegeben  sind,  so  kann  man  daraus  die  Inhalte  aller  übrigen 
berechnen." 

Durch  eine  ebenso  einfache  Betrachtung  könnte  man  sich  überzeugen, 
dass  3n  — 12  von  einander  unabhängige  Verhältnisse  zwi- 
schen den  Inhalten  dieser  Pyramiden  ausreichen  zur  Be- 
rechnung aller  übrigen  Verhältnisse  dieser  Art. 

Je  zwei  der  Pyramiden ,  deren  Verhältnisse  in  der  Gleichung  4)  auf- 
treten, besitzen  eine  gemeinschaftliche  Basis;  daher  ist  das  Verhältniss 
ihrer  Inhalte  jenem  Verhältnisse  gleich,  nach  welchem  die  gemeinschaft- 
liche Basis  die  Gerade  theilt,  welche  die  Scheitel  der  beiden  Pyramiden 
verbindet. 

Bezeichnet  also  2>  den  Durchschnittspunkt    der  gemeinschaftlichen 


Basis  mit  der  Verbindungslinie  der  Schenkel,  und  (  7,^^  |      das    Verhält 

KDMtJlr 

niss,  welches  den  Qc 
folgende  Gestalt  an : 


niss,  welches  den  Quotienten  ■      '  -f  ./  ersetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  4) 

0  m^  Jui  Mr 
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(M^\        /DMA 
\M^Djn^\DMju 


\M^D)i^ 


(Mn^2D\  .    (DMn^\ 

und  an  die  Stelle  von  5)  tritt 

(Mr^D\    _(Mr^D\  (Afr+,I>\         fMr^zD\  /^+I_^\ 

Man  denke  sich  durch  je  drei  Eckpunkte  eines  vollständigen  n- Eckes 
im  Räume  Ebenen  gelegt.  Von  den  Verhältnissen ,  in  denen  die  Seiten 
durch  diese  Ebenen  getheilt  werden,  kommen  im  rechten  Theile  der  Glei- 
cbuDg  6)  2n  —  8  von  einander  unabhängige  vor,  für  welche  die  getheilten 
Seiten  weder  den  Punkt  0,  noch  den  Punkt  M^^  die  theilenden  Ebenen  da- 
gegen  eben  diese  beiden  Punkte  enthalten,  und  man  überzeugt  sich  leicht, 
dass  aus  diesen  2n — 8  Verhältnissen  alle  übrigen  derselben  Art  gefunden 
werden  können.  Auf  gleiche  Weise  sind  also  durch  2n — 8  von  einander 
unabhängige  Verhältnisse ,  für  welche  dief  getheilten  Seiten  weder  0  noch 
^(,  dieTheilungsebenen  dagegen  OMk  enthalten,  alle  übrigen  Verhältnisse 
dieser  Art  bestimmt.  Aber  die  in  den  Formen 
(Mr£\  ,  (MrD\ 

enthaltenen  Verhältnisse  sind  ausreichend  zur  Berechnung  der  noch  übrigen 

unbekannten.     So  würde  man  aus 

(MrD\  /MrD\         fM^J\  (MkV\ 

\MiD)i\'     \M'uD)tk'     KMiDJn  \MiD)n 

mit  Hilfe  der  Gleichung  7)  das  Verhältniss  \  jj  f.)  ^  ^^^  «'is  der  Glei- 
chung 

(MrD\       /MkD\       (M,D\ 

KDmJxu   \DMs)tu  \DMrJtu'^     ^' 

welche  eine  bekannte  Eigenschaft  des  ebenen  Dreiecks  ausdrückt  und  aus 
6)  gefolgert  werden  kann,  ferner  (-*—)  finden.  Die  Berechnung  der 
voch  übrigen  Verhältnisse  geschieht  nun  auf  die  bekannte  Weise,  und  es 
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mag  deshalb  nur  bemerkt  werden ,  dass  man  die  betreffenden  GleicbangeQ 
aas  der  Relation 
M^M,MiMu  +  MsMtMuO  +  MtM^OMr  +  MaOMrM,+OMrMsMt=(S 
abzuleiten  hat.     Erwägt  man  nun,  dass  unter  dem  in  der  Form 


enthaltenen  Verhältnisa  bereits  n — 4  von  einander  unabhängige  vorkom- 
men, welche  gleichzeitig  der  Form 


(MrD\ 


angehören,  so  ist  man  berechtigt,  folgenden  Satz  auszusprechen: 

„Wenn  bei  einem  Systeme  von  n  Punkten  im  Räume  je  drei 
Funkte  durch  Ebenen  verbunden  werden  und  es  sind  von  den 
Verhältnissen,  in  welchen  die  Durchschnittslinien  je  zweier  Ebenen 
von  den  jeweilig  übrigen  Ebenen  geschnitten  werden,  irgend 
3« — 12  (=2n — 8+n — 4)  von  einander  unabhängige  gegeben, 
so  kann  daraus  jedes  Verhältniss  dieser  Art  gefunden  werden/* 
Die  Gleichung  4)  lässt  sich  noch  auf  eine  andere  Weise  umgestalten, 

die  wieder  zu  einem  Satze  führt.     Man   bringe  nämlich  den  Kettenbruch 

auf  die  Form 


+  «s 


1+. 


die  Grössen  a  sind  sodann,  mit  Ausnahme  von  a.=s-—/-~^~^    Doppelver- 
hältnisse  und  durch  die  Gleichung 

bestimmt.     Verbindet  man  nun  a^  mit  dem  linken  Theile  der  Gleichung, 
wodurch  dieselbe  in 

1 


übergeht,  und  bezeichnet  man  ein  Doppelverhältniss,  in  welchem  die  Strecke 
Mr  Afs  durch  die  Ebenen  MiMk  Mi  und  MiMkMm  getheilt  wird,  kurz  durch 
{rslrn)ik\  so  erhält  man  aus  4)  die  neue  Relation 
7)  (2  3n  -^  1  4)ai  =  I  -(4  3  5  2)o, 

1  — (5463)o, 

1  —  (6574)oi 
l  — . 


1  —  (n  —  2  n  ^3  n  —  1 « — 4)oi 
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Darcb  dieselbe  ist  die  Aufgabe  gelöst,  aus  n  —  5  von  einander  unabbängigen 
Doppelverhältnissen  alle  übrigen  zu  finden ,  in  welchen  die  durch  irgend 
eine  Gerade  (hier  OM^)  des  Systems  der  n  Punkte  hindurchgehenden 
£benen  die  nicht  in  ihnen  liegenden  Geraden  theilen. 

Man  nehme  nun  Zn — 15  von  einander  unabhängige  Doppelverhält- 
Disse  als  gegeben  an,  von  welchen  in  jeder  der  drei  Formen  {rsiu)ak^ 
(r5/ti)«i,  (rsiu)^n  ^  —  ^  enthalten  sind;  so  sind  hierdurch  nicht  nur, 
alle  übrigen  Doppelverhältnisse  dieser  Art,  sondern  überhaupt  alle  Doppel- 
verhältnisse  bestimmt,  nach  welchen  irgend  eine  Gerade  von  irgend  wel- 
chen Ebenen  des  Systems  geschnitten  wird.  Denn  aus  (^rslrv^ak  und 
(rskfv)^i  findet  man  durch  Elimination  des  dritten  gemeinschaftlichen 
Elementes  (rsfVakWai)=(r^^Oa^  ^^^  leitet  hieraus  durch  zweckmässig 
gewählter  und  s  n  —  5  von  einander  unabhängige  Doppel  Verhältnisse  ab 
zar  Berechnung  aller  übrigen  in  der  Form  (r^^u)«,»  enthaltenen.  Auf 
gleiche  Weise  gelangt  man  von  den  Formen  (rsmu)^^  und  (rsa^gn^)bm  zu 
den  Doppel  Verhältnissen  {rstv)tu^  und  sodann  von  (rsav')^^  und  (r$bv)au 
zQ  (rsliv^avy  d.  h.  zu  jedem  Doppelverhältniss ,  für  welches  die  schneiden- 
den Ebenen  durch  eine  beliebige  Gerade  {MuMi)  des  Systems  hindurch- 
gehen. Da  nun  alle  noch  übrigen  Doppelverbältnisse  aus  bereits  vor 
handenen  dnrch  Elimination  gemeinschaftlicher  Elemente  abgeleitet  werden 
können,  so  ist  die  obige  Behauptung  gerechtfertigt,  und  hiermit  der 
folgende  Satz  bewiesen: 

„Wenn  bei  einem  Systeme  von  Ebenen ,  welches  entsteht ,  indem 
man  je  drei  von  n  Punkten  des  Raumes  dnrch  Ebenen  verbindet, 
von  den  Doppelverhältnissen,  welche  in  den  Durchschnitten  je 
zweier  Ebenen  durch  die  Schnitte  mit  den  jeweilig  übrigen 
Ebenen  entstehen,  irgend  Zn — 15  von  einander  unabhängige  ge- 
geben sind,  so  lassen  sich  hieraus  alle  übrigen  finden." 
Die  vorstehenden  geometrischen  Sätze  hat  bereits  Mob  ins  gefunden 
(Der  barycentrische  Galcul  pag.  211,  222  und  260). 

Schliesslich  erlaube  ich  mir  noch,  die  beiden  Identitäten 


8) 


«) 


(l....in — 2»i  +  l  n) 
(l....m  —  2ot— lw)(l....m  — 2j7r— lw+l)~ 

(l....yyi  — 2m-f  1  m  +  i) 

(1....IW  — 2»i—  1  »»  +  l)(l m  —  2  m  —  1  m  +  2) 

,    (l....m  — 2w  +  2m-f3)  

(l m  — 2  m  —  lm-f-2)(l m  — 2m  —  1  m  +  3)  . 

,    (l....m  — 2«  —  1  ;i) 

(1 m— 2m— Ift  —  l)(l....m  —  2m  —  In)         ^  , 

Digitized  by  VjOOQIC 


72  Kleinere  Mktheilangen.  >y 

anzuführen,  von  welchen  die  erstere  ein  specieller  Fall  der  letzteren  ist,    r 
Man  erhält  dieselben  durch  Verwandlung  der  Kettenbrüche  3)  und  1)  io  \, 
Reihen  nach  einfacher  Heduction.     Setzt  man  die  Punkte  Jlf,,  ilft . . » . ü/n-i  K\ 
als  in  derselben  Ebene  liegend  voraus,  so  erhalten  s&mmtliche  Glieder  ia    \; 
8)  einen  gemeinschaftlichen  Factor  —  die  Höhe  der  Pyramiden —^,   und^ 
man  gelangt  durch  dessen  Entfernung  %u  der  in  meinem  früheren  Aufsätze 
angeführten  FUchenrelation  von  OscarWerner.  f 

**^ 

m.    Heues  Flintglas.      In    der  Sitzung  vom   0.  Juni  d.  J.    legte  *y-- 
Prof.  ScHRÖTTER  der  Wiener  Akademie  Proben  eines  neuen  von  Herrn  ^ 
Prof.  Lamy  ip  Paris  dargestellten  Flintglases  vor,  das  in  vieler  Hinsicht/ 
die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  und  Chemiker  verdient  und  die  er  der — 
Güte  des  Letzteren  verdankt.     Dieses  neue  Flintglas  ist  so   zusammen-  - 
gesetzt,  wie  das  gewöhnliche,  nur  enthält  es  statt  Kalium  die  äquivalente^ 
Menge  Thallium,  und  bildet  so  einen  neuen  Beleg  für  die  Hichtigkeit  der  '^T^ 
zuerst  von  Lamy   ausgesprochenen  Ansicht,  dass   das  Thallium   seinem  ^^ 
chemischen  Charakter  nach  den  Alkalimetallen  an  die  Seite  zu  stellen  ist.  .--> 

Das  Tballiumflintglas  ist  härter  und  schwerer,  als  das  gewöhnliche.    . 
Seine  Dichte  beträgt  4' 18  und  diese  kann  bis  zu  5*6  steigen,  wenn   die   . 
Menge   des  Thalliums  vermehrt  wird;   in   dem  Maasse,   als   diese   steigt,  '^3 
nimmt  das  specifische  Gewicht  und  das  Brechungsvermögen  zu,  die  Härte    ' 
hingegen,  sowie  auch  die  Unveränderlichkeit  an  der  Luft  ab. 

Nach  Lamy  beträgt  das  Brechungsvermögen  des  Thalliumflintglases  V 
von  der  Dichte  4 '18 

für  die  rothen  Strahlen  (B)  1061,  ^ 

„      „    gelben        „        (D)  r673, 

„      „    violetten     „        (H)  I'TIO.  ^ 

Die  Dispersion  Nft  —  N^  beträgt  also  0040,  während  diese  bei  einem 
stark  brechenden   Flintglas  von  Fraunhofer  nur  =  0*037  ist.     Dieses     ^ 
bedeutende  Farbenzerstreuungsvermögen  Hess  sich  auch  an  dem  von  Lamy 
in  Paris  ausgestellten  Prisma  und  den  nach  Art  der  Schmucksteine  facet- 
tirten  Stücken  durch  das  lebhafte  Farbenspiel  sogleich  erkennen. 

Die  vorgelegten  Proben  zeigen  eine  schwach  gelbe,  etwas  ins  Grün- 
liche spielende  Farbe,  welche  Lamy  dem  Umstände  zuschreibt,  dass  er 
sich  des  kohlensauren  Thaliiumoxyds  zur  Bereitung  bediente,  bei  dessen 
Zerlegung  sich  etwas  Peroxyd  bildet,  welches  die  schwache  Färbung  be- 
dingt. In  der  That  erhielt  er  bei  Anwendung  des  schwefelsauren  Salzes 
statt  des  kohlensauren  ein  farbloses  Glas. 

Der  Vortragende  legt  auch  noch  unter  Wasser  aufbewahrtes  Thallium 
von  schönem  Metallglanz  und  krystallinischer  Textur,  sowie  ein  etwa  einen 
Centimeter  hohes  vollkommen  ausgebildetes  Octae'der  des  von  Lamy 
zuerst  dargestellten  Thallinmalauns  vor,  in  welchem  ebenfalls  das  Kalium 
durch  Thallium  vertreten  ist*  (Wiener  Akud.) 


Beriehtigimg:  S.  22  Z.  1  v.o.  ist  zu  lesen:  „dagegen"  nnstatt  „daher". 


Digitized  by 


Qoo^z 


^ 


13.    ■ 


^'■'.■■■^'  ■ 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


m. 

Studien    über   rationelle   Vermessungen   im    Gebiete   der 
hohem  Qeodäsie. 

Von 
Friedrich  Robert  Helmert, 

Geodät  zu  Dresden. 


Einleitung. 

Gegenwärtig  giebt  es  wohl  kaum  einen  modernen  Cultnrstaat,  in 
welchem  nicht  geodätische  Triangulationen  zum  Zwecke  einer  genauen 
Landesvermessung  oder  als  Theil  einer  Gradmessung  ausgeführt  werden 
oder  schon  beendet  sind.  Trotzdem  ist,  soviel  ich  weiss,  nur  Weniges 
über  solche  Grundsätze  bekannt  worden,  durch  deren  Befolgung  man  in 
den  Stand  gesetzt  ist,  die  Vermessung  möglichst  rationell  auszuführen, 
d.  h.  einen  nothwendigen  Genauigkeitsgrad  derselben  mit  möglichst  wenig 
Zeit  und  Geld  zu  erreichen.  Nun  erheischt  freilich  das  Terrain  in  jedem 
einzelnen  Falle  besondere  Maassregeln;  doch  lässt  sich  aber  auch  nicht 
verkennen,  dass  stets  eine  gewisse  Freiheit  bei  der  Wahl  derselben 
stattfinden  wird  und  es  ist  die  Aufgabe  des  Geodäten ,  diese  aufs  vortheil- 
theilhafteste  auszunutzen.  Abstrahirt  man  zunächst  von  den  besondern 
Terrainverhältnissen,  bildet  sich  somit  ein  allen  Anforderungen  genügendes 
ideales  Terrain ,  so  kann  es  nicht  schwer  fallen ,  zu  einigen  Sätzen  zu  ge- 
langen ,  die  gewiss  auch  in  manchen  praktisch  vorkommenden  Fällen  An- 
wendung finden  können.  Hieran  wird  sich  eine  Untersuchung  über  die 
Abnahme  des  Genauigkeitsgrades  schliessen  müssen,  welche  die  Triangu- 
lation erleidet,  wenn  das  Terrain  Abweichungen  von  den  Bedingungen  der 
günstigsten  Triangulation  fordert,  und  es  wird  sich  weiterhin  damit  ein 
Urtheil  darüber  bilden ,  wieweit  man  erhöhten  Zeit-  und  Geldaufwand  an 
einzelnen  Stellen  anzubringen  habe,  um  sich  jenen  Bedingungen  möglichst 
zn  nähern  und  doch  im  Ganzen  zu  gewinnen. 

Verschiedene  interessante  Bemerkungen  meines  verehrten  Lehrers, 
des  Herrn  Professor  Nagel  am  hiessigen  Polytechnicum,  erregten  in  mir 
den  Vorsatz ,  dem  eben  entwickelten  Gedanken  gemäss ,  Studien  über  die 
Einschaltung  der  Punkte  niederster  Ordnung  einer  Landestriangulation  i 
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anzustellen,  um  zugleich  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  die  allgemeinere 
Anwendung  der  Pothenotschen  Aufgabe  hierbei  wirklich  so  vortheilhaft  sei, 
wie  es  nach  den  Kesultaten  der  von  Herrn  Prof.  Nagel  im  etzgebirgschen 
Kohlenbassin  ausgeführten  Arbeiten  erschien,  einen  Beitrag  zu  liefern.  Im 
zweiten  der  folgenden  Hauptabschnitte  befindet  sich  das  Endresultat  dieser 
Studien,  während  der  erste  mehr  vorbereitende  Bedeutung  hat.  Der  dritte 
Hauptabschnitt  ist  den  Basisnetzen  gewidmet  und  der  vierte  enthält  einige 
Bemerkungen  zu  den  günstigsten  Formen  grosser  Dreiecksnetze. 


I.  Allgemeine  Bemerkungen  über  die  Genauigkeit  eines  Punktes. 

1. 

Die  Lage  eines  Punktes  wird  bekannt,  sobald  zwei  sich  schneidende 
geometrische  Oerter  desselben  gefunden  werden.  Meistens  begnügt  man 
sich  nicht,  nur  zweien  solchen  die  Bestimmung  zu  überlassen  und  ermittelt 
daher  noch  mehrere.  Insofern  nun  jeder  derselben  etwas  fehlerhaft  sein 
wird,  werden  paarweise  Combinationen  verschiedener  geometrischer  Oerter 
verschiedene  Punktlagen  ergeben ,  die  sämmtlich  von  der  wahren  Lage  ab- 
weichen ,  sodass  es  einer  Ausgleichungsrechnung  überlassen  bleiben  muss, 
aus  derVergleichung  aller  Bestimmungen  wenigstens  eine  wahrscheinlichste 
Lage  zu  ermitteln.  Die  Grösse  der  einzelnen  Abweichungen  giebt  dabei 
ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Genauigkeit  der  wahrscheinlichsten  Lage,  ihre 
Abweichung  von  der  Wahrheit  zu  schätzen.  Hat  man  nur  zwei  geome- 
trische Oerter,  so  ist  ihr  Durchschnitt  schon  die  wahrscheinlichste  Lage 
des  Punktes  und  es  kann  von  weiterer  Ausgleichung  nicht  die  Rede  sein; 
es  wäre  also  auch  ein  Schluss  auf  die  Genauigkeit  dieser  Bestimmung  nicht 
möglich,  wenn  nicht  in  den  meisten  Fällen  die  wahrscheinlichen  Fehler  der 
geometrischen  Oerter  selbst  durch  die  Art  und  Weise  ihrer  Auffindung  be- 
kannt würden.  Aus  diesen  Angaben  die  Genauigkeit  der  Bestimmung  zu 
folgern,  ist  sonach  eine  erste  Aufgabe,  an  welche  als  nächste  sich  diejenige 
anschliesst:  die  Lösung  für  die  Bestimmung  aus  mehreren  geometrischen 
Oertern  zu  verallgemeinern.  Werden  hierbei  dieselben  als  unabhängig 
von  einander  bestimmt  angenommen,  so  ist  es  endlich  noch  nothwendig, 
auch  den  allgemeinsten  Fall  gegenseitig  bedingter  geometrischer  Oerter 
in*s  Auge  zu  fassen. 

Man  bezeichnet  nun  stets  die  Lage  eines  Punktes  durch  zwei  Coordi- 
naten  und  giebt  die  wahrscheinlichen  Fehler  derselben  an ,  sodass  sich  die 
gestellten  Aufgaben  zum  Theil  darauf  reduciren,  aus  jenen  auf  die  Ge- 
nauigkeit der  Bestimmung  überhaupt  zu  schliessen. 

Für  die  hier  anzustellenden  Untersuchungen  wird  es  genügen,  die 
geometrischen  Oerter  als  Gerade  zu  betrachten,  die  sich  bei  eintretenden 

Digitized  byVj OOQ  IC 


Geodäsie.    Von  Friedr.  Rob.  Helmert.  75 

Fehlem  parallel  verschieben.  Durch  Einführung  hinreichend  scharfer 
Näherungswerthe  für  die  Coordinaten  reducirt  sich  nämlich  die  Gleichung 
jedes  beliebig  gestalteten  geometrischen  Ortes  in  Bezug  auf  die  kleinen 
noch  anzubringenden  Verbesserungen  der  Coordinaten  auf  den 
ersten  Grad,  da  man  deren  höhere  Potenzen  vernachlässigen  darf.  Ebenso 
ist  es  ferner  auch  zulässig,  den  wahrscheinlichen  Fehler  des  geometrischen 
Ortes  an  der  Stelle  der  genähert  richtigen  Lage  des  Punktes  für  die  ganze 
anendliche  Länge  der  substituirten  Geiaden  beizubehalten,  da  wirklich 
eintretende  Fehler  sehr  klein  sind  und  für  geringe  Verschiebungen  des 
Punktes  auf  dem  geometrischen  Orte  sich  dessen  wahrscheinlicher  Fehler 
nur  wenig  ändert.  Die  genauere  Ausführung  hiervon  kann  wohl  unter- 
bleiben und  nur  darauf  sei  noch  hingewiesen,  dass  im  Folgenden  an  den 
Stellen,  wo  durch  die  soeben  gemachten  Voraussetzungen  die  allgemeine 
Gültigkeit  eines  Kesultats  einer  wesentlichen  Beschränkung  bedarf,  dieses 
auch  besonders  erwähnt  worden  ist. 

Battjminniig  der  Genauigkeit  der  Lage  eines  Piuiktes  ans  den  von  einander  nnablk&n- 
gigen  wahrtoheinUclken  Abweiohnngen  sweier  Geraden. 

2. 

Ist  der  Punkt  durch  die  beiden  Geraden  AÄ  und  BlEf  (Fig.  1)  be- 
stimmt, welche  sich  unter  dem  Winkel  ^^  m  0  schneiden,  so  ist  0  seine 
wahrscheinlichste  Lage.     Sind 

OM=—OM'  =  r^,  ON=-^Oir  =  r^ 
die  wahrscheinlichsten  Abweichungen  des  Punktes  von  ÄÄ*  und  BB'  zu- 
nächst an  der  Stelle  0  selbst,  so  kann  man  nach  dem  Vorigen  r^  und  r, 
auch  die  wahrscheinlichen  parallelen  Verschiebungen  der  Ge- 
raden nennen,  und  wären  gerade  diese  Fehler  begangen  worden,  so 
würde  der  Punkt  in  eine  der  vier  Ecken  des  aus  den  Parallelen  paaren  zu 
AAl  und  BB'  durch  M  und  ilT,  N  und  A^  gebildeten  Parallelogramms  zu 
liegen  kommen*).  Hingegen  entsteht  die  beliebige  Lage  P  in  der  Entfer- 
nung ^  von  0  durch  das  gleichzeitige  Eintreffen  von  Fehler  PC  =  u  senk- 
recht zu  JA^  und  PB  =  v  senkrecht  zu  BB'. 

Sind  tv^  und  Wj  ^^®  Wahrscheinlichkeiten  des  Eintreffens  von  m  =  0 
resp.  V  =  0j  h  und  k  beziehendlich  die  Maasse  der  Genauigkeit ,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  von  u  resp.  v 

Wu^^  fv^  .  e  ,     n;,,  =  Wj  .  c  ' » 

daher  die  Wahrscheinlichkeit  der  besonderen  Lage  P  bei  gleichzeitigem 
Eintreffen  von  u  und  v 


*)  Dies  Parallelogramm  ist  in  Fig.  1  mit  angegeben. 

*^)  llierüber,  sowie  über  die  Formeln  in  Absckn.  11.  vergleiche  man:  „Encke, 
Berliner  astronomisches  Jahrbuch  1834"  oder  „Kavier,  Diiferentialrechnnng  etc. 
übersetzt  von  Wittstein/*  Anhang  zum  II.  Bande  von  Wittstein. 
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1)  wj  ==  Wu  *  fv„  =  fv^  ,  fv^  *  e  , 

wobei  zwischen  k  und  r^ ,   k  und  Tj  die  bekannte  Relation  stattfindet: 

2)  r^h  =  r^k  =  Q  =  0,A7ßU. 

wj  bleibt  nach  Gleichung  1)  constant,  so  lange  P  sich  auf  dem  Um- 
fange einer  Ellipse  bewegt,  für  welche  ^/t  und  BB"  die  KichtuDgen 
conjugirter  Durchmesser  sind,  weil  dabei  für  u  und  v  die  Gleichung  be- 
steht :  3)  h?u^  +  ^^^  =  ^^  1  worin  c  eine  Oonstante  bezeichnet. 
Oder  um  auf  übliche  Coordinaten  überzugehen,  betrachte  man  Ajt  und  BB' 
als  Achsen  eines  schiefwinkligen  Systems  der  ^  und  tj  (Fig.l)  und  hat  alsdann 
V  =  ^sinq)  u  =  fj  sintpy 
^  {ksirKp)'  -\-  if  {hsing>y  ==  c^,  oder 


i) 


\a/         \b/  ksmg>  hstntp 


worin  a  und  h  die  halben  Längen  der  conjugirten  Durchmesser  AA  und 
BB^  bedeuten.    P  fällt  in  die  Endpunkte  der  letzteren,  wenn  resp. 

9}  ==  0,  S  =  +  fl,  also  M  =  0,  t;  =  t;o  =  +Tr>    ^^®' 


S  =  0,   '»/  =  +  ^>  also  v  =  0,  w  =  Wö  =  +  'r  wird. 


k 
c 
J 


Man  sieht  hieraus,  dass  immer 

5)    Uo  '  h  =  Vo  .  k  =  Cy 
und  dass  die  zu  verschiedenen  wj  gehörigen  Ellipsen  alle  ähn- 
lich sind  und  umihrenMittelpunktO  herum  auch  ähnlich  lie- 
gen, wobei  für  die  conjugirten  Durchmesser  in  Richtung  AA'  und  BB^  die 
Proportion  gilt: 

2a  :  2&  =  a  :  6  ==  Tj  :  Tj . 

Den  vier  Punkten  M^^  M^,  jYj,  iV/  insbesondere,  in  welchen  die 
Parallelen  zu  den  bestimmenden  Geraden  im  Abstände  +  Tj  resp.  +  ''2 
dieselben  schneiden,  kommt  die  Wahrscheinlichkeit 

w  =  w^.  tV2*  e      ^ 
zu  und  sie  liegen  daher  auf  dem  Umfange  Einer  Ellipse,  welche  die  Haupt- 
ellipse genannt  werden  soll  und  in  ihren  Durchschnitten  iüf,,  M'^,  jY,,  iV, 
mit  AA'  und  BB^  von  obigen  4  Parallelen  tangirt  wird. 

3. 
Denkt  man  sich  die  Wahrscheinlichkeit  wj  des  Eintretens  der  Lage  P 
senkrecht  zur  Papierebene  in  P  aufgetragen  und  bewegt  .sich  P  auf  der  etwa 
horizontal  liegenden  Papierebene,  so  beschreibt  gleichzeitig  der  Endpunkt 
der  Senkrechten  eine  Oberfläche  mit  der  Gleichung 

6)  tvj=tVi.fV2,e      ^         ^        ^ oder wj=^=e      ^^      ^1     ^ 
^  ist  in  0  ein  Maximum  und  nimmt  von  hier  aus  nach  allen  Seiten'stetig  ab  bei 
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asymptotischer  Annäherung  der  Oberfläche  an  die  Papierebene.  Alle  ho- 
rizontalen Querschnitte  der  Fläche  sind  Ellipsen,  alle  verticalen  Quer- 
schnitte durch  0  unter  der  Neigung  v  gegen  AÄ  von  der  Form  der  be- 
kannten Wahrscheinlichkeitscurve  nach  der  Gleichung 

und  da,  wie  bekannt,  alle  diese  Querschnitte  einen  Wendepunkt  haben,  so 
hat  die  Oberfläche  eine  Wendelinie  mit  den  Gleichungen 

7)    1  =  2  zf^  {h^sin^v  +  k'^sin'^  ((p^v) )  ,     f  =  w, .  Wj  •  ^  ""  ^  • 
Die  Wendelinie   ist   hiernach   eine   ebene   Curve   und    es   liegt  dieselbe 
parallel  der  Papierebene.     Die  erste  der  Gleichungen  7),   die  Projection 
der  Wendelinie  auf  die  Papierebene  bezeichnend,   geht  durch  Transfor- 
mation über  in 

1  =  2  (h-'u'^  +  kH'^)    oder  1  =  (J>)  +  (j)', 

a'  =  1 :  {ksin q>  Yt) \  b'  =l:(hsin(p  j^). 


8) 


4. 

Um  nun  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  von  P  auf 
einer  Ellipsenfläche  um  0  überhaupt  zu  ermitteln,  ist  es  nöthig, 
zuDächst  eine  endliche  Anzahl  Lagen  von  P  zu  betrachten ,  die  in  der  Art 
gleichmässig  über  die  Papierebene  vertheilt  sind,  dass  sowohl  der  einer 
Lngc  entsprechende  Fehler  OP  als  auch  die  Wahrscheinlichkeit  seines  Ein- 
tretens innerhalb  einer  sehr  kleinen,  mit  den  andern  gleichräumigen  Fläche 
als  constant  angesehen  werden  dürfen.  Offenbar  verhalten  sich  dann  die 
Wahrscheinlichkeiten  des  Vorkommens  von  P  innerhalb  zweier  solcher 
Flächen  wie  die  betreffenden  wj  um  so  genauer,  je  kleiner  die  liäume  der 
Flächen  genommen  werden.  Die  Zerlegung  der  Papierebene  geschehe 
wie  folgt: 

Man  theile  MOIif  und  NON'  in  eine  gleiche  Anzahl  sehr  kleiner 
Theile  (Fig.  2): 

9)  MOM'  =  2ri  =  2nö',  NON'  =  2r^  =  2nö\ 
trage  diese  Theile  noch  über  die  Punkte  Jüf,  iJf,  N  und  iV'' hinaus  beliebig 
oft  auf  und  ziehe  durch  die  Theilpunkte  Parallelen  zu  AÄ  resp.  BB\  So 
entstehen  zwei  Systeme  von  äquidistanten  Parallelen,  deren  sämmtliche 
Durchschnitte  das  Vorkommen  von  Fehlern  bezeichnen,  für  welches  der 
Abstand  f  die  Wahrscheinlichkeit  ist.     Denkt  man  sich  f  körperlich  etwa 

gleich-  v —  |,  so  hat 

man  damit  ein  Bild  der  Häufigkeit  des  Vorkommens  der  Fehler,  zwar  nicht 
von  absolutem,  aber  doch  relativem  Werthe ;  denn  es  leuchtet  ein,  dass  die 
Wahrscheinlichkeiten  für  das  Vorkommen  innerhalb  zweier  beliebigen 
Stücke  der  Papierebene  sich  wie  die  darüber  befindlichen  cubischenRäume 
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verhalten,  wenn  man  nur  (Gleichung  9)  n  unendlich  anwachsen  iKsst 
Bind  fF|  und  JF^  die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  P  auf  den  Ellipsen- 
flltehen  mit  den  Abschnitten  a^  und  6|,  o^  und  ^j  ^®g^  ^^  ^^  ^^  streng 

Wj.Wj.  /  /  ^  ^   I      '  ^  d^.dristnq> 

0    0 

SS' 
worin   ftlr  -^ —   noch  <2S.(fij.An9>  gesetzt  wurde.    Die  Grenzen  beziehen 
stmp 

sich  auf  den  Umfang  von  Ellipsen,  deren  Gleichungen  aus  Gleichung  4) 

durch  Anbringen  der  Indices  1  resp.  2  an  a  und  b  herrorgehen. 

Das  Doppelintegral  im  Zähler  und  Nenner  wird  leicht  durch  Einfuh- 
rung anderer  Grenzen  gefunden.  Doch  möge  die  Transformation  des  Za- 
sammenhanges  wegen  nicht  nach  dem  üblichen  Verfahren,  sondern  wie 
folgt  geschehen : 

Man  denke  sich  (wie  in  Fig.  3)  durch  entsprechende  Theilpunkte  von 
AA^  und  BB^  die  ähnlichen  Ellipsen  gezogen  und  die  Papierebene  also  in 
schmale  elliptische  Ringe  getheilt.  Geht  man  von  einer  beliebigen  Ellipse 
zu  einer  benachbarten,  so  ändert  sich  c  (Gl.  5)  um  gleichviel,  welche  der 
Ellipsen  man  auch  als  Ausgang  annimmt.  Für  jeden  der  Ringe  kann  man 
die  zu  integrirende  Function ,  ursprünglich  ^,  als  constant  ansehen  und 
zwar  um  so  mehr,  je  dichter  das  System  Ellipsen  gezogen  wird.  Bedeutet 
ds  den  Inhalt  eines  elementaren  Ringes  innerhalb  des  Winkelraumes  AOB^ 
so  ist  nun  jedes  der  Doppelintegrale  auf  die  Form  gebracht 


./ 


e^  ^  .dt 


0 

B,  der  elliptisch  begrenzte  Winkelraum  AOBy  beträgt 


e  =  —  .  absing), 

also  ist 

ds  =    -  {a.db  +  b.  da)  sinq>  ^ 

und  sofern 

jt'                     ^ 

auch 

da=    7   -  ,  db  =  ~ —  ,  aö  =  ftd', 
sin  (p                sinq> 

dB  =  ~  ,  aö  =  —  .  bo  =    -  .  bstn (p  dt 
2                   2                   2 

(1.  i.  nach 

Gleichung  4) 

7t            d{c^) 

de  =    -  .   .  7  -.  -    . 
4      hk  sin  (p 
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Damit  wird  das  Integral  gleich 

-  .        ^  te"'"    d(c^=-      - 

4      hksing)  '  ^  '    ^   ^       4    '       kk  sm  tp     ' 

und  wenn  man  der  Ellipse  2.  unendliche  Ausdehnung  giebt,  W^  =  l  setzt, 
wird  ' 

10)     ?Fi=  ^2.(1  — e-^^')=l_(j-^i*.*) 


5. 

W^  wird  ^  für  q  =  C  =  0,83254,  logC  =  0,92040  —  1. 
Die  halben  Längen  der  conjugirten  Durchmesser  der  zugehörigen  El- 
lipse, welche  die  wahrscheinlichste  heissen  mag,  sind 

11)^=^,    ^=-:^,  worin  r=r2.-,    [7=  r,  .-,-  =  1,7456 
sintp  stnq>  Q  Q     9 

zu  setzen  sind. 

6. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  P  innerhalb  eines  Paral- 
lelogrammes  um  0,  nämlich  gleichzeitig  zwischen  zwei  Parallelen- 
paaren in  den  Entfernungen  +  u  von  -4-/,  +  ^  ^^^  ^^  ii^gt,  ist  gleich 


^f^'     .   ^W^ 


={^/«-^-Mi/'-'-'"} 


wobei  jeder  Factor  einzeln  die  Wahrscheinlichkeit  der  Lage  von  P  inner- 
balb  eines  der  Parallelen  paare  bezeichnet. 

Nimmt  man  u  und  v  gleich  r^  resp.  r.^,  so  wird  die  Wahrschein- 
lichkeit fürPinnerhalb  des  dieHauptellips  ein  ihren  Schnittpunkten 
mit^und  ^i^' tangirenden  Parallelogramms  (vergl.  Abschnitt  2) 
r  r  111 

^-T,        ^~r,  —  2        2         4  ' 
nimmt  man  aber  u  und  v  nur  proportional  r^  und  r^  und  ausserdem  so 

gross,  dass  obiges  Product  gleich  —  wird,  so  müssen  folgende  Be- 
Ziehungen  bestehen :  m 


*)  Unter  Bezugnahme  auf  Abschnitt  1  sei  hier  bemerkt:  Sind  AÄ  und  BB* 
nur  sabstituirte  Gerade,  so  ist  Gleichung  10)  nicht  streng,  da  zwar  W^  =  1  wird, 
aber  nicht  proportional  dem  Doppelintegrale  im  Nenner  bleibt.  Nimmt  man  je- 
doch für  die  2.  Ellipse  Cj  nicht  nnendlich,    sondern    nur     ^  8^,  so  ist  es  auch 

erlaubt  ^,  =  W^,  ^  ~  ^  ^  -— =  W^ .  ( l—e  "^"^  \  auf  7 Decimalen  genau,  zusetzen 

1  —  e     *^  ^  ^ 

und  mau  folgert  leicht  weiter,  dass  W%  selbst  auf  7  Decimalen  genau  gleich  1  ist, 
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uw^u  =  ^W^  =  1  :  n=  0,707;  ^=^  =  'L=  ü-=  1,560.  *) 

Q        Q       ^[      ^2 

Q 

Wie  zu  erwarten  war,  ißt  dieser  Werth  etwas  kleiner,  als  —  in  Gleichung  11). 

7. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  P  zwischen  zwei  Ellipsen  1.  uud  2. 
liegt,  ist 

W^—W^  =  e      "^  —ß      ^*  , 

wenn  die  erste  Ellipse  die  zweite  umschliesst.    Wählt  man  die  zweite  El- 
lipse der  ersten  unendlich  benachbart,  so  ist  auch 

jPFj  —  fTj  =  26 " ""'*.  Cj  .  <fc,  =  JV{. 
Für  zwei  andere  benachbarte  Ellipsen  3.  und  4.  ist  in  gleicher  Weise 

und  da  nach  Gleichung  5)   dc^  =  dc^  ist,   wenn  man  das  EUipsensystem 
nur  wie  in  Fig.  2  und  3  (Abschn.  4.)  gezogen  denkt,  gilt  die  Proportion: 

12)  JF^':  FT/ =  Ci.e""''**:C2.c '"''*' 
und  zwar  um  so  genauer,  je  dichter  das  Ellipsensystem  angenommen  wird. 
Lässt  man  endlich  n  (Gleichung  9)  unendlich  anwachsen ,  so  geht  der  Flä- 
chenstreifen zwischen  2  benachbarten  Ellipen  in  einen  Gontour  von  ver- 
schwindender Dicke  über,  die  jedoch  an  jeder  Stelle  eine  andere  und  pro- 
portional der  Entfernung  von  0  ist**).  Die  Gleichung  12)  sagt  daher  auch 
aus,  wie  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Vorkommens  von  P  auf  den 
Peripherien  der  Ellipsen  1.  und  3.  verhalten,  sobald  man  diese  Peripherien 
als  Contouren  im  obigen  Sinne  betrachtet. 

Unter  dieser  Annahme  mag  auch  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vor- 
kommens von  P  auf  einem  Ellipsenbogen  RS  (Fig. 2)  berechnet  werden, 
sodass  derselbe  als  Theil  eines  derartigen  Contours  betrachtet  wird. 

8. 
Das  zwischen  den  Ordinaten  von  R  und  S  befindliche  Stück  der  El- 
lipsenfläche ist,  wenn  R  =  {^x,  V\)y  '^  =  (fe?  ^2)»  bekanntlich 

*)  Zur  Berechnang  dieses  Werthes  diente  eine  der  bekannten  Tafeln  für  das 
betreffende  Integral. 

**)  Bedürfte  man  der  Wahrscheinlichkeit  in  Bezug  auf  eine  mathematische 
Linie,  so  würde  als  Maass  dafür  der  Flächenraum  anzusehen  sein,  welchen  ^  be- 
schreibt, wenn  P  sich  auf  jener  Linie  bewegt.  Hier  können  derartige  Betrach- 
tungen ausgeschlossen  werden,  da  sie  das  Verständniss  der  Vertheilung  der  Fehler 
nicht  fördern. 
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Durch  Differentiation  nach  b  und  a,  wobei  aber    —  ,    ^^  und  Jj  ^^^' 

stant  bleiben ,  erhält  man  den  elementaren  Flächenstreifen ,  welcher  an  RS 
angrenzt  (in  Fig.  2  schraffirt) : 


'/  =  bsing)  la 


de'  =  bsinq>  [  aresin  —  —  aresin  —  |  da . 
a  a  ) 


Derselbe  Werth  von  dd  würde  sich  ergeben  haben ,  wenn  man  anstatt 
der  \  die  t\  oder  auch  die  Richtung  der  Radien  OB,  und  OS  als  constant  an- 
gesehen hätte,  denn  es  ist  auch 

de  =  h  sin  g>  l  arc  sin     '-  —  are  sin     -  j  da ,  sowie 

^  *       ^    .  .     /Dreieck  ROS\ 

de=bstn<p  .  arestn   [^^^^^-j^)    •    da,   etc. 

Hiermit  ergiebt  sich  nun  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  P  auf  dem  an  RS 
angrenzenden  Flächenstückchen  de'  liegt,  im  Verhältniss  zu  derjenigen, 
dass  P  überhaupt  auf  dem  schmalen  elliptischen  Ringe  liegt,  von  dem  de' 
ein  Theil  ist, 

^     WiAB)       de        n\  a  a  / 


are  sin  --  —  are  sin  y 


2  .    /Dreieck  Ä05\ 

==  —  are  sm  1   -      .  -  i — ^7^^  )" 
7t  V  Dreieck  ^OjP/ 

Hierbei  ist  stillschweigend  RS  als  Theil  von  dem  innerhalb  des  Winkel- 
raumes JOB  gelegenen  Ellipsencontour  betrachtet  worden.  Auch  bedarf 
CS  keiner  weiteren  Erörterung  für  andere  Fälle. 

Die  Construction  solcher  Bögen  RS  derselben  Ellipse,  welche  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  ergeben,  ist  mit  Hilfe  von  Kreisen  um  0  mit  den  Ra- 
dien a  und  b  sehr  leicht.  Von  derselben  wird  in  Abschnitt  10.  Gebrauch  ge- 
macht werden. 

Nach  dem  letzten  der  Ausdrücke  für  das  Wahrscheinlichkeitsverhält- 
niss  in  Gleichung  13  bleibt  dieses  auch  constant  für  Bogen  RS  verschiedener 
Ellipsen,  wenn  sie  zwischen  denselben  Radien  von  0  aus  liegen.  Ver- 
gleicht man  daher  zwei  solche  Bögen  mit  einander,  so  gilt  für  sie  Gleichung 
12)  wie  für  die  ganzen  resp.  Peripherien. 

9. 
Für  kleine  Bögen  RS  darf  man  Dreieck  ROS  mit  dem  Sector  ROS  ver- 
tauschen. Construirt  man  nun  wie  in  Fig.  3  zu  der  mehrfach  erwähnten 
EUipsenschaar  Radien  derartig,  dass  je  zwei  benachbarte  gleiche  Sectoren- 
flächen  einschliessen ,  so  erlangt  man  mit  Hilfe  der  Figur  einen  Ueb er- 
blick über  die  Vertheilung  der  Fehler  um  0.  Denn  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Vorkommens  von  P  ist  dieselbe  1)  für  alle  elementarenr 
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Flächenstückchen  zwischen  denselben  Ellipsen  and  beliebigen  benach- 
barten Radien  (z.  B.  ftir  1,  2,  3...  oder  für  1',  2',  3'...)  und  2)  für  alle 
Sectoren  zwischen  benachbarten  Kadien  und  derselben  Ellipse,  woraus 
man  durch  Combination  noch  verschiedene  andere  Sätze  ableiten  kann. 
Zieht  man  überdiess  die  Peripherien  von  verschiedener  Stärke  an  verschie- 
denen Stellen,  entsprechend  dem  Abstände  von  0»  so  ist  auch  die  Wahr- 
scheinlichkeit dieselbe  für  alle  Bogenstücke  desselben  Ellipsencontours. 

Endlich  besteht  für  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Vorkommens  von  P 
auf  zwei  Bogenstücken  verschiedener  Contoure  oder  innerhalb  der  angren- 
zenden Flächenstückchen  die  Gleichung  12).  Z.  B.  in  Bezug  auf  Theile 
der  Ellipsencontoure  AB  und  A^  B^  in  Fig.  3  oder  in  Bezug  auf  die  an- 
grenzenden Flächeusttickcben  ist  das  Verhältniss  der  Wahischeinlichkciten 

-  c«  —  cf 

c  ,e  :  c^.e  . 

10. 

Als  wahrscheinlichen  Fehler  in  der  Bestimmung  von  0  wird 
man,  ebenso  wie  bei  Betrachtung  der  Fehler  u  und  v  allein, ^denjenigen 
bezeichnen,  welcher  ebenso  oft  überschritten,  als  nicht  erreicht  wird,  und 
als  mittlem  Fehler  denjenigen,  dessen  Quadrat  das  arithmetische 
Mittel  aller  Fehlerquadrate  ist.  Es  wird  sich  zeigen ,  dass  zwischen  beiden 
Grössen  eine  constante  Beziehung  stattfindet. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  nach  verschiedenen  Richtungen 
von  0  aus  verschieden,  denn  verschiedene  Punkte  der  wahrscheinlichsten 
Ellipse  haben  von  0  verschiedenen  Abstand.  Will  man  nun  nicht  diese 
Ellipse,  nämlich  ihre  grosse  und  kleine  Halbachse  als  grössten  und  klein- 
sten Werth  des  wahrscheinlichen  Fehlers,  angeben,  so  muss  ein  mittlerer 
Werth  des  letztern  abgeleitet  werden.    Es  findet  sich  dieser  zu 

14)    R  =  y^ =y\^      J      y.stng>, 

vfo  A,  By  ü  und  V  dieselben  Werthe  wie  in  Gleichung  11)  haben. 

Geht  man  nämlich  wieder  von  einer  grossen  Zahl  endlicher  Fehler  aus, 

seist,  wenn  .^^  in  Fig.  3  die  wahrscheinlichste  Ellipse  bedeutet,  der  cnbische 

Raum  über  dem  an^^  angrenzenden  elliptischen  Ringe  der  Ausdruck  ftir  die 

Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  des  wahrscheinlichen  Fehlers  überhaupt, 

und  es  ist  erlaubt,  für  jedes  der  Flächenstückchen  1,2,3,  etc.  den  Fehler 

von  der  Länge  des  Radius  von  0  aus  nach  einem  beliebigen  Punkte  der 

Fläche,    etwa  dem  rechten  äussern  Eckpunkte  (von  0  aus  gesehen)  zu 

nehmen.     Für  je  drei  benachbarte  dieser  Punkte  ist  nach  Gleichung  13) 

fc  fc  fc  fc 

aresin  —  — aresin  ~  =  aresin  -j  — aresin  -^  , 
A  A  A  A 

Bezeichnet  man  diese  Differenzen  mit  ^^  und  ist  AB  in  n  Theile  zer- 
legt worden,  so  erkennt  man  leicht  die  Richtigkeit  der  Gleichungen : 
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7t  ä 

n .  d'ilf  *=  —  ,     arc  sin  -^-  »=»  /? .  rfi/;  «■  t/;, 

wobei  ^  von  l.drp  bis  n.efi/;  oder  von  0  bis  ^  bei  anendlich  wachsendem 

n  geht. 

Es  wird  ferner  |p  =  Asin'^^  rjp  =  Bcosilf 

J^p  =  A^sin^^  +  B^cos^^  +  ^^Bcos<p  costjjsin'ilf 

9h 

uud  daher      Ä-  =  -^—j;^ ,     worin  der  Zähler  die  Summe  der  Fehler- 

2» 

quadrate  für  die  halbe  Ellipse  über  AOA\  der  Nenner  die  Anzahl  dieser 

Quadrate  bezeichnet.    Für  unendlich  wachsendes  n  und  bei  gleichzeitigem 

Uebergange  von  dem  elliptischen  Streifen  zum  Ellipsencontonr  selbst  wird 


Ä» 


1       /*                      4^  +  B^ 
=  —  •     I    J^p  ,  dtj)  = ^ ,  oder  nach  Gleichung  11)  auch 

0 

15)    ä2=  ~,  .  ^A±^  =  1,5236  .  ^^/^  . 
2^^         stn  ^(p  $tn  ^(p 

11. 
Nimmt  man  u  und  t'  allein  in  Betracht,  so  bestimmt  sich  bekanntlich 
das  mittlere  Fehlerquadrat  für  u  oder  v  nach  den  Formeln 


16) 


<x>. 
rv.  ,    I  u^  ,  e  du 


0 

f»,   Je 


-   _V 

1   —  oo 


2  0  1 


U  du 


0 

1  r  2 

""2   ~  2F  ~  2^'^  • 

^0  =  —-^   ond  L  =  ■-.   ^     sind    dabei   bekanntlich    die   Abscissen 
stn  g)>         ^        stn  <p 

der  Inflexionspunkte  der  Wahrscheinlichkeitscurven  über  BB'  und  AA' 
(Abschn.  3.).  Im  Falle  gleichzeitigen  Vorkommens  von  u  und  v  gestaltet 
sich  die  Rechnung  sehr  ähnlich,  wenn  man  nur  vorher  die  gleichwahr- 
scheinlichen Fehlerquadrate  je  zweier  Punkte  mit  den  Coordinaten  |,  i^ 
und  ( —  I) ,  71  vereinigt  zu 

2(1^  +  ,,*). 
Dieser  Summe  entspricht  die  Wahrscheinlichkeit  wj  und  es  ist  daher  für 
die  halbe  Papierebene  über  AA' 

'    2  21  /w^  (1^  -f"  V^)}  die  Summe  der  Fehlerquadrate,  wenn 
2  2*  wj  als  deren  Anzahl  angenommen  wird. 

Hiermit  ist  das  mittlere  Fehlerquadrat  r^r^^.^T^ 
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IU^  = 


J  J  wj  ie -\- r^  d^  .  d,, 


0        0 


PP  OD 

^    ö 
oder  nnter  Benutzung  der  bekannten  Formeln 

'*'»'rf/  =  ?^  „.^  ?.-2  .-'V^,  _     1    .  /^ 


auch 


4ÄÄ5m  V  \2Ä^  "^  2^V  '  4ÄA:5f>j  '^^       2h'^  "^  2)^^ 


4ÄÄ5m'V       2Ä2^2yt2' 
oder  endlich 

^^^    U^V  +  V_    r'^  +  r,^       ^^j^^^ 

[iW2^Ä2.(72.    ä2  =  0,6931 2  Af2;     Ä  =  0,83254^  .  *) 

Dagegen  ist  bekanntlich  allgemein 

r  =  0,67449  m. 

12. 

Gab  die  wahrscheinlichste  Ellipse  in  Verbindung  mit  Fig.  3  über  die 
Vertheilung  der  Fehler  Aufschluss ,  so  ist  jetzt  in  R  oder  M  ein  Maass 
für  die  Genauigkeit  der  Bestimmung  von  0  gefunden.  Es  fragt 
sich  nun  aber  noch,  ob  man  durch  die  in  der  Praxis  üblichen  Genauigkeits- 
angaben (den  mittlem  Fehlern  der  Coordinaten  von  0)  immer  M  ableiten 
kann.  Jedenfalls  wäre  dies  möglich,  wenn  0  auf  ein  den  Geraden  AA' 
und  BB"  paralleles  Cöordinatensystem  bezogen  würde.  Es  sei  daher  in 
Fig.  4  210©  ein  solches  System;  die  Coordinaten  des  Punktes  0,  welcher 
hier  mit  P  bezeichnet  ist,  mögen  abweichend  vom  gewöhnlichen  Gebrauche 
als  senkrechte  Abstände  von  den  Achsen  angenommen  werden,  damit  für 
sie  m|  und  m^  die  resp.  mittleren  Fehler  sind.  Für  eine  andere  Achse  CM, 
unter  der  Neigung  ijf  zu  £)%  wird 

'  —  ^  ^^^  (^ — '*'')  —  y  *"*  '*'' 
^  — • 

sm  q> 
daher  ist  auch 

1ö^    «,2  mt^  sin^  (y  —  ^)  +  m^Vsm^tf; 

wenn  m^  den  mittlem  Fehler  in  x'  bezeichnet.     Für  eine  zweite  zu  0% 
senkrechte  Achse  CSj  ist 


*)  In  Bezug  auf  die  Berechnung  von  M  lässt  sich  eine  ähnliche  Bemerkung 
machen ,  wie  bei  Abscl^nitt  4.  geschehen  ist. 
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m^'^  cos  ^(cp  —  '^)-\-  fn.^  cos  ^t|; 


daher 


m  2  ___ — 

'  sm^  q> 


9      1  9  ''•l      ~l"  ^2  Är9 

*     '      ^  sin^fp  ' 

d.  h.  „ein   rechtwinkliges   Coordinatensystem  gestattet  im- 
mer die  Berechnung  des  mittlem  Fehlers  M.^* 


13. 

Wählt  man  D^i  und  Däd^  so ,  dass  sie  einem  beliebigen  Paare  con- 
jagirter  Durchmesser  der  Ellipsen  parallel  werden,  so  kann  M  ebenfalls 
wie  oben  aus  den  mittlem  Fehlern  der  Coordinaten  berechnet  werden. 
Dem  Achsenpaare  OSt^SB]  mögen  in  Fig.  5  die  conjugirten  Durchmesser 
OA^  and  0J9,  entsprechen,  die  Ellipse  daselbst  aber  die  Hanptellipse  vor- 
stellen. Dann  beträgt  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  P  auf  dem  unendlich 
langen  Streifen  zwischen  den  beiden  zu  OB^  parallelen  Ellipsentangenten 
durch  A^  und  ^/  liegt 

ü  IJ, 

worin  7\^  und  ri^  die  Ordinaten  der  demselben  ^  entsprechenden  beid^en 
Parallelenpunkte  sind.  Betrachtet  man  A^  A{  und  B^  B(  als  Achsen  der 
X  nnd  1}',  so  ergeben  sich  nach  und  nach  folgende  Formeln  : 

d^.di], sin g>==  d^. drf  sin g/  , 

r=  ^!^  .  JJ  e  -  («''*'*  +  "'^^'^  «■'"'''  di'dV««  9 

oder 


2hk  sin  w        t*  »%  j»%    .„t  «>' 

Ilierin  bedeuten  a'  und  6'  die  Abschnitte  der  conjugirten  Durchmesser  A^  A( 
und  ByB^\  q>  den  Conjugationswinkel  derselben;  ferner  ist  für  K  und  U 
c  .,  c 


A:  «n  9>  h  sm  g> 

Man  hat  weiter 

^-*  — 

I    e  ^  Jw  =    -^— —      wenn  oA  5;7i  o)  =  p , 

J  Ahstnq)  T-        s^» 

nnd  zufolge  der  vorhorgoh enden   Gloichniigon   für  a   und  b\    U  und  A' 
wird  auch  ^  , 
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e       '  ^   dti   =   .,/  . — 7 ,    da  & Ä  ««  flp  =  p  . 

4Ä  5in  9>  XV 


Dies  giebt  zusammen 


-=i 


Denselben  Betrag  würde  man  erhalten  haben,  wenn  ursprünglich  als  be- 
stimmende Gerade  die  conjagirten  Durchmesser  ^j^/  und  B^B^  mit  den 
wahrscheinlichen  Abweichungen  +  ^i  ==  i  &'  *»w  9>'  nnd  +  ^2'  ^^  i  ^'*"*  9^ 
oder  den  Präcisionen  h'  und  k*  gegeben  gewesen  wären,  Ueberhaupt  er- 
hellt, dass  sich  die  Geraden  AA'  und  BB'  immer  durch  beliebige 
Paare  von  Geraden  ersetzen  lassen,  wenn  dieselben  und  ihre 
wahrscheinlichen  Abweichungen  so  gewählt  werden,  wie  A^A^'  und  B^B^ 
mit  +^1'  und  4:r./.  Denn  zunächst  geben  dieselben  auch  dieselbe  Haupt- 
ellipse  wie  die  ursprünglichen  bestimmenden  Geraden  und  daher  geben  sie 
auch  dieselbe  Vertheilung  der  Fehler  und  dieselben  Werthe  M  und  R. 
Zugleich  ist  soviel  ersichtlich,  dass  zwei  bestimmende  Gerade  sich 
immer  nur  auf  eine  Weise  durch  zwei  andere,  senkrecht  zn 
einander  befindliche  Gerade  ersetzen  lassen.  Um  z.  B.  za  zei- 
gen, dass  man  den  Werth  M  auch  durch  Anwendung  von  A^A^'  und  B^By 
erhält,  hat  man  folgende  Rechnung. 

Aus  den  Werthen  der  wahrscheinlichen  Fehler  senkrecht  A^  A^  und 
J?,  ß,',  nämlich 

Tj'  ==  b'  sin  (p\     r^  =  «'  sin  g>\ 
und  dem  entsprechenden  mittlem  Fehler 


Ti 


tn*   ==  — -z-=.  ,      m, 


*i   —   — 7^=-  1       "*2   —        7^ 
Q}/2  9^2 

folgt  mit  Hilfe  der  bekannten  Belation 

«2  +  6»  =  a»  +  6'2, 

!  _L   ^  '2 


'  +  r,\    r;'-\-r,'\    m.»  +  Vm/"  +  m,'^ 


sin^q>  sin^g/     '         siti^(p  sin^tp 

m(  und  m^  genügen  selbstverständlich  auch  der  Gleichung  18),  wenn  man 
die  Achse  der  x  resp.  mit  OA^  oder  OB^  parallel  nimmt.  Im  erstem  Falle 
ergiebt  sich  z.  B.  succesiVe: 

m/^  =  -^  :     r/  =  h'  sin  q/  und  da  ab'  sin  tp'  =  ab  sin  9,  auch 

, ab  sin  q>  ,^ (06  sin  (pY       1 

^1 ^^  »     »h "2^2         •   -'2  • 

Die  EUipsengleichung  liefert  femer  für  den  letzten  Factor 
!_      su,H.p-i,)  ^r^     daherist 
a^  a^  sin*(p  b^sin-g) 

,^ (b'^sin^iq) — o/;)  +  a^ sin^ yp) sin^ q> m^^ sin*^ {<p--'^)-\^ m.^^n'h\>  __     ^ 

^x    ==    -     '        2^2  ^  siri'^^  ~  «V^9         ~  '  ■ 
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14, 

Lasst  man  den  Endpunkt  Q  des  zu  m,  gehörigen  wahrscheinlichen 
Fehlers  OQ  =  r/,  der  allgemein  mit  r  bezeichnet  werden  mag,  alle  Lagen 
am  0  durchlaufen,  so  beschreibt  er  für  die  Hauptellipse  die  bekannte 
Fusspunktcurve  (Fig.  5)  mit  der  Gleichung 

worin  r  und  '^  variabel  sind  und  r  die  wahrscheinliche  parallele  Ver- 
schiebung von  A^  A(  unter  der  Neigung  ip  gegen  AJ[  bedeutet.  An  den 
Endpunkten  der  Hauptachsen  tangiren  sich  beide  Curven,  r  wird  dabei 
ein  Minimum  resp.  Maximum.     Der  spitze  Winkel  i(;  aus  der  Gleichung 

19)  r^.  sin  2(qp  — tf;)  =  r^  sin  2t/; 
entspricht  der  Lage  der  grossen  Achse,  falls  q>  selbst  spitz  ist. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  für  Q  noch  die  leitht  beweisliche  Proportion 
angeben  (Fig.  5) : 

ÖÖ':  QO:  0'0  =  Q,0^:  Q,0  :  Q^O, 
wobei  OQ  senkrecht  QQ^. 

15. 

Wie  schon  bemerkt,  lässt  sich  die  specielle  Vertheilung  der  Fehler  mit 
Hilfe  von  Coordinatenachsen  parallel  irgend  welchen  conjugirten  EUipsen- 
durclimessern  stets  angeben.  In  der  Praxis  ist  man  jedoch  auf  recht- 
winklige Coordinatenachsen  angewiesen  und  diese  gestatten  nur  die  Be- 
rechnung von  ilf ,  da  man  kein  Mittel  hat,  die  Ellipse  aus  zwei  beliebigen 
zu  einander  senkrechten  Kadien  ihrer  Fusspunktcurve  zu  finden.  Wollte 
man  dennoch  z.  B.  ans  OQ  und  OQ^  die  Fehlervertheilnng  ableiten,  also 
damit  verfahren  wie  in  Fig.  2  mit  OM  und  ON^  so  wtirde  man  um  so  grös- 
sere Abweichungen  von  der  Wirklichkeit  erhalten,  je  weiter  sich  QOQ^  von 
den  Ellipsenachsen  entfernt. 

Liegt  z.  B.  QOQ^  in  den  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den 
Hauptachsen,  so  werden  OQ  =  OQ^  =  r,  OQ'  =  0Q{ ^ 

j r^^sin'^q>{([p — 't\>)-{-r^sin^itf r^^cos^{q> — '?|;)-|-r2^C05'tf; 

sin'^  (p  sin^  q>  ' 

2sin^  q>  2 

OQ  und  Ojp, ,  in  der  angegebenen  Weise  benutzt,  würden  ftir  gleichwahr- 
scheinliche Lagen  von  P  Kreise  um  0  anstatt  Ellipsen  ergeben 

Bedarf  man  daher  einer  genauen  Einsicht  in  die  Gruppirnng  gleich- 
wahrscheinlicher  Lagen  von  P  um  0,  so  muss  auch  für  eine  Coordinate 
von  P  in  Bezug  auf  eine  dritte  Achse  der  mittlere  oder  wahrscheinliche 
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Fehler  berechnet  werden,  was,  wie  sich  später  zeigen  wird,  nicht  viel 
Mühe  macht.  Ist  die  Neigung  einer  der  drei  Coordinatenachsen  gegen  die 
Hauptachse  der  Ellipse  gleich  if/,  so  ist  für  die  betreffende  Coordinate  das 
Quadrat  des  mittlem  Fehlers 

20)    m^  =  mi^  .  cos^  ^'  +  mj^ .  sin^  tj;', 
wenn  m^  und  mj  die  den  Hauptachsen  entsprechenden  mittlem  Fehler 
bedeuten. 

Setzt  man  nun  für  drei  Coordinatenachsen  resp.  tf;'  =  if^,  i/;'  =  ip-|-45^ 
und  if;'  =s=  ip  +  90^,  so  hat  man  zur  Besimmnng  von  m^  m^  und  i^ 

2     I  2  2  2 

nii*  ==  m^^  cos  ^'^  +  Wj^  sxn  ^tj;  =  -^ — ^ — ^  -| — ^r — ~  .  cos  2^ , 

»2   = 2 2 ^ ' 

»«3^  =  2 2  ^^*    *• 

Führt  man  abkürzungs weise  noch  m4  für  '^'  =  ip  -f-  135^  ein,  wo 

t«2_«,2l»„2         «,2_    ^1^  +  ^2^       I      ^1^  "^  ^2^     0.V.-9-/. 

SO  wird 

\  W  +  »»2')  =  W  +  ms')  =  (m?  +  ni4*) 
zur  Berechnung  von  m^  und  Wj.     Damit  besimmt  sich  auch  ip  aus  einer  der 
obigen  Gleichungen.     Die  zu  m^  und  m^  gehörigen  r  sind  die  Hauptachsen 
der  Ellipse. 

16. 

Nur  selten  kommen  in  der  Praxis  schiefwinklige  Coordinaten- 
87 Sterne  vor.  Die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Coordinaten  gestatteten 
hier  auch  die  Berechnung  von  M  nicht  und  liefern  nur  zwei  Paare 
gegenüberliegender  Punkte  der  Fusspunktcurve,  wenn  die  Achsen  nicht 
zufällig  parallel  conjugirten  Durchmessern  liegen,  was  man  indess  nicht 
wissen  kann. 

Polarcoordinaten,  überhaupt  alle  solche  Coordinatensysteme, 
welche  am  Punkte  zwei  zu  einander  senkrechte  Richtungen 
markiren,  ersetzen  in  jeder  Beziehung  rechtwinklige  Coordinaten. 

Beitimmiing  der  Genauigkeit  eines  Punktes  ans  der  Angabe   mehrerer   von  einaader 

unabhängiger  Geraden. 

17. 
Benutzt  man  zunächst  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem  mit  dem 
Neigungswinkel  9>,   so  sind  die  Gleichungen  der  Geraden  im  Anschluss  au 
Fig.  6,  wenn  p  und  q  die  Ahschnittc  der  Geraden  auf  den  zn  den  x  und  y 
senkrechten  Achsen  bezeichnen : 
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fi'i      Pi  tf»     p« 

Ferner  mögen  «j e^  die  n  Abstände  eines  Punktes  P  mit  den  Coordi- 

naten  a:,  y  von   den  Geraden  sein,   und  mj »i^  die  mittlem  Fehler, 

A,  .,..hn  die  Maasse  der  Genauigkeit  —  in  Zukunft  kurz  Präcisionen  ge- 
nannt —  der  einzelnen  Geraden  bedeuten.  Dann  ist  zunächst  irgend  ein 
Abstand  e  (Fig.  6) 


22) 
oder  auch 


B  =  (-^ p\  sin  y  +  -. •  sin  (y  —  g>) 

\8tn  q>        J        '    ^    smtp  ^ 


p    ,  q        pg  stn  g> 

T 


£  =  a:.^  +y  .  -- 


23)    a  =  _A  +  a:.^  +  y.  ^, 


worin  der  Abstand  X  der  Geraden  vom  Coordinaten- Anfange  als  Beobachtungs- 
grösse,  zu  der  m  als  mittlerer  Fehler  gehört,  erscheint,  /  aber  die  Länge  der 
Geraden  zwischen  den  Achsen  bezeichnet.  Bekanntlich  werden  x  und  y 
so  bestimmt,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  aller 
Fehler,  nämlich  der  Abstände  s,  ein  Maximum  wird;  also,  wenn  n^^ ...  n;„ 
die  Wahrscheinlichkeiten  der  Fehler  Null  senkrecht  zu  den  verschiedenen 
Geraden  bezeichnen,  und  e  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist, 

H 

Dies  ist  gleichbedeutend  mit   2  (A^  a^)  =  Min, 

Daraus  finden  sich  für  die  wahrscheinlichsten  Coordinaten  x  und  y 
die  Gleichungen 

o  et  oy» 

-—  =  0,    ;r—  =  0,    oder  ausgeführt 
ox  oy 


U) 


-^(^■*')+»-^(4f*')-^(T")-°' 


Für  andere  Lagen  des  Punktes  P,  dessen  Coordinaten  mit  x  +  w, 
//  -j-  V  bezeichnet  werden  mögen,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
tretens „ 

—  i;  (Ä« .  z^ ««) 

Wu,v  =  Max.e       ^ 
wenn  Max,  den  Werth   der  Wahrscheinlichkeit  für  die   wahrscheinlichste 
Lage  {x ,  y)  des  Punktes  P  bezeichnet  und 

ist,  woraus  mit  Hilfe  von  24)  hervorgeht 
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26) 


Wu^v=  Max  .  e 


-i(«.-f   +..f>A« 


=  Max  .  e 

Die  s  sind  hierbei  die  Abstände  des  Punktes  (ar  +  w>  y  +  *')>  ^^^^ 
kurz  (w,  r),  von  Parallelen  zu  den  bestimmenden  Geraden,  gezogen  durch 
die  wahrscheinlichste  Lage  (x,  y). 

Für  das  Max.  selbst  ergiebt  sich  noch 

26)    Max .  =  (W|  .  r^*2  •  •  •  ^«)  •  ^ 
worin  f  die  der  wahrscheinlichsten  Lage  entsprechenden  Abstände  von  den 
Geraden  bedeuten. 

Man  sieht  leicht  ein ,  dass  diese  Resultate  unabhängig  von  der  beson- 
deren Lage  der  Coordinatenachsen  sind  und  ist  daher  zu  dem  Satze 
berechtigt : 

Ist  ein  Punkt  durch  mehrere  Gerade  bestimmt,  so 
liegen  (naoh  Gleichung  25)  um  den  wahrscheinlich- 
sten Ort  desselben  alle  Lagen  gleicher  Wahrschein- 
lichkeit auf  concentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Ellipsen. 
Damit  ist  in  der  Hauptsache  der  allgemeinere  Fall  auf  den  besonderen 
zweier  Geraden  zurückgeführt. 

18. 
Für  die   weitere  Ausführung  möge  zu  rechtwinkligen  Coordinaten- 
achsen übergegangen  werden,   da  schiefwinklige  sich  nach  Abschnitt  16. 
weniger  empfehlen.   Indem  g>  =  90"  wird,  gehen  die  Gleichungen  21),  23), 
24),  25)  über  in 

27)  0  =  —  A  —  X  cos  y  -\-  y  sin  yy  (allgemeine  Form  der  Gleichung 
einer  Geraden), 

28)  e  =  —  l  —  X  cos  y  -{-  y  sin  y  y  (Fehlergleichung),  und 
X  .  2  (Ä^  cos^  y)  ■—  y  .E(h-  cos  y  sin  y)  +  2;  (Ä*  X  cos  y)  =  0, 

'X  .  2  (ä2  cos  y  sin  y) -^  y  .  Z  (Ä^  m^  y)  —  2"  (äU  sin  y)  =  0, 
worin  y  den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  zu  den  Coordinaten  a: 
senkrechte  a:-Achse  bezeichnet. 
Hieraus  folgen 

'  a:  =  iV  .  r  [Ä^^  K^piXa  sin  y^  —  Xß  sin  ya)  sin{ya—  yß)}  , 
y  =  N  .  2  [Ä^a  ÄyA„  cos  yp  —  Xß  cos  ya)  sin  {ya  —  //*)], 
N=l:£  [A'^„  AV  sin^  {ya  —  7/»)] , 
2  in  Bezug  auf  alle  paarweisen  Combinationen  der  Zahlen  1  ....  n  (ohne 
Wiederholung). 
Ferner  ist 

31)    W„^v==Max.e  L       ^  '^  '' J ,    und 
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für  das  Maximum  von  W  oder  für  das  Minimum  der  Fehlerquadrate  nach 
Gleichung  26) 


Z(-AfÄ')=— i^. 


_  2"    1  ^  +Ay««(y^-y«)]/' 

wobei  die  Indices  cc  ß  y  unter  den  Zahlen  1  his  n  alle  Comhinationen  zu 
drei  mit  Wiederholung  bilden.  (Index  y  und  Winkel  y  können  nicht  wohl 
vorwecbselt  werden,  sodass  die  Bezeichnungsweise  auch  nicht  zu  Irrthümern 
Voranlassung  giebt.)  Zieht  man  zusammen,  so  wird  für  Comhinationen 
ohne  Wiederholung  in  der  Summe  rechts 

Z  i-Xsh^)  =  N     £  1^^"'  ^^^  ^^^^ '  1^^"  *'"  ^^^  "  ^^^  +  ^^  ^'^  ^^^  ■"  ^''^H 
1  +^r  sin{ya  —  yfi)J^j' 

Speciell  für  3  Gerade  sind  die  wahrscheinlichsten  drei  Abstände  e 

£,=iv.V.V.^t«(yi-y3).{         -^  -^  -^      }' 

f3=^Äi^-V.««(y2-yi){         -^  -^  "^      }' 

woraus  die  Proportion  folgt,  wenn  man  nur  die  absoluten  Werthe  der  s 
berücksichtigt , 

wo  5(,  «2)  ^3  die  3  Seiten  des  fehlerzeigenden  Dreiecks  gegenüber  den 
Winkeln  y^  —  yj)  7i — ys  ^^d  /j  —  Vi  (ohne  Rücksicht  auf  den  Quadranten) 
bezeichnen.  Die  wahrscheinlichste  Lage  des  Punktes  lässt  sich  hiemach 
leicht  constmiren.  *) 

19. 
Um  die  Lage  der  Ellipsenhauptachsen  zu  erhalten,  werde  das  nach 
der  wahrscheinlichsten  Punktlage  verschobene  Coordinatensystem  um  den 
Winkel  ^  gedreht;  es  ist  dann  zu  setzen  für  die  ursprünglichen  u  und  v 
ausgedrückt  in  den  neuen  Coordinaten  u  und  v 

u  =  u  cos  'ip .+  V  sin  tlf\     v  =:  —  u  sin  1^  +  »  co5  1/; . 
Wählt  man  nun  if;  so,  dass  der  Exponent  von  ^»,0  rein  quadratlKch 
wird,   so  bezeichnet   das  neue   Coordinatensystem   auch  die  Lage   der 
Hauptachsen.     Aus  Gleichung  31)  folgt 
^^.    ftan  2tf;  ==  2;  (Ä^  sin  2y)  :  £  {k^  cos  2y)  und  der  Exponent  wird  gleich 


-)  {?it^ 


u^  .  E  [K^  cos^  (1/; - y)]  +  r'2  .  ^  [Ä^  sin^  (ip- y)] . 
Die  Coefficienten  von  u^  und  v^   sind  die   Präcisionen    in    der 
Bestimmung    der    Lagen    der    Achsen    der   u    und   v\     oder   der 


*)  Dasselbe  ist  bei  n Geraden  immer  dadurch  zn  ermöglichen,  dass  man  mit 
Hilfe  der  Hanptellipse  für  zunächst  zwei  Gerade  1  und  2  zwei  andere  substitiiirt, 
^eren  eine  parallel  einer  dritten  geht,  mit  der  sie  sodann  zu  einer  einzigen  be- 
stimmenden Geraden  vereinigt  wird.     Man   bemerkt  leicht,  wie  dieses  Verfahren 

^Qm  gewünschten  Ziele  zn  führen  im  Stande  ist.  ^  1 
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Hauptachsen  selbst,  und  die  diesen  Präcisionen  entsprechenden  wahr- 
scheinlichen Fehler  gehören  als  Hauptachsen  zu  der  Hauptellipse.  Führt 
man  den  Werth  Von  i^  ein,  so  ergiebt  sich  die  Präcision  für  die 
Achse  der  k',  d.  i.  auch  die  Präcision  in  der  Bestimmung  der  Coordinate 
u  senkrecht  zu  dieser  Achse ,  gleich 


33) 


-1  E  K^  +  y\i:  [h^  sin  2y)f  +  {Z  {K^  cos  2y)Y  } 


für  die  Präcision  in  der  Lage  der  Achse  der  v  ist  die  Wurzel  des  letzten 
Ausdrucks  negativ  zu  nehmen. 

Lage  und  Grösse  der  Ellipse  sind  unabhängig  von  der  Wahl  des  Co- 
ordinatensysteroes ;  für  die  Grösse  der  Hauptachsen  ist  dies  unmittelbar  klar. 
Die  erste  der  Gleichungen  32)  zeigt  ferner,  dass  (if;  —  y)  für  Drehungen 
des  rechtwinkligen  Systemes  constant  bleibt,  daher  gilt  der  Satz  in  der 
That  auch  für  die  Lage  der  Ellipse. 


20. 

Zur  Berechnung  der  Präcision  in  der  Bestimmung  einer  der  ursprüng- 
lichen Coordinaten,  etwa  des  o:,  suche  man  zuerst  die  zur  Richtung  der 
ar- Achse  (oder  Achse  der  u)  conjugirte  Richtung,  indem  man  die  y-Achse 
(oder  Achse  der  v)  um  tf;— 90^  dreht  und  ^  so  wählt,  dass  c*,  der  Exponent 
von  e  in  dem  mit  Max,  bezeichneten  Ausdrucke  rein  quadratisch  wird.  Es 
ergiebt  sich  nach  und  nach 

u  =  u  y    V  =  u  cot  'tj;  -^  V  CSC  tf; , 


und  für 
34) 


^2=2:    1  fi^  .  f-usinj'^^y)  +  v  sin  y  y] 

\       sin^  '\\>        J     ^  \     stn^  ^     ) 

wird 

(an  ^  =  2J  {k^  sin^  y)  :  H  (A*  cos  y  sin  y) . 


Der  Factor  von  u^  ist  das  Quadrat  der  Präcision  in  der  Bestimmung 
von  X  und  werde  mit  ff^^  bezeichnet,  if/  sei  die  Präcision  in  v  und  Hi 
diejenige  in  der  Bestimmung  von  y,  welche  Grösse  iTj  aus  JI^  durch  Ver 
tauschung  von  y  mit  90®  -|-  y  hervorgeht.     Indem  nun 

sin^  ^  =  [2  (/j2  ^,>,2  y)]2  :  ^ [2  (ä2  sin'^  y)f  +  [^ (Ä^  cos y  sin y]^}  , 
giebt  eine  leichte  Zwischenrechnung 

.    iffi^  =  {i:  (h^  cos^  y)  .  E  (Ä'  sin'^  r)  —  S  (Ä^  cos  ysiny)\iE  (Ä^  sin'^  y) 
^    \  oder    ff^^  =  l:  N  .E{h'^  sin^  y) 

und  damit  ist 

30)  7/.;^  =  1  :  iV  .  Z  (ä2  cos^  y)  ,     ßf  ^{^  i^  ßjeichung  30). 
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Ferner  findet  man 

Zr/2  =   ^[2;(ä2  sin"^  y)]2  +  [2:(A2  cosysiny)Y}  :  £ {k'^  sin'^  y). 
Nun  ist 


917  2  ^   9»  2 


2^i2  -r  2ff^i  -r  2  2-  [Ä^^A^^  ^,v,2  (y^  _  y^)j 


und  tiomit  auch  M'^  =  -.  N  .  Zh'^ 


)  37).  *) 


Dieser  Werth  mnss  sich  aach  aus  den  Präcisionen  senkrecht  zu  den 
KUipsenhanptachsen  ergeben  (vergl.  Gleichung  33) ,  und  in  der  That  ist 

wobei 

Uebcrdiess  genügen  auch  ^j  und  H(  der  Gleichung 

^*  =  (  o  p  2  +   nu"!  )  ■  *"*^  ^  »    ^^®  leicht  zu  zeigen  ißt. 

Z^i  und  ^2  werden  auf  bekannte  Weise  auch  aus  Gleichung  29)  gefun- 
den. Setzt  man  erstens  daselbst  Z{}^l.cosy)  =  (—1)  und  —  £{h'^ksiny)=Oy 
80  geht  0?  in  (1  :  ffi^  über;  wird  zweitens  der  erste  dieser  WertheNull,  der 
zweite  gleich  ( —  1)  gesetzt,  so  geht  y  in  (1 :  /Tj^)  über.  Bedarf  man  nun 
H  noch  für  eine  andere  Richtung  (vergl.  Abschn.  15.),  so  nehme  man  diese 
als  Achse  der  x\  transformire  die  Gleichungen  28  und  29)  und  verfahre 
nun  wie  oben  bezüglich  derTerme  der  Gleichungen,  welche  x'  und  y'  nicht 
enthalten. 

21. 

Hiermit  ist  denn  der  allgemeinere  Fall  mehrerer  Geraden  auf  den  be- 
sonderen nur  zweier  Geraden  zurückgeführt  und  es  bedarf  nur  noch  der 
Bemerkung,  dass  die  neugewonnenen  Formeln  mit  den  entsprechenden 
froheren  identisch  werden,  sobald  alle  Gerade  bis  auf  zwei  in  Wegfall 
konmien.     Ans  Gleichung  37)  ergiebt  sich  alsdann 

M^  =  J\  T:,    \,     =   '22'   >    ^ie  in  Gleichung  17). 

Für  die  Lage  der  Hauptachsen  geht  Gleichung  32)  über  in 

lan  2t(;  ==  —-« — ?— ,    ,  ,  ,    wobei  die  iC-Achse  in  Richtung  der  ersten 

Äj^  COS  2^2  +  ^1 

Geraden  angenommen  wurde;  dagegen  giebt  Gleichung  19) 


*)  H^  und  iW*  enthalten  nur  Quadrate  der  Sinus,  daher  werden  im  Folgenden 
die  Winkel,  soweit  sie  nur  zur  Berechnung  von  H^  und  M"^  dienen,  ohne  Rücksicht 
auf  den  Quadranten  bestimmt  werden. 
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ian  2a(;  =  *       — j — ^    und  weil  qp  =  y^  ist,  geht  dieser  Werth  in 

Ti      COS  u^   "^    Tj 

den  vorigen  über. 

Für  die  Länge  der  Hauptachsen  lässt  sich  durch  ähnliche  Rechnung 
ein  Gleiches  nachweisen,  was  hier  weiter  nicht  ausgeführt  zu  werden 
braucht. 

22. 

Bei  den  vorigen  Rechnungen  wurden  die  Präcisionen  h  als  bekannt 
vorausgesetzt.  Sehr  oft  jedoch  kennt  man  nur  sogenannte  Gewichte  g, 
die  sich  wie  die  Ä^  verhalten,  und  benutzt  die  Ausgleichungsresultate,  die 
wahrscheinlichsten  Wcrtho  der  h  kennen  zu  lernen.  Die  Theorie  lehrt, 
dass  bei  n  Geraden  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  gleich  ist 


~  r     n~2  ' 


worin  6  wieder  die  wahrscheinlichsten  Abstände  bezeichnet.  Die  Prä- 
cision  der  Gewichtseinheit  wird  daher  gleich  1  :  ]f/2ft'^ ,  oder  es  ist  für  das 
Gewicht  g 

V  =  ((/:2|it2). 

Ist  nun  Ä*  von  vornherein  genau  bekannt  und  gr  =  ä^  .  i  gesetzt  worden, 
so  muss  sich  jetzt     i  =  2/»^     ergeben. 

Aus  der  Uehereinstimmung  oder  Nichtübereinstimmung  beider  Wertbe 
kann  man  einen  Schluss  auf  die  Zulässigkeit  der  bei  Abschätzung  der  h 
dienenden  Principien  machen.  Jeder  geometrische  Ort  stützt  sich  auf 
Winkelmessungen  und  feste  Punkte.  Soweit  h  von  ersteren  abhängt,  wird 
man  es  ziemlich  genau  augeben  können ;  die  festen  Punkte  betrachtet  man 
meist  als  fehlerfrei.  Es  muss  daher  im  Allgemeinen  der  Ueberschuss  von 
2tt^  über  t  den  mittleren  Fehler  der  festen  Punkte  charakterisiren,  oder  zur 
Entdeckung  unberücksichtigter  Fehlerquellen  führen. 

23. 

Die  Präcisionen  h  der  Geraden,  und  wenn  es  möglich  ist, 
auch  die  Lage  der  Geraden  wird  man  so  wählen,  dass  M  sich 
möglichst  klein  ergiebt.  Doch  ist  es  auch  sehr  wünschenswerth ,  dass 
H  für  alle  Richtungen  durch  die  wahrscheinlichste  Lage  des 
Punktes  gleich  werde,  d.  h.  dass  die  Ellipsen  gleichwalir- 
scheinlichcr  Lagen  in  Kreise  übergehen. 

Nach  Gleichung  33)  tritt  Letzteres  ein  für 

0  ==  2:  (/i^  cos  2y)  =  H  (K^  sin  2y) 
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Diese  Bedingang  gilt  für  jede  Lage  der  x- Achse,  auf  welche  sich  die 
/  beziehen.  Schreibt  man  daher  die  erste  der  vorigen  61oicl\ungen  noch 
in  der  Form 

39)    £  (Ä^  cos^  y)  =  -2  (A2  ««2  y)  ^ 

80  hat  man  für  Gleichheit  der  ^  die  Bedingung*):  £s  müssen  sich  die 
A^  unter  den  doppelten  Neigungswinkeln  ihrer  zugehörigen  Geraden  zu 
einem  vollständigen  Polygone  zusammenstossen  lassen  (nach  Gleichung  38), 
oder  es  muss  die  Summe  der  Quadrate  der  Projectionen  der  h  zu  zwei  zu 
einander  senkrechten  Richtungen  gleich  sein.  In  der  letztern  Ausdrucks- 
weise ist  aber  noch  eine  Ungenauigkeit ,  denn  liegen  die  zwei  Projections- 
acbsen  gerade  in  den  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den  Ilaupt- 
achsen,  so  ist  Gleichung  39)  erfüllt,  auch  wenn  nicht  alle  ff  gleich  sind. 
Obgleich  nun  nicht  zu  vermuthen  ist,  dass  dieser  Ausnahmefall  eintritt, 
ist  es  doch  nothwendig,  die  Summe  der  Quadrate  der  Projectionen  noch 
für  eine  dritte  Achse  zu  bilden. 

Sind  Gleichung  38)  und  39)  erfüllt,  so  wird  M^  ein  Minimum  unter 
der  Bedingung  von  2'Ä^  =  Const.  und  bei  unveränderlichen  Neigungen 
der  Geraden  zu  einander.     Man  hat  aus 

^2  __  j|f,„^  ^m;ij        _^  jffax^  oder  2  {hahß'^sin^{fd'-yß))  =  ^^a^. 
Es  muss  daher  fnr  beliebige  Systeme  von  dh  die  Gleichung  bestehen : 

worin  K  eine  noch  zu  bestimmende  Grösse  ist.  Die  Ausführung  der  Rech- 
nung giebt  zur  Bestimmung  der  «  +  1  Unbekannten  h^  ,  ,  .  ,  /i^^  K  die 
«  -|-  1  Gleichungen 

o=-c+v  +V  +...+Ä/I-1«  +Ä«« 

^Q)|o=— Ä     ■  +V««*(yi— yt)+-"+^'*-i'««Yyi— y«-i)+Ä'«*««*ryi— y«) 

0=— Jir+Äi»«m*(yii— yi)+Ä2««n«(y«— 72)  +  • .  .+Ä«-i*«V(y«— y/t-i) . 
Die  zweite  bis  (n4-l)te  Gleichung  sagen  ans,  dass  R^^  iTj,  ...^«,  das 
sind  die  Präcisionen  der  Geraden  nach  der  Ausgleichung ,  einander 
gleich  werden  sollen,  und  da  die  Gleichheit  dreier  dieser  ff  diejenige  der 
sämmtlichen  ff  nach  sich  zieht,  so  sind  (n  —  3)  der  h  für  ein  Minimum  von 
Vim  obigen  Sinne  beliebig.  Trotzdem  kann  der  Fall  eintreten,  dass  ein 
Minimum  nicht  möglich  ist,  sobald  sich  nämlich  einzelne  A^  negativ  er- 
geben **).      Die  Unmöglichkeit  eines   Min,   tritt  stets   da   ein, 


*)  Man  vergleiche  hierüber,  sowie  über  die  im   Gleichungssystem  40)   nach 
[lasBung  der  ersten  Gleichung  vorkommende  Determinante:  Baltzer,  Deter- 
minanten 2.  Aufl.    §  17.  (1.  2  etc.)  und  §  3  (16.  17). 

**)  Ein  negatives  1^  bedeutet,  man  soll  die  Gerade  um  90**  drehen  und  ihr  die 
Präcision  gleich  dem  absoluten  Werthe  des  berechneten  h  beilegen. 
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wo  sich  die  h'^  zu  keinem  Polygone  zasammenstossen  lassen 
(nach  Gleichung  38),  d.  h.  wenn  sich  alle  Geraden  in  einem  spitzen 
Winkelraume  schneiden.  Im  andern  Falle  lassen  sich  mit  Hilfe 
einer  Figur  nach  Gleichung  39)  die  h  leicht  ausprobiren,  indem  es  ja 
auch  meist  auf  strenge  Gleichheit  der  h  nicht  ankommt.  Doch  sind  stets 
die  K^  in  Grenzen  eingeschlossen,  und  man  erhält  diese,  indem  man  zu- 
nächst drei  der  K^  diurch  C  und  die  andern  K^  ausdrückt  und  diese  sodann 

Q 

variirt,  u.  s.  w.    Der  Werth  K  findet  sich  nach  Gleichung  38)  zu  —  . 

Es  mag  noch  erwähnt  werden ,  dass  die  Unbestimmtheit  des  Maximal- 
systems der  A  den  Vortheil  gewährt,  gleichzeitig  noch  andere  Bedingungen 
erfüllen  zu  können,  wozu  namentlich  diejenige  als  von  Wichtigkeit  zu 
rechnen  ist,  bei  constantem  M^  die  aufgewandte  Mühe  möglichst  klein  zu 
machen.  Die  weitere  Ausführung  muss  indess  besonderen  Fällen  vorbe- 
halten bleiben  (vergl.  Abschnitt  34). 


24. 

Vorstehende  Betrachtungen  liefern  ausser  Erreichungen  des  Haupt- 
zweckes noch  nebenbei  die  geometrische  Deutung  der  Ausglei- 
chung der  beobachteten  Werthe  einer  Function  zweier  Ver- 
änderlichen mit  zwei  zu  bestimmenden  Constanten,  hier  den 
Coordinateu  x  und  y.  Zugleich  sieht  man  deutlich,  was  es  heisst:  den 
mittlem  Fehler  einer  Function  der  Constanten  x,  y  anzugeben. 

Z.  B.  die  Function  «ten  Grades  von  x,  y 

wird  man  zunächst  linear  machen  durch  EinHihrung  scharfer  Näherungs- 
werthe.  Entspricht  Zq  den  Näherungswerthen  x^^  und  ^q,  so  ist  für  die  Ver- 
besserungen von  x^^  und  y^ ,  die  Jx  und  Jy  heisscn  mögen, 

—  .z      /fz  =  -  -  .  Jx-j--—  .  Jy,    oder 
n       0  dx  dy 

-.(^.^)  +  .,.(f.^)-..=o, 

und  in  dieser  Form  hat  man  die  Gleichung  einer  substituirten  Geraden, 
nämlich  einer  Parallelen  zu  derjenigen  Tangente  der  Curve,  welcher  (xQ^y^) 
am  nächsten  liegt.  Jz  bezeichnet  den  Abstand  dieser  Parallelen  von  («o»yo)- 
Derselben  entspricht  diejenige  Präcision  J7,  welche  zu  einer  Geraden  unter 
der  Neigung  y  gegen  die  Achse  der  x  gehört ,  wo 

df 


tan  y  =  — 


9y 


JL 

dx 
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Ist  hierdurch  die  Präcision  für  ^z,  also  auch  ftir  z  gefunden,  so  ist  es  nicht 

mehr  schwierig,  auch  fUr  /'(o:,  y)  selbst  sie  anzugeben. 

Beispiel.     Der  Abstand  des  Punktes  (^,  y)   vom  festen  Punkte 

(a;i,yi)  ist 

«2  =  (a;  —  ir,)2  +  (y  —  y,)l 

Sind  Xq  und  y^  Näheruugswerthe  von  s  und  entspricht  ihnen  ein  C(„ 
so  wird 

Hat  man  nun  das  H  und  damit  den  mittleren  Fehler  m  für  Jb  ermittelt, 
so  wird  +  2  f Q  m  der  mittlere  Fehler  in  c^  selbst  sein,  wenn  hierin  für 
X  und  y  die  wahrscheinlichsten  Coordinaten  gesetzt  wurden. 

m  selbst  ist  von  der  Entfernung  beider  Punkte  unabhängig,  und  sucht 
man  einen  mittlem  Werth  des  mittlem  Fehlers  im  Abstände  von  be- 
liebigen andern  Punkten  (orp  y^),  so  ist  es  nur  nöthig,  diese  für 
eine  Ereisperipherie  um  {x,  y)  zu  betrachten.  Ohne  weitere  Bemerkung 
leuchtet  ein,  dass  das  mittlere  Quadrat  aller  m  wird  im  Anschluss  an 
Gleichung  20): 

-^"^^  1       /*  m2-J-m2         1 


25. 


Bisher  war  angenommen  worden,  dass  die  bestimmenden  Geraden 
von  einander  unabhängig  bestimmt  seien;  anhangsweise  möge  jetzt  der 
Fall  erörtert  werden,  wo  diess  nicht  mehr  so  ist.  Einem  Paare  scharfer 
Näherungswerthe  der  Coordinaten  entspreche  ein  gewisses  System  von 
Werthen  der  Beobachtungsgrössen ;  aj,  a^  ...  a^  sollen  nun  die  Ergän- 
zungen dieser  Werthe  zu  den  wirklichen  Beobachtungsgrössen ,  a/,  a^  ... 
^p  aber  die  Ergänzungen  zu  den  wahrscheinlichsten  Werthen  der  Beob- 
achtungsgrössen bezeichnen.  Versteht  man  noch  unter  x  und  y  die  wahr- 
scheinlichsten Ergänzungen  der  Näherungswerthe  der  Coordinaten ,  so  ist 

0  =  aar  4"  ^y  +  <^«i'  +  ^^i  +  ••••+  3'*'/ 
die  Form  der  »Gleichungen  zur  Bestimmung  von  x  und  y,  worin  die  Coef- 
ficienten  Functionen  der  Näherungswerthe  aller  Grössen  bedeuten.  Da  fer- 
°®'  P  r^  'i  ist,  kann  man  n  der  a  durch  a:,  y  und  die  (p — «)  andern  a  aus- 
drücken und  letztere  als  zu  bestimmende  Constanten,  wie  x  und  y,  be- 
trachten. Bezeichnet  man  sie  daher  noch  mit  Zj ,  z^^  etc.,  so  nimmt  das 
Gleichungssystem  die  Form  an  Digitizedby  GoOglc 


98      Studien  über  rationelle  Vermessnngen  im  Gebiete  der  hohem 
«2'  =  ^a:  +  ^^y  +  ^2^1  + +  />2V-» 


f  p    ...  .  "j"  Zp^H 

Setzt  man  bierin  links  für  a  cr-|-  zfor,  so  bestimmt  man  bekanntlich  or,  y,  z  etc, 
derartig,  dass  2'(ä^.  ^^^oj)  ^in  Min.  wird. 

Der  Ausdruck  fttr  die  Wahrscheinlichkeit  eines  andern  Constan- 
ten Systems  X  -f-  JXj  y  -f-  -^y»  2  +  ^/z  u.  s.  f.  lässt  sich  immer  auf  die 
Form  bringen  *) : 

—  S  (A.Jx  +  B.Jy  + +  D.  Jzp^n)*  .  h?  , 

FT,  =  X,  .  e         1      ' 

worin  x,  in  Bezug  auf  die  J  constant,  h,  die  Präcision  in  «<  ist.  Bildet 
man  weiter  die  Summe  aller  fV^  für  alle  möglichen  /^z^^  Jz^y  ...  ^2:^.«, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form 

worin  wieder  Xj,  P,  Q,  R  von  Jx  und  Jy  unabhängig  sind. 

Dieser  Ausdruck  sagt  aber  aus,  dass  immer  sich  gleichwalir- 
schcinliche  Lagen  des  zu  bestimmenden  Punktes  um  die 
wahrscheinlichste  Lage  herum  in  Ellipsen  gruppiren,  womit 
daher  der  allgemeinste  Fall  auf  den  einfachsten  „zweier  unabhängigen 
Geraden"  zurückgeführt  worden  ist     (Vergl.  Abschnitt  39.). 


II.     lieber  das  Einschalten  von  Netzpunkten  in  ein  grosseres 
,,  bekanntes  ^^  trigonometrisches  Netz. 

26. 
Ist  eine  Landestriangulation  bis  zu  Dreiecken  von  0,5  bis  2  Meilen 
Seitenlange  herabgekommen,  so  wird  es  sich  darum  handeln,  eine  grosse 
Anzahl  weiterer  Punkte  nach  den  gegebenen  behufs  Detailaufnahme  ein- 
zumessen, sodass  deren  durchschnittliche  Entfernung  0,1  bis  0,3  Meilen 
beträgt.  Der  grösste  Thcil  dieser  neubestimmten  Punkte  muss  zugänglich 
sein,  da  sie  zum  Ausgange  weiterer  Messungen  dienen  sollen.     Man  wird 


*)   Ein  Beweis  hier^i;  findet  sich  in  den  Seite  75  unter  Anmerkung  *^)  citir- 
ten  Werken.  r^^^^T^ 
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daher  im  Aligemeinen  zu  ihrer  Bestimmung  einen  dreifachen  Weg  ein- 
schlagen können : 

1)  Man  beobachtet  von  den  Hauptpunkten  die  Kichtungen  nach  den 
Nebenpunkten ; 

2)  man  beobachtet  umgekehrt  auf  den  Nebenpunkten  die  Richtungen 
nach  den  Hauptpunkten ; 

3)  man  beobachtet  Beides,  combinirt  also  Methode  1)  und  2). 

Wegen  der  ungeheuren  Complicirung  des  Rechnungswerkes  sowohl, 
als  auch  wegen  des  geringeren  Genauigkeitsgrades  bei  gleicher  Mühe  der 
Winkelmessungen  ist  dasjenige  Verfahren,  zwischen  den  Nebenpunkten 
selbst  ein  Netz  zu  bilden  und  dieses  in  das  Hauptnetz  einzuhängen,  nicht 
in  Gebrauch.  Nur  für  benachbarte  Nebenpunkte  erhält  man  zwar  auf  diese 
Weise  eine  grössere  Sicherheit  in  der  Bestimmung  der  Verhältnisse  ihrer 
Entfernungen  (also  der  Figur  zwischen  diesen  Punkten);  jedoch  genügen 
auch  hierzu  die  Angaben  jener  drei  Methoden,  welche  jeden  Nebenpunkt 
direct  auf  die  Hauptpunkte  stutzen  und  so  seine  Lage  gegen  diese  weit 
schärfer  zu  berechnen  gestatten. 

Berücksichtigt  man  gleichviele  Hauptpunkte ,  wie  dies  jedenfalls  für 
die  beiden  ersten  Methoden  geschehen  muss,  auch  bei  der  dritten  der- 
selben, so  kann  von  einem  Vergleiche  mit  jenen  beiden  nicht  die  Rede 
sein.  Ein  solcher  hat  erst  dann  Sinn,  wenn  im  dritten  Falle  weniger 
Hauptpunkte  zur  Bestimmung  eines  Nebenpunktes  zugezogen  werden,  und 
er  soll  hier  überhaupt  nur  anhangsweise  dem  Vergleiche  der  1.  und  2. 
Methode  folgen,  insofern  dieses  völlig  genügen  wird. 

27. 

„  In  theoretischer  Beziehung  ist  nun  im  Allgemeinen  die  zweite  Me- 
thode, bei  nur  drei  Hauptpunkten  *  Pothenot'sche  Aufgabe '  genannt,  die 
vorzüglichste;  aber  auch  in  praktischer  Hinsicht  bietet  sie  manche  Vor- 
theile  vor  der  ersten." 

Zur  Begründung  dieses  Satzes  möge  vorerst  der  letztere  Gesichts- 
punkt angenommen  werden.  Dabei  sind  zu  berücksichtigen  1)  die  Situation 
der  Nebenpunkte  und  2)  die  Menge  der  Arbeit  mit  dem  Theodoliten  und 
die  der  Ausgleichungsrechnung. 

Die  Nebenpunkte  liegen  meistens  tiefer  als  die  Hauptpunkte,  diese 
lassen  sich  daher  leicht  und  gut  von  jenen  visiren ,  während  umgekehrt  die 
Aufsuchung  und  das  Anvisiren  der  schwachen  Signalstangen,  durch  welche 
man  die  Nebenpunkte  sichtbar  zu  machen  hätte,  der  grössern  Entfernung 
und  des  schlechten  Hintergrundes  wegen  oft  sehr  misslich  werden  wird. 
Es  ist  dieser  Umstand  der  schnellen  Ausführung  der  Arbeit  nachoier  ersten 
Methode   entschieden  bedeutend   hinderlicher,   als  der^.  l).ei^  ^dgg^F^|g 
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Methode  nöihige  häufige,  doch  leicht  %a  bewirkende  Umzug  nach  naheoi 
benachbarten  Nebenpunkten.  Die  Situation  der  Neben  punkte 
spricht  mithin  zu  Gunsten  der  zweiten  Methode. 


Hinsichtlich  der  Menge  der  Arbeit  mit  dem  Theodoliten  und  der- 
jenigen der  Attsgleichungsrechnung  lässt  sich  Folgendes  anführen : 

1)  Bei  Winkelbeobachtungen  entsprechen  den  ^Richtungen  von 
den  9  Hauptpunkten  nach  einem  Nebenpunkte  ^  Winkelmessungen ;  eben- 
soviele  lassen  sich  auf  dem  Nebenpunkte  zwischen  den  ^  Hauptpunkten 
vornehmen  und  man  hat  hierbei  noch  den  Vortheil  der  Auswahl  unter  den 

-— - — -  möglichen  Winkeln   zu  günstigst  wirkenden  Schnitten.      Jeder 

Winkel,  hier  wie  dort,  liefert  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Coordi- 
naten  des  Nebenpunktes  und  wenn  nur  für  letztere  durch  eine  Uebersichts- 
menselaufnahme  der  Nebenpunkte  erst  vorläufige,  durch  darauf  sich  stützende 
Berechnung  aus  zwei  guten  Schnitten  scharfe  Näherungswerthe  bekannt 
worden  sind,  macht  die  Aufstellung  und  Auflösung  der  Gleichungen  in  bei- 
den Fällen  nahezu  dieselbe  Mühe.  Ueber  die  wirklich  erlangte  Genauig- 
keit wird  die  theoretische  Vergleichung  später  das  Nöthigste  angeben. 

2)  a.  Bei  Kichtungsbeobachtungen  von  den  Hauptpunkten 
aus  müssen  die  Nebenpunkte  wegen  ihrer  grossen  Anzahl  gruppenweise 
vereinigt  werden,  womöglich  so,  dass  für  verschiedene  Hauptpunkte  die- 
selben Nebenpunkte  zu  einerlei  Gruppe  gehören. 

Man  bekommt  dadurch  in  die  Rechnung  eine  Beziehung  benachbarter 
Neben  punkte,  da  eine  Gruppe  am  besten  auch  nur  solche  enthalten  wird, 
und  durch  diese  Beziehung  bestimmt  sich  die  gegenseitige  Lage  dieser  Ne- 
benpunkte etwas  schärfer,  als  der  mittlere  Fehler  i>f  jedes  einzelnen  der- 
selben erwarten  lässt.  Leider  verwickelt  sich  aber  die  Rechnung  durch 
diese  Beziehung  ungemein,  denn  sie  bringt  sämmtliche  Bestimmungsglei- 
chungen der  Goordinaten  aller  Punkte  einer  Gruppe  in  Zusammenhang  und 
strenggenommen  müssen  alle  diese  Gleichungen  zusammen  ausgeglichen 
werden : 

Ist  o  der  Beobachtungsfehler  in  dem  Winkel  a  zwischen  der  Null- 
richtung —  es  sei  diese  die  Richtung  nach  einem  andern  Hauptpunkte  — 
und  der  Richtung  nach  einem  Nebenpunkte,  so  schreibt  man  bekanntlich 
die  Gleichung  zwischen  a,  a  und  den  Goordinaten  x  und  y  des  Neben- 
punktes als  Fehlergleichung 

—  G>.x  =  x./'(a;,  y), 
wenn  x^  das  Gewicht  des  Winkels  a  und  f{x ,  y)  eine  lineare  Function  der 
Verbesserungen  der  Näherungswerthe  von  x  und  y  ist.     (Die  Coefficienten 
derselben»  sind  von  a  und  den  Goordinaten  des  Hauptpunktes  abhängig; 
vergl.  Abschnitt  30.). 
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a  besteht  aus  zwei  Theilen,  nämlich  den  Beobachtungsfehlern  der 
beiden  Richtungen ;  bezeichnen  0^  nnd  p^  resp.  den  Fehler  der  Null- 
richtnng  nnd  den  Fehler  der  Richtung  nach  dem  pten  Nebenpnnkte  auf 
dem  ^ten  Hauptpunkte,  so  ist 

—  o>  =  (0^  —  P«)  . 
Ist  n  Anzahl  der  Nebenpunkte  der  betr.  Gruppe,  g  Anzahl  der  Haupt- 
punkte, von  welchen  dieselbe  beobachtet  wurde  und  berücksichtigt  man, 
dass  K  constant  wird  fdr  alle  Winkel  von  einem  Hauptpunkte  ans,  so 
nimmt  das  System  der  zusammen  zur  Ausgleichung  gelangenden  Gleichun- 
gen die  folgende  Gestalt  an  : 

Iter  Nebenpunkt,  2ter  Nebenpnnkt,  nter  Nebenpunkt. 

^'  punkt:  «iW-^i)=/'/(^i»yi)j   '«i(0i-2i)=A'(^2.y.);...  x,(o,-nO=/;'(^«,y«); 

^'  punk!:   ^i^-U)^fi\^uyih   x,(0,-2,)=A>t»y.);...  «f(0,-«,)=/W>i.,yn); 

Die  Anzahl  aller  Gleichungen  hierin  beträgt  n.q.  Die  2n  Goordina- 
ten  bestimmt  man  so,  dass  £  l  —  .v^j  =  Min,,  wenn  v  den  Beobachtungs- 

fehler  einer  Richtung  und  ^  sein  Gewicht  bezeichnen.     Man  erhält  damit 

2n  Gleichungen  für  die  Coordinaten,  und  macht  schon  die  Entwickelung  der 
Coefficienten  der  Unbekannten  für  diese  Gleichungen  aus  den  obigen 
n .  q  Gleichungen  viele  Mühe,  so  noch  viel  mehr  die  Auflösung  nach  den  Un- 
bekannten. 

Noch  schwieriger  wird  die  Rechnung,  wenn  die  Gruppeneintheilung 
im  obigen  Sinne  nicht  hat  innegehalten  werden  können.  Man  wird  wohl 
sehr  häufig  am  besten  thun,  den  übrigens  nicht  wesentlichen  Yortheil  des 
Zusammenhanges  der  Gleichungen  für  verschiedene  Nebenpunkte  fallen 
zu  lassen  und  jeden  derselben  für  sich  zu  berechnen. 

Was  die  Grösse  der  Arbeit  gegenüber  Winkelbeobachtungen  betrifft,  so 
stellt  sich  diese  jetzt  etwa  halb  so  gross  als  bei  letzteren  heraus ;  denn  es 
beträgt  die  Anzahl  der  Einstellungen  des  Instrumentes  für  die  n Neben- 
punkte und  die  Nullrichtung  (w  +  l)»  während  bei  Winkelbeobachtungen 
2n  Einstellungen  zur  Ermittlung  der  n  Richtungsunterschiede  mit  den 
Nebenpunkten  nothwendig  werden. 

2)  h.  Vereinigt  man  auf  einem  Nebenpunkte  alle  sichtbaren 
Hauptpunkte  in  einen  einzigen  „Satz**  und  bezeichnen  (1),  (2),  ,.,{q) 
die  Beobachtungsfehler  der  Richtungen,  so  ergeben  sich  (7— 1)  Gleichungen 
für  die  Coordinaten  des  Nebenpunktes.  Durch  Einführung  scharfer  Näh^- 
rungswerthe  erhalten  diese  Gleichungen  die  Form 
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42) 


|(l)-(3)  =  ^3  +  i?3.a:+C3.y, 


1(1)  —  (ö')  =  -^^  +  ^y .  a:  +  ^«-  y  »  wobei 
{  (1)2  4-  (2)2  +  ....  +  (^)2J  =  Min.  zu  machen  ist.  Unter 
X  und  y  sind  hierbei  die  Verbesserungen  der  Coordinatennäherungswerthc, 
unter  A,  B,  C  gewisse  Functionen  der  letzteren  und  der  Coordinaten  der 
Hauptpunkte  zu  verstehen.  Durch  Differentiation  der  Gleichungen  42) 
und  Multiplication  derselben  mit  gewissen,  noch  unbekannten  Grössen 
^2,  Z^y  .,,  Zg  ergiebt  sich  zunächst 

Z^.dil)  —  Z^.diß)  —  {B^.dx  +  Cj.dy)  Z^  =  0 
Z^.d{l)  -  Z^.d{3)  —  {B^.dx  +  C^'.dy)  ^3  =  0 
u.  s.  f. 
Addirt  man  diese  Gleichungen,  so  muss  ihre  Summe  mit  dem  totalen 
Differential  des  Min.  identisch  werden,  also 

HZ  d{l)  —  Z^  .  d(2)  _  . ..  —  Z^.  d{q)  —  £{BZ) .  dx  —  i:{CZ)  .  dy  = 
(l)d(l)  +  (2)(/(2)  +  ...  +  (y)%) 
für  beliebige  Werthe  der  Differentiale.     Dazu  gehört,  dass 

lz  =  {i) 


^2  =  (2) 


£  {BZ)  =  0 


also   {(l)  +  (2)  +  ..  +  (<,)}=0. 


£{flZ)  =  0 
-  Z,  =  (y)  J        * 

Die  weitere  Rechnung  giebt  nach  und  nach : 

(i).<?-{(i)+(2)+...+(?)}=i^+ii?.a:  +  ic. 

oder 

{\)r=-{£Ä+ZB.x  +  i:C.y). 

Forner  ist  —  (2)  =  Z,  =  —  (1)  +  .^2  +  J?2  •  ^  +  ^2  •  ^ 
-  (3)  =  ^3 (1)  +  A^  +  B^.x+C^,y 


und 


43) 


{q)^Z, (l)  +  A,  +  B,.x+C,.i 

ZB,{ZÄ+£B.x+EC.y) 


£{BZ) =0=  12{AB)'\'£{BB) .  x+£{Bq.y^  - 
E{CZ)  =0=  [2;(^C)+ -2(ßC) .  x+  Z{Cq.y'] . 


ZC,  {EA'\'  2B,x+  IX:.y  } 


Diese  Gleichungen  haben  die  Form  von  Gleichung  29),  wenn  man 
sich  die  Glieder  mit  x,  sowie  die  mit  y  zusammengezogen  denkt.  Durch 
Analogie  erhält  man  daher  die  Quadrate  der  PrHcisionen  in  der  Bestim- 
mung von  X  und  y  zu 
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H\:=1:N.  {£{BB)-  ^   {ZB)'  } 

»P  =  l.N.  {(£{BB)  +  £{CC) )  -  ^{2BY  +  {ÜCy)}  . 

Die  Präcision  in  der  Beobachtung  der  Richtungen ,  für  alle  von  glei- 
cher Grösse ;  ist  dabei  zu  1  vorausgesetzt.  Ist  ihr  Werth  h,  so  bat  man 
HJ,  Hy^  mit  Ä^  zu  multipliciren,  M^  mit  l?  zu  dividiren. 

Wären  die  (y—1) Winkel  (1,2),  (1,3),  ...  (1,  ö')  einzeln  gemessen 
worden,  jede  Richtung  mit  der  Präcision  1,  also  die  Winkel  mit  der  Prä- 
cision y  -^  y  ao  würden  H^  und  M^  Werthe  annehmen,  die  aus  den  soeben 

aufgestellten  hervorgehen,  w^nn  die  H^  mit  2  dividirt,  M^  mit  2  multipli- 
cirt  und  £8  =  0,  sowie  2C  =  0  gesetzt  werden.     Man  erhält  dafür: 
'Bj^=l:2ir,  £{€€)',    By^  =  1  :  2N'.  £{BB) 
44»»)  J  (1  :  JVO  =  £{BB)  .  £{CC)  -  {ZBC)"^ 
I  ijn  =  iV'.  (2:{BB)  +  Z{CC))  . 

In  HB  und  £C  kommen  theils  positive,  theils  negative  Glieder  vor, 
um  so  mehr,  je  gleichmässiger  die  Hauptpunkte  vertheilt  sind.  Indess 
auch  ohne  diese  Voraussetzung  werden 

{2B)^  ^   {2Cy  ^^^^^  ^^^^^  ^^^  ^^^^ 

immer  klein  sein  und  daher,  kann  man  ihre  Quadrate  näherungsweise  ver- 
nachlässigen. Geschieht  diess,  so  wird  mit  Hilfe  einer  leichten  Zwischen- 
rechnung : 

m^lur-i  U  I  ^''(\^B,^Cq-^^ZC,2:{BC)^^  i2B.Z{BC)^£C.2[BB))^\\ 
^«— 2^-«"^^V«      Z{BB)  +  Z{CC)      ]^\      £{BB)  +  £{CC)      > /> 

d.h.  es  hat  üf^  einen  nur  wenig  grösseren  Werth  als   —  M'^, 

Dabei  beträgt  die  Anzahl  der  Einstellungen  für  Ii/t  2(^—1),  für  M 
nnr  ^,  woraus  man  erkennt,  dass  auch  auf  dem  Nebenpunkte  Richtungs- 
beobachtungen viel  vortheilhafter  sind,  als  Winkelbeobachtungen.  Es  wird 
sich  allerdings  zeigen,  dass  es  nicht  rathsam  ist,  die  Winkel  alle  von  einem 
Hauptpunkte  aus  zu  nehmen,  man  verbindet  besser  diametral  liegende 
Hauptpunkte.  Jedenfalls  ändert  im  Allgemeinen  dieser  Umstand  das  Re- 
sultat obiger  Yergleichung  nicht  dahin  ab,  dass  Richtungsbeobachtungen 
sich  ungünstiger  als  Winkelbeobachtungen  herausstellen  würden  —  immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Hauptpunkte  im  Umkreise  um  denNeben» 
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punkt  nicht  sehr  ungleich  vertheilt  sind.  Der  Beweis  hierzu  kann  umsomehr 
wegbleiben,  weil  sich  andrerseits  auch  zeigen  wird,  dass  „reine  Richtungs- 
beobachtungen '\  d.  h.  solche,  die  alle  sichtbaren  Punkte  in  Einen  Satz 
vereinigen,  nicht  räthlich  sind,  sondern  wenigstens  mit  Winkelbeobachtnn- 
gen  combinirt  werden  müssen,  sollen  die  Nebenpunkte  nach  allen  Rich- 
tungen gleiche  Präcision  H  erhalten.  Es  gilt  Dieses  ebenso  für  die  Beob- 
achtungen auf  den  Hauptpunkten,  wie  auf  den  Nebenpunkten. 

Man  kann  daher  sagen :  „Werden  gleich  viele  Einstellungen  gemacht, 
um  Nebenpunkte  nach  der  ersten  oder  zweiten  Methode  zu  bestimmen,  8o 
ist  bei  gleicher  Beobachtungsweise  die  Ausgleichungsarbeit  för  beide  die- 
selbe. Für  beide  Methoden  sind  ferner  Richtungsbeobachtungen  etwa  gleich- 
viel günstiger,  als  Winkelbeobachtungen."    (Vergleiche  Abschnitt  39.). 


29. 

Die  wirklich  erreichte  Genauigkeit  kam  bei  diesen  Untersuchungen 
noch  nicht  in  !Frage.  Die  theoretische  Yergleichung  beider  Methoden  soll 
nun  zeigen,  dass  im  Falle  von  Winkelbeobachtungen  bei  gleicher  Mühe  die 
zweite  Methode  in  der  Regel  bessere  Resultate  als  die  erste  Methode  giebt, 
und  dass,  wie  schon  erwähnt,  reine  Richtungsbeobachtungen  im  Allge- 
meinen nicht  vorkommen  werden,  da  einzelne  Richtungen  ein  grösseres 
Gewicht  als  die  andern  erhalten  müssen ,  soll  die  Triangulation  ein  gün- 
stiges Resultat  geben. 

Es  würde  dann  zu  folgern  sein,  dass  im  Allgemeinen  die  zweite 
Methode  die  günstigere  ist. 

30. 

Im  Anschluss  an  Fig.  7  seien  A  und  B  zwei  Hauptpunkte,  P  ein  Neben- 
punkt und  dabei  ^^  =  a,  ^B  =  ß,  <^/>=9,  JB=2c,  AP=a, 
BP=  b.  Die  Visur  von  J  nach  P  giebt  dann  für  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x  und  y  von  P  die  Gleichung 

0  =  —  X  ,cos  (X  ^  (c  -{-  y)  sin  a  ^ 
wenn  der  Coordinatenanfang  Q  in  die  Mitte  von  AB  gelegt  wird  und  QB 
die  positive  Achse  der  x  wieder  in  dem  Sinne  ist,  dass  die  Coordinate  .r 
von  P  senkrecht  zur  x- Achse  zu  nehmen  ist. 

Sind  {x)  und  (y)  scharfe  Näherungswerthe,  (x)  +  ^ap  =s  o:,  (y)  +  ^y 
a=  y,  so  wird  für  die  Verbesserungen  dx  und  dy  der  Näherungswerthe: 
45)  0  =  —  A  —  z/a: .  CO«  a  -|-  z/y  .  W»  a;    A  *=  (x)  cos  c  —  (c  +  (y))  sin  a- 

Der  absolute  Werth  l  ist  der  Abstand  des  Punktes  ((o;),  (y))  von  der 
Visur  AP. 

Die  Gleichung  45)  hat  die  Form  der  Gleichung  27) ;  l  erscheint  daher 
als  Beobachtungsgrösse  mit  dem  mittlem  Fehler  Hh  a .  lo,   wenn  m  den 
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mittlem  Fehler  in  o  bezeichnet.     Für  die  numerische  Rechnung  nimmt 

(x) 
man  das  zu  (o?)  und  (y)  gehörige  («)  aus  der  Gleichung  tan  (a)  =     j;         , 

setzt  den  Beobachtungswerth  tt  =»  (a)  -|-  Ja  und  erhält  einfacher 

46)  0=Ju-Jx.^-^  +  Jy  .  ^  ;  (a)  =  («)  «•«(«)  +  (c+(y))  m(«). 

Setzt  man  hierin  links  anstatt  Null  da  als  wahrscheinliche  Verbesserung 
des  Beobachtungswerthes,  so  ist  es  üblich,  die  entstehende  Fehlergleichung 

noch  mit  der  Wurzel  des  Gewichtes  (proportional   —  j    zu   mnltipliciren . 

Geschieht  ein  Gleiches  für  die  zu  Gleichung  45)  gehörige  Fehlergleichnng, 
80  nimmt  diese  selbstverständlich  dieselbe  Form  an  wie  jene. 

Wird  P  von  B  ans  visirt,  so  erhält  bei  gleicher  Anzahl  Einstellungen 
wie  vorher  das  entsprechende  X  die  mittlere  Abweichung  +  6.0). 

31. 

Die  Winkelmessung  in  P,  tp  =  -^  APB,  giebt  für  diesen  Punkt  einen 
kreisförmigen  geometrischen  Ort  (Fig.  7.)  mit  dem  Mittelpunkte  M  und  der 
Gleichung 

y^+(a:  —  c.coifpY — (-: j  =0,  oder :  y^ -|- a:^ — 2cx.col<p — c'=0. 

Zu  den  Näherungswerthen  (x\  (j/)  gehört  ein  genäherter  Werth  {(p) 
nach  der  Gleichung 

und  man  erhält  damit  analog  den  Gleichungen  45)  ond  46)  für  die  Ver- 
besserangen  Jy,  Jx  ond  ^q> 

«)0=[(y)«+(x)»-2c.(a:)co/9)-c»]+2(y).^y  +  2[(a:)-c.co<(9))].^x, 


c{x)  V    /    I  •  ^  ^^^ 

Bedeutet  {P)  die  genäherte  Lage  von  P\  so  ist  die  erste  Parenthese 
in  Gleichung  47)  soviel  wie    (M  {P)y  —  Äarf.^ ,    Radius  =  -^  . 

Ist  nun  A  «=  —  Jlf  (/>)  +  Rad., 

also  der  Abstand  des  Punktes  {P)  von  dem  Kreise,  der  dem  Winkel  tp  ent- 
spricht, so  geht  Gleichung  47)  über  in 

49)  0=  -  i  +  ^*  .  (^)-'^j''°<(y)  sin(<p)  +  ^y.^^  sin  (v) , 

wie  immer  unter  Vernachlässigung  der  Glieder  ^.     Für  diese  Gleichung 
kann  man  noch  setzen 

0  ==  —  l  —  /Ix  .  cos  y  '{'  Jy  .  sin  yy 
nm  auf  die  Form  27  zu  kommen,     y  ist  hierin  der  Neigungswinkel  der- 
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jenigen  Kreistangente  TT  gegen  AB  (Fig.  7.) ,  welcher  der  Punkt  (P)  am 
nächsten  liegt. 

Zu  der  Beobachtnngsgrösse  X  gebort  der  mittlere  Fehler 


"=±©-"' 


—  sin  (tp) 

wie  die  Differentiation  des  ersten  Klammeransdmckes  in  Gleichang47)  lehrt. 
Die  Gleichungen  45)  bis  49)  lassen  sich  leicht  für  jedes  beliebige  Coor- 
dinatensystem  transformiren  und  ebenso  die  Formeln  für  (or),  (9)  u.  s.  f.  zu 
leichter  Berechnung  der  CoefBcienten  von  ^x  und  ^y  umändern.  Dieses 
bedarf  hier  keiner  Ausführung  weiter  und  es  kann  daher  zur  Vergleichung 
der  Methoden  1.  und  2.  zurückgekehrt  werden. 

32. 
Die   mittlem   parallelen   Verschiebungen   der   den   Visu- 
ren  AP  von  A  und  B  aus,  sowie  der  Winkelmessung  in  P  ent- 
sprechenden substituirten  Geraden  haben  sich  ergeben  zu 

50)    mj  =  +  «(» ,     OTj  =  +  6»  ,    mj  ==  +  —  .  (ö  . 

Solange  daher  P  innerhalb  des  von  den  Punkten  A  und 
B  aus  als  Mittelpunkten  beschriebenen  krummli  nigen  Rhom- 
bus AC^C^B  (Fig.  7.)  liegt,  ist  m^<im^  und  auch  »13^ <W2^  Rückt 
P  der  Seite  AB  näher,  sodass  AP,, BP  und  TT  ziemlich  gleiche  Richtung  an- 
nehmen, so  wird  für  beide  Visuren  AP  und  BP  zusammengenommen  das 
mittlere  Fehlerquadrat 

dagegen  wird 

*"»  =  (^T¥^-  "  '  ***'""='        '^'       a^  +  fr^~  ■ 

Daher  ist  in  diesem  Falle  sogar  m^^  immer  grösser  als  ^3^  und  zwar  ist 
der  Unterschied  beider  am  grössten  fiir  a  =  6,  wo  mg'*  =  2m3*  wird, 
a  =  1 ,  6  =  3  giebt  m^'^  =  1,6 .  »13*  und  a  =  0  giebt  m^'^  =  mg*. 

Bedenkt  man  noch,  dass  m^'  aus  2  Winkelmessungen,  mg  aus  nur 
einer  solchen  hervorgegangen  ist,  so  kann  man  sagen: 

„Weicht  der  Winkel  g>  mit  dem  Scheitel  P  nicht  sehr 
von  zwei  Rechten  ab,  so  ist  die  Winkelmessung  in  P  zwei- 
bis  viermal  so  günstig,  als  eine  Winkelmessung  in  >#  oder  -P." 
Und  hieraus  folgt  weiter  : 

„Liegt  ein  Nebenpunkt  in  der  Nähe  des  Diagonalen- 
durchschnitts eines  von  Hauptpunkten  A,Bt  ...  gebildeten 
Vierecks,  so  bestimmt  er  sich  ^bei  gleicher  Mühe*  etwa  drei- 
bis   viermal   so   genau    durch  Winkelmessung/T-ij^^^^   durch 
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solche  von  den  Hauptpunkten  {A,B,,..)  aus,  wenn  man  nur 
gegenüberliegende  Hauptpunkte  zusammen  verbindet." 

In  den  meisten  praktisch  vorkommenden  Fällen  ist  es  wohl  möglich, 
mehr  als  drei  Hauptpunkte  im  Umkreise  um  P  herum  zu  sehen;  liegt  aber 
P  überhaupt  im  Innern  eines  Viereckes  (Polygone s),  so  lassen  sich 
immer  4  (n Winkel)  an  P  so  auswählen  und  messen,  dass  ihre  substituirten 
Geraden  TT  den  Punkt  P  ebenso  gut  bestimmen,  als  n  Visuren  von  den  Ecken 
aus.  Beobachtet  man  aber  nur  die  vortheilhaftesten  Winkel  (also  namentlich 
solche  zwischen  gegenüberliegenden  Hauptpunkten),  so  ist  im  Allgcmeiuen 
—  für  gleiche  Mühe  —  sogar  die  Genauigkeit  eine  zwei-  bis  vierfache  von 
derjenigen,  welche  durch  Eckvisuren  erreicht  werden  kann. 

Bewegt  sich  P  in  eine  Poljgonseite,  d.  h.  kommen  die  Haupt- 
punkte scheinbar  im  Halbkreise  um  P  herum  zu  liegen,  so  nimmt  die  Güte 
der  Bestimmung  nach  der  zweiten  Methode  ab ;  doch  erst,  wenn  Paus  dem 
Polygone  heraustritt,  kann  sie  unter  diejenige  der  ersten  Methode 
herabsinken  und  die  Methode  selbst  unbrauchbar  werden.  Dieser  Aus- 
nahmefall tritt  gewiss  nicht  ein,  wenn  —  wie  in  Fig.  8.  —  P  von  den  Ecken 
H^  und  JGT«,  deren  Distanz  JT^  J7„  von  P  aus  unter  dem  grössten  Gesichts- 
winkel erscheint,  mindestens  ebenso  weit  entfernt  ist,  als  von  den  andern 
Ecken  ff 2,  .  .  ffn—i  und  gleichzeitig  deren  Abstände  von  P  sehr  ver- 
schieden sind. 

Befindet  sich  P  in  sehr  grosser  Entfernung  vom  Polygone, 
so  sind  zwar  alle  Geraden  TT,  durch  Winkclmessung  in  P  bestimmt,  viel 
ungenauer,  als  die  Anschnitte  von  den  Ecken  aus,  aber  während  diese 
nahezu  dieselbe  Richtung  haben,  schneiden  sich  die  TT  im  Allgemeinen 
unter  günstigen  Winkeln.  Daher  kommt  hier  die  zweite  Methode  in 
Vortheil. 

Vorstehende  Sätze,  nicht  gut  anders  als  durch  Induction  zu  beweisen, 
hier  völlig  zu  begründen,  kann  nicht  meine  Aufgabe  sein.  Ich  werde  nur 
einige  Beispiele,  wo  drei  Hauptpunkte  disponibel  sind,  specieller  durch- 
nehmen.  Es  ist  dieses  gerade  derjenige  Fall,  wo  die  zweite  Methode  am 
unzuverlässigsten  wird;  doch  tritt  er  in  der  Praxis  nur  äusserst  selten  ein. 
(So  hat  Herr  Professor  Nagel  unter  einem  Complcx  von  etwa  40  Neben- 
punkten bei  Zwickau  —  vergl.  die  Einleitung  —  nur  einen  einzigen  der- 
selben auf  nur  drei  Hauptpunkte  stützen  können ;  sonst  waren  immer  min- 
destens vier  Hauptpunkte  zu  sehen.) 

33. 

Da  einer  guten  Triangulation  der  Nebenpunkte  immer  eine  Aufnahme 

derselben  im  Kleinen   vorauszugehen  hat,    und  man  somit,  die  Lage  der 

Nehenpunkte  gegen   die  sichtbaren  Hauptpunkte  kennt,   kann  dor  Fall, 

schliesslich  für  irgend  einen  der  ersteren  eine  ungenügende  Beatimmuns 

8  *  30gle 
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durchgeführt  zuhaben,  nicht  eintreten.  Schon  vor  Beginn  der  Mes- 
sungen wird  man  zu  überlegen  haben,  welche  Winkel  für  jeden 
Nebenpunkt  zu  messen  sind,  damit  nach  der  Ausgleichung  die 
Präcisionen  H  für  alle  beliebigen  Kichtungen  durch  einen  Punkt 
möglichst  gleich  werden,  damit  aber  auch  der  mittlere  Fehler  M, 
welcher  die  gegen  die  Hauptpunkte  relative  Gesammtgenauigkeit  be- 
zeichnet, für  alle  Nebenpunkte  die  gleiche  Grösse  erhält. 

Diese  Ueberlegung  macht  nicht  sehr  viele  Mühe ,  da  die  strenge  Er- 
füllung der  soeben  gestellten  Forderungen  nicht  nöthig  ist.  In  Abschnitt  23. 
ist  auch  gezeigt  worden,  welche  Regeln  man  bei  der  Wahl  der  Schnitte 
selbst,  sowie  ihrer  Präcisionen  h  zu  befolgen  hat,  um  die  Forderungen  zu 
erfüllen.  Durch  Uebung  gelangt  man  bald  dazu,  in  jedem  Falle  sofort  aus 
der  Anschauung  der  Figur  die  besten  Schnitte  zu  erkennen  und  alsdann 
führt  eine  leichte  Rechnung,  unterstützt  durch  Constructionen ,  schnell  zu 
den  günstigsten  Präcisionen  derselben. 

Soll  nun  M^  für  alle  Nebenpunkte  einen  constanten  Werth  {JHP)  er- 
halten ,  und  entspricht  den  so  gefundenen  Präcisionen  h  vorerst  ein  Werth 
M^^  so  hat  man  alsdann  diese  h  noch  im  Verhältniss  (M) :  M  zu  verändern, 
indem  die  Relation  besteht 

M:  (itf)  =  (Ä):Ä. 

Mittelst  der  (ä)  berechnet  sieh  die  Anzahl  der  Winkelmessungen.  Für 
einen  Schnitt  von  einem  Hauptpunkte  aus,  z.  B.  für  AP  (Fig.  7.)  fand  sich 
m^  =  a^  .  ©2,  wo  ©  der  mittlere  Fehler  der  Winkelmessung  —  man  nehme 
jetzt  an :  Einer  Winkelmessung  —  ist. 

Durch  nj  malige  Messung  geht  m]^  über  in 

und  sofern  (Äj)2=- — =  ^s*»    ^i'^ 

«j  =  2(Äi)2.  a^G,«. 

In  gleicher  Weise  ist  für  die  Winkelmessung  in  P 

2     (^^Y     2u  •    •        V       nir  2       (^^\^  ®^     ^®i   Uomaliger 

"^^       \Yc)  '  ""  ^""^  einmaliger  Messung,    m^^  =  (^_  j  .  _        ^  Jg^^^P 

Werden  auch  Richtungsbeobachtungen  gemacht,  so  complicirt 
sich  wenigstens  für  die  zweite  Methode  die  Schätzung  der  {fi)  etwas.  Man 
verfährt  bei  derselben  etwa  so :  Mit  Hilfe  der  Formeln  in  Abschnitt  28. 2''  *) 
berechnet  man  zuerst  H  für  drei  verschiedene  Richtungen  unter  Annahme 
reiner  Richtungsbeobachtungen.     Hierzu  nimmt  man  noch  solche  Winkel- 


*)  Man  vergl.  Auch  Abschn.  39.  Anmerkung.  ^^  ^ 
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beobachtüDgen,  dass  dadurch  alle  H  gleich  werdeO)  oder  dieses  doch  möglichst 
erreicht  wird.  Das  Verfahren  hierbei  ist  genau  wie  oben,  wo  nur  Winkel- 
messungen vorausgesetzt  wurden,  wenn  man  nämlich  mit  Hilfe  der  drei 
berechneten  H  die  Lage  der  Ellipse  um  P,  welche  ihren  wahrscheinlichen 
Fehlem  entspricht,  ermittelt.  Nach  Abschnitt  13.  ist  es  alsdann  erlaubt, 
für  die  Eichtungsbeobachfungen  zwei  Gerade  zu  substituiren ,  die  in  die 
Ellipsenachsen  fallen  und  deren  wahrscheinliche  parallele  Verschiebungen 
der  halben  Länge  dieser  Achsen  gleich  sind. 


34. 

In  Verfolgung  der  zu  Ende  von  Abschnitt  23.  gemachten  Bemerkung 
mögen  nun  noch  die  Bedingungen  für  HP  =^  Min.  „bei  gleicher  Mühe  der 
Winkelmessung"  aufgesucht  werden,  Ist  p  eiu  von  h  und  n  unabhängiger 
Coefficient,  so  existirt  zwischen  k  und  n,  der  Anzahl  der  Messungen,  die 

Beziehung  ä«^  =  — ^  .     Der  mittlere  Fehler  o»  der  einzelnen  Messung  ist 

Pa 

dabei  als  constant  angenommen.  Hiermit  reducirt  sich  die  gestellte  Auf- 
gabe auf  diejenige, 

J}f  =^  „.^  ^  ,  .)    .  »  , r^  =  Min,  zu  machen,  bei  £n  =  Zh^p'^  =  Const, 

Eine  ähnliche  Eechnung  wie  in  Abschnitt  23.  giebt  q  Bedingungen  von 
der  Form 

K .  p?  =  2;c w ^'"'  (y«-y/j)]  -  ^C^')  •  -^[ä«^  „„2 (y,_y„)] , 

wenn  q  die  Anzahl  der  Geraden  und  K  eine  zu  bestimmende  Grösse  ist. 

Nennt  man  nun  Hi  die  Präcision  an  der  Stelle  von  A,  nach  der  Aus- 
gleichung und  hat  N  die  frühere  Bedeutung,  so  lässt  sich  auch  sagen:  „Es 

müssen  für  ein  Min.  im  obigen  Sinne  die  Werthe  K  .  N  =  ~-^ll ji^i 

für  alle  t  gleich  werden,"  Da  nun  die  p,-  im  Allgemeinen  nicht  gleich 
sind,  so  werden  es  auch  die  Hi  nicht,  und  es  ist  dieses  Grund  genug,  von 
der  Erreichung  eines  solchen  Min.  abzusehen. 


35. 

Wird  in  einem  Dreieck  ABC,  Fig.  9.,  der  Punkt  P  nach  der  ersten 
Methode  bestimmt,  so  sind  die  Quadrate  der  Präcisionen  bei  P  für  die  drei 
Eckvisuren :    ^ 

für  AP.h^'  =  -4S  »   ^ür  BP,h.,^  =  -^--^  ,    für  CP,  h.,^  =   — ''f-^ ' 

wenn  «, ,  Wj,  n^  die  Anzahl  der  Messungen  der  Winkel  in  P,  a,  a^  a^  resp. 
gleich  AP,  BP  und  CP  sind,  endlich  co  den  mittlem  Fehler  einer  einzigen 
Winkelmessung  darstellt. 
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Die  Zwischenwinkel  sind  für 
(1  .  2)  =  g>3  =  -^  äPBs  (1  .  3)  =  9>2  =  ^  ^C;  (2  .3)  =  ^i  =  ^BPC. 
Daher  ist 


51) 


Nach  der  Ausgleichung  treten  an  die  Stelle  der  h^  h^  h^  die  Werthe 

\clo  «3  / 

S,^  =  2«,^  :  i^r,  .  (^   «»^  n  +  ^  «•«'  9»,  ) 
\aj  «2  / 


52) 


Beiläufig  sei  bemerkt:  Die  H  werden  unter  Annahme  von  n^  =  n, 
=  n^  in  demjenigen  Punkte  gleich,  für  welchen  ist  (Fig.  10.) 

-<^"  +  -^7  ^  +  -^  -   -^  +  "^  '    ^-  ^• 

(^PB'y^  {pcy     {pcy  ^  {PAy     (i>^')^     i^^? ' 

wenn  Ä AÄ'  parallel  ff*P(f  und  senkrecht  ^iP  ist,  ebenso  ffBB"  parallel 
JlPC  und  senkrecht  BP,  sowie  CCC"  parallel  ff  PÄ'  und  senkrecht 
CP  sind. 

Die  Messung  der  Winkel  (p  in  P  (2.  Methode)  giebt  zur  Bestimmung 
von  P;,  kreisförmige  geometrische  Oerter,  für  welche  die  Geraden  I.,  II., 
III.  (Fig.  9.)  substituirt  werden  können.  Die  Präcisionen  derselben 
sind  resp. 


'^l      ~  /,.2^_2  •    ^„2  1     ''2      —  ^.2  ,,.2  •    «,2  »     '^S      —  ^,  -2 


(0*        *  a,*ö. 


*i  "2 


2  •    r..2  ' 


ferner  hat  man  für  ihre  Zwischenwinkel  zu  setzen  (ohne  Bücksicht  auf  den 
Quadranten) 

(I .  II)    =  ofj  +  ^1  =  9^3  —  ^.  1  worin  ^,  jP,  C  die  drei  Dreieckswin- 
(I .  III)  =  a,  -f-  ^3  =  g>2  —  Bf  \  kel  bezeichnen  und  die  a  und  /?  die- 
(II.  III)  =  «3  +  132  =  9),  —  ^,1  selbe  Bedeutung  wie  in  Fig.  9.  haben. 
Damit  ergiebt  sich  weiter  für  die  Präcisionen  H  und  den  mittlem  Feh- 
ler M  nach  der  Ausgleichung  : 
iV 
^'^^  ^  (CO     a^\a.f  •  ^""»^  ""»^  "^'  +  ""'^"^  ^2'  ''^^  +  «3^  ^^  «3') 


53) 


((0.a,«2«3)'  •  «'  .   /^I^  ^2^     „.   0  /^  ^N     ,       ^1^  ^3^    ^.„2  [^        B) 

«1     «1  / 

/Google 
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54) 


d- 


Zj  *=  iVj  :  (»  .  «,  ajOj)*  ist*). 


^7 

^))  ,    wo})ei 


36. 
Dm  gleiehfeitige  Bzeieok. 

1)  Im  Mittelpunkt  desselben  ist 

4 

aj2  =  a^  =  «32  =  -  c2 ;      g>3  =  9.,  =  <JPi  =  120^ 

Indem  man  nun  alle  n  einander  gleich  nimmt,  werden 

wobei  £n  ==  3«  ist.     Ferner  worden   für  alle  Richtungen   die  ff  gleich, 
ff^=l  :  M^. 


*)  Diese  Formeln  gestatten  indess  noch  eine  weitere  Zusammenziehung.    Mit 
Hilfe  der  Figur  sieht  man  nämlich  ein,  dass 

-        «n  (<pa  —  0';  =  — —  *tn  Cor, -h  Pj)  =* ~ 

H  ^3  ''s 

=  «n  9i  («1  —  «3  CO«  <p,)  +  *iii  92  ^'"t  ~~  "z  <*öÄ  qpj) 
=  ff|  nn  qpi  -{~  ^t  '<'<  9t  H~  ^s  ^''^  93  »  ^  (a  «tn  qp) . 
Daher  ist 

f;^^'^)'  «•««  r«P,  -  c) = (^»y  «•«'  (<p,  -  /?)  =  (-|^')*  «■»'  (Vi  -  ^) = ^  ^'(«'»'»  9») 

und  hiermit  werden 

63  )  A,  -  -^,^„„.„^j      •  ("1  »t  +  »t  "3  +  ».  »3). 

''l  "T""3 


54*) 


«V 


Die  /^  werden  unter  Annahme  gleicher  Beobachtuiigszahlen  71  in  demjeuigon 
Punkte  alle  gleich,  wo      fl,c,  =  <7,r,  =  a^c^  oder      a,  :  «^  :  1I3  =  —  :  —  :  --  , 

^1  Tj         Tj 

80  dass  sich  nach  den  Proportionen 

«,  :  <7,  =  0,  :  r, ,  fl,  :  a^  ==  rj  :  r, ,  //,  :  «3  =  r,  :  r, 
die  Lage  des  Punktes  leicht  ermitteln  lässt.  Halbirt  man  nämlich  im  Dreieck  ABC 
jeden  der  3  Winkel,  so  theilen  die  Halbirungslinien  derselben  die  Seiten  in  dem- 
selben Verhältnisse,  in  welchem  die  Längen  der  resp.  anliegenden  Seiten  stehen. 
Durch  je  einen  Theilpunkt  und  die  der  betreffenden  Seite  gegenüberliegende  Ecke 
lässt  sich  nun  ein  Kreis  legen,  dessen  Mittelpunkt  auf  dieser  Seite  liegt.  Der 
gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Kreise  ist  sodann  der  gesuchte  Punkt  (in 
Fig.  14.  15.  und  17.  mit  Pq  bezeichnet). 
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Ebenso  wie  alle  H  werden  auch  sänuntliche  iT  gleich ,   ß^  =  1  :  M,^. 

2)  In  der  Mitte  einer  Seite,  etwa  BC,  ist 
Oj*  =  3c*,      flj  ==  «3  =  c , 
<Pt  =180»,  92=^8=90« 
<p^—C  =  q>t  —  B  =  3Qf>;q>i  —  ^  =  1200. 
Auch  sieht  man,  dass  n2  =  n^,  n^  •=  »3  .zu  nehmen  sind.     Damit  wird: 

"'  —   12«* c»  •^•'      •       «inj  '  ^'        6«*c»'  **       ^»       «V. 

3n,'+2<  jy  __  3«.«  c«         .      jy',_3«»'c*. 

^*   —  ~3«*c*~   •  ■"*'      •"»  ~  (2n,'  +  «/)  «j'  '      *'     ~   «;.  ^j   ' 

Nimmt  man  noch  n^  =  Wj  =  «3  ;     n{  =  n.^  =  «3',     2>i  =  Zn  ,    so 

wird  abgekürzt 

M  9        ^  r.  r      «'  c^     ,,9        e  /^     o>^  <^'      dio  H  Sind  dabei  wie  auch  die  ff 
*  2.W   '      '  2;m         sehr  ungleich. 


Damit  M^^  so  klein  wie  für  den  Mittelpunkt  des  Dreiecks  werde,  hat 
man  etwa  doppelt  soviel  zu  messen,  wie  dort;  für  3f2^  würde  man  etwa 
dreimal  soviel  Messungen  zu  machen  haben. 

Nimmt  man  n^  =  6^2  =  6^^,  so  werden  alle  iT  gleich,  nämlich: 
_  ^  ■#  9         1         Öca'^  c^        also  üf,^  bei  gleicher  Mühe  etwas  klei- 

^  j/^  Zn  ner  wie  vorher. 


Möglichste  Gleichheit  der  H'  erreicht  man  durch  Annahme  von  n|'=0 ; 

nämlich  : 

3aj2c2      ^„^        ^,^        20)2 c2     „         3(0*  c*       ^ 
-fiTi  2  =  —7-^;r  ;    ^2    =  ^3    —     /  .r  ,  ^2  =  -^ — ^ »     ferner  wird 

4c   (0 
-^w'  =  2^2';     also  ilfj'^  ==  —^-7-    d.  i.  nur  halb  so  gross,  wie  M^, 

„  Die  zweite  Methode  ist  also  für  Punkte  in  der  Mitte  der  Seiten  gnn- 
jlf  2 
stiger  als  die  erste,  ilfj'^  =  -77-  .     Macht  man  die  E  resp.  ff'  möglichst 

gleich,  so  erlangt  man  die  gleiche  Genauigkeit  mit  weniger  Mühe,  als  wenn 
ohne  liücksicht  darauf  alle  n  einfach  gleich  genommen  werden/' 

3)  Rückt  P  einer  Ecke,  etwa  A,  in  einer  Seite,  etwa  AB, 
immer  näher,  so  ist  es  erlaubt,  bei  kleinen  a^  näherungsweise  zu 
setzen:  (Fig.  11.) 

02  =  03  =  20;  9^1  =  60«,  92  =  120^  9jj  =  180^ 

3     a  ^ 
qP3_C=120®;  92— ^=60^  g?i— ^  wird  söhr  klein,  sin^=  — .  1- 

16    c 
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Die  Werthe  9)1,  9)2,  q>2  —  B  sind  zwar  wenig  anders  als  hier  angegeben, 
aber  da  keiner  der  Sinus  dieser  Winkel  der  Null  nahe  ist,  verschwindet 
der  Einflnss  der  kleinen  Aendemngen. 
Es  wird  damit 

JJi' oder  JJj«  = -— — -  ;     ^3^=  


3«3i^i   '     ^  3(4«! c2  4-  njai^)  JVi  ' 

Gleichheit  aller  B  ist  nicht  möglich,   da  alle  drei  Visaren  in  eiivom 
spitzen  Winkelraum  liegen;   sie  wird  möglichst  erreicht  mit  ng  =  0  und 

"3  =*  ^1  •  — T  »    ^**  giebt 

^»   oder  i^2^  =  ^3*  -  — ^-  ,  iV,  =  -3^^-^ ;   M,^  =  — —  oder,  da 
4c2        .        ,  „  ,    „,       320)2^2 


i?n  SS  ^1  +  «1  •  — 2   ^'  *•  nahezu  -Sn==W3,  auch  Af^*  = 


Bei  Gleichheit    aller    n    n,  =  n2  =  «3    ist  dagegen  itf^*  = 


32;« 

Zw 


mit  Vernachlässigung  der  kleinen  Glieder. 

Es  ist  sonach  räthlich,  die  n  wie  vorher  zu  nehmen;  gegen  die  Lage 
von  Pim  Dreiecksmittelpunkt  hat  man  sodann  immer  noch  doppelte  Arbeit, 
um  ein  gleich  grosses  M  zu  erhalten. 

Weiter  findet  sich  (Fig.  11.) 

'^2^==^2  («l^C^''l'+^c4(n2'  +  «3'))»     ^2  =  -3^-««2'  +  V«3'+«2'«3') 

B{^  =  1:  eL,c^{n,'+n,y,  ff^^l:  |-  L^c'a.^in.'  +  n,') 

und    E^'^  ==  1 :  Y  Xj  <^^  «1^  i^i  +  "2')  • 
Gleichheit  der  E'  ist  nicht  erreichbar  *)  ;  möglichst  angestrebt  wird  sie 
ih  Annahme  vo 
nahezu  =  n^    und 


g^2 ^2 

durch  Annahme  von    n^'  =  «3'  und  n^'  =  nj'  .   2"^  »     womit   2  n 


2   —   3    •      n'     ~     32:« 


.,,..'           .           /    ^            320)2^2     _  . 
Dagegen  wird  bei  n^  =  n2  '=^  n^    Jn\  '^  — öy ^-  ^-  ^®  '''*^^®  ^^'^' 


her,  nur  sind  die  iT  noch  verschiedener  als  vorher,  da  nicht  einmal  i^/ 
und  H2'  (oder  ^3')  gleich  werden. 

Auch  für  die  jetzt  behandelte  Lage  vonP  ist  somit  M{^  >  JVj'. 


*)  Da  die  Rechnung  nur  näherungsweise  richtig  ist,  kann  es  nicht  befremden, 
dass  trotz  Oleichheit  dreier  H*  doch  nicht  dieselbe  aller  beliebigen  ff'  stattfindet; 
ät  und  ffJ  sind  Präcisionen  für  nahezu  dieselbe  Richtung.  r^r^r^r^}r^ 
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4)   Rückt  P  der  Ecke   A    auf   der  Winkelhalbirungslinie 
näher,  und  wird  daher  a,  wieder  sehr  klein,  so  gilt  folgende  Näherungs- 
rechnung: (Fig.  12.) 
a^  =  «3  =  2c;  9,  =  60*';  92  =  9)3=150" 

93  —  C=  90"  =92  —  ^5    9^1  —  ^  ^^^^  klein,  sin^  ^^  Ai  ' 


Für  «2  =  »3  gehen  über  M^^  Ny  u.  s.  w.  in 
4n,c^  +  2n2V      ^.^_256 


C^«|^W^ 


16a}«  a,*^c2 


«2  8«iC*"^+3''2*'l''  ' 

32a  *c«  ©2 


Möglichst  gleiche  H  giebt  W|  =  0  und  wird  dabei,  weil  .^»  =  itj-j-  «3, 


i»f,2  = 


64fi)«c« 
~3Zir 


Dagegen  ist  für  n^  =  n2  =  n^     Zn  =  3n 

~~^  24q>^  c« 

und  mit  Vernachlässigung  kleiner  Glieder  ilfj«  =  —  -  — ,  also  wenig  anders. 

Weiter  findet  sich  bei  n^  =  «3' 

M^^  =  ij  («i'c^n,'  +  Sc-^n,');  L^  =  «2  :  c«  (2«/  +  n^')n^, 
H^  =  1  :  16Z;2C^W2' ;    H^  =  H^  =  1  :  2L^ay^c^{n{-\-n^)  . 

g^2 ^  2 

Gleichheit  aller  iT  verlangt  «/=  Wj'. jj-*—  ,  womit  nahe^n=n/ 


8a)*c2 


und    iJfo'^  =  — ^ 


Dagegen  ist  bei  w,  =  w.^  =  «3 


iVj^ 


8q)2c2 
2:w 


£n 


,    d.  i.  nicht  ungün- 


stiger als  vorher ;  nur  sind  hier  die  H  sehr  ungleich. 

Stellt  man  zusammen,  was  in  1)  bis  4)  gefunden  wurde,  so  hat  man: 
„  Bei  gleicher  Mühe  {£n  =  Consl.)  werden  die  Coefficienten  von  -rr-i 


entsprechend  den  M{^  und  M^^' 

M^]    M^ 

M^~\  Mf 

bei  Gleich- 
heit aller  n 

fAlleJy  gleich. 
\Alle^gleich. 

bei  unglei- 
chen n 

1)  Dreiecksmitte 

6,3 

1,8 

6,3 

1,8 

r  Alle  H  and  alle  H' 
\    gleich. 

2)  Seitenmitte 

10,6 

6,0 

8. 

4. 

r  Gleiche  H\    mög- 
\     liehst  gleiche/P. 

3)  In  der  Seite  nahe 

der  Ecke 

4)  Nahe  der  Ecke  in 

der  Winkelhal- 
birungslinie. 

16. 
24. 

10,7 
8. 

Ungleiche  AT; 
Ungleiche^'. 

10,7 
21,3 

10,7 
8. 

> 

fMöglichst  gleiche 
\     H\  ebenso  It. 

rMögl.  gleichet; 
\gleiche  »*, 

^                             T 

Digitized  by 


QyOO^Z 


Geodäsie.    Von  Fkiedr.  Rob.  Hklmert.  115 


Diese  Tabelle  zeigt  1)  den  besondern  Vortheil,  den  die  zweite  Methode 
innerhalb  des  Dreiecks  gewährt,  2)  wie  ansserordentlich  verschiedene  M 
man  durch  gleiche  Mühe  bei  verschiedenen  Punktlagen  erhält. 

5)  Liegt  P  ausserhalb  des  Dreiecks  im  rückwärtsverlängertan  Winkel- 
raum (etwa  fur<^J9^C))  so  gelten  bei  grösserer  Nähe  an  Ä  die  Verhältnisse 
wie  unter  3)  und  4). 

Geht  man  in  grössere  Entfernung  von  Äy  so  werden  M^  und  M^ 
nach  und  nach  immer  mehr  einander  gleich;  während  sich  nun  bei  An- 
Wendung  der  zweiten  Methode  alle  H"  gleich  machen  lassen ;  ist  dieses  für 
die  H  nach  der  ersten  Methode  ganz  unmöglich. 

Wird  die  Entfernung  AP  =  e  sehr  gross,  so  entstehen  Schnittfiguren, 
wie  för  i>2  in  Fig.  11.  und  12. 

Eine  leichte  Eecbnung  giebt  näherungsweise  unter  Annahme  eines 
sehr  grossen  e 


zaFig.ll. 


4CD^ 


3^2  ^y^»  wenn -Tn  =  «4 +»2  +  ^3»  Wi  =  W2undn3=2nj, 
M^^=^  -j-^— ,    wennZn  =  ni  +  n2  +  «3,  nl^=^n^=n^  ange- 


nommen werden. 
Ferner  ist 


zu  Fig.  12. 


^\  =  ^i  ^^  >  -2:n  =  «2  +  «3>  «1  =  0,  «2  =  «35 

^2  =  ^2  ^In"  '^'^  =  ''i  +  ^^2  +  ^3»  «i'=  ^2  =  «3'  gesetzt. 

Während  die  Gleichheit  der'if  für  beide  Methoden  für  grosse  Entfer- 
nungen des  Punktes  P  vom  Dreieck  hiermit  bewiesen  ist ,  zeigt  die  Figur 
unmittelbar,  dass  die  erste  Methode  sehr  ungleiche,  die  zweite  Methode  aber 
gleiche  H  ergiebt. 

6)  Liegt  P  im  offenen  Winkelraum  BAC^  Fig.  13.,  so  ist  die 
zweite  Methode  unbrauchbar  und  nur  bei  grösserer  Entfernung  des  Punktes 
vom  Dreiecke  kann  sie  der  ersten  Methode  gleichgestellt  werden.  Für 
sehr  grosse  Entfernungen  erhält  man  Resultate,  wie  soeben  unter  5)  ge- 
funden wurden.  Am  ungünstigsten  sind  die  Lagen  P^  in  der  Winkelhal- 
biiungslinie.  Je  seitlicher  bei  gleichem  Abstände  von  CB  Pj  rückt,  um 
60  besser  bestimmt  es  sich  nach  der  zweiten  Methode. 

Für  Pji  wo  Dreieck  ABC  congruent  Dreieck  P^BC  ist,  hat  man 
a^==a^^  =  ^c^',  al2=l2c2,9^2  =  9'3  =  30^9l  =  300^  (p^—C=tp^—B=ZO^ 

9>i  — ^  =  240^ 

2n,  «2  +  «2  «2  ,  Google 
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Möglichste  Gleichheit  der  Präcisionen  H  resp.  H'  verlangt  w,  =  0, 
n/=0.   In  jedem  Falle  aber  ist  bei  gleicher  Mühe  M.^  etwa  3  .  M^. 

Damit  ist  erwiesen,  dass  Lagen  P  ausserhalb  des  Dreiecks  sich  im 
Allgemeinen  nach  der  ersten  Methode  besser  als  nach  der  zweiten  Methode 
bestimmen.  In  der  Praxis  kommen  indess  solche  Lagen  kaum  vor,  da  von 
einem  Punkt  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  and  ere  nahe  Hauptpunkte  D,  i;, 
F  etc.  sichtbar  werden. 

37. 

Was  im  Vorhergehenden  für  das  gleichseitige  Dreieck  gefunden  wurde, 
gilt  auch  fär  das  ungleichseitige,  so  lange  dieses  nicht  sehr  spitze  oder 
stumpfe  Winkel  enthält.  Der  günstige  Raum  für  die  zweite  Methode  ver 
schiebt  sich  dann,  wie  es  die  schraffirten  Flächen  in  Fig.  14.  und  15.  un- 
gefähr andeuten.  Sehr  stumpfe  Dreiecke  sind  am  ungünstigsten;  daher 
möge  der  Fall  dreier  Punkte  in  einer  Geraden  (Fig.  16.  und  17.) 
bei  Gleichheit  der  Längen  BÄ  und  i4C  ==  2c  besondere  Beachtung  finden. 
Im  Anschluss  an  Fig.  16.  hat  man : 

1.  Lage  von  P  in  2).  «2^==  ^3^  =  8c^;    aj^  =  4c^;    w^  =  ^3 
c,2  =  4c2;  C2  =  c3  =  c;     n^  =  n^ 
<p.^  =  q>:^—C=(P2  =  q>2—B=4.5^;  g?^  =  qp,— ^  =  90". 

2wjn2  +  W2«2  2^1  «2  +''2  ''2 

Beide  Werthe  werden  gleich  für  n^  =  n/,  «2  =  ^2»  ^^3  "^  "a  • 

Gleichheit  der  H  resp.  IT  verlangt  n,  =  0  =  «,',    «j  =  n., ;   n.2  =  w/; 

damit  wird 

1  1  m^r^ 

M,^=M,'=^,  =-,-2  =  32  .  -^,   2;n  =  2«  =  2«. 


Bei  Gleicheit  aller  n  =  n  ist  der  Betrag  für  M^^  und  M2^  derselbe. 

2.  Lage  P  in  2>|,  wo  2>i  sehr  nahe  an  A  in  der  Linie  DA  liegt.    Man 
erhält  näherungsweise : 

öj  sehr  klein ,  öj^  =  ^3^  =  ^^^  >    ''2  =  "3 »    "2'  =  ^s 
q>^  =  (p^~C^fP2  =  q>2  —  B  =  90<^;    sin^  q>i  =  sin^  (^^  —  A)  =  ^2 

2_    8giV(2cS±JVO_.      .,2         a>V2cV±.V«i') 

8«i/l2C^+ W2''2'^l  2^2  «1   ^''^X  "2  . 

n^  =  n2  =  nf^'^  n{  =  «2'=  «3'  geben  (mit  Vernachlässigung  kleiner  Glieder) 


Die  Präcisionen  sind  aber  dabei  sehr  ungleich  nach  verschiedenen 
Richtungen.  Die  /T  und  resp.  die  H'  werden  gleich,  wie  auch  der  Anblick 
der  Figur  lehrt,  für  C c^r^ci\o 
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2c'«,  =  njflj^     2c' «2'  =  '*l^I^ 
also  nahezu 

Hn  =  2^2  ^n  =  «/,  und  das  giebt 


3.  Lage  P  in  i>2  nahe  an  B,  wobei  jedoch  Dj^  senkrecht  CB  sein 
mag.  (Fig.  16.) 

aj2  __  4^2^  ^^2  __  16c';  «2  s®^^  klein 


a. 


2 


9^3  =  9>3  —  ^  =  9>1  =  9^1  —  ^  =  9Ö^    «»^'^  9>2  =  ^'>'^  (92  —^  =  fg^-2  • 


*  256«,  WjC*  +  «1  «3  02^*  +  64«2n3C* 

iTf2     


,       fi>'c'  .  (16c'«,^  +  a^^  «2^  4-  16c'«/) 


hierbei  sind  die  B  resp.  /T 
;    ungleich,  wenn  man  alle  « 
^ -    - gleich  gross  nimmt. 

«1'  «2'  +  ^1  ^z  +  ^2  ^s  ) 

48gi'  c'  32ai'  c' 

Manerhältimlet2ternFalleilf,'=— ^,— ,  ^^2'=  -^= ;  2:«  =  3«  =  3«'. 

'          52.«          ^  Zn 

Giebt  man  den  Visuren  von  A  und  C  aus  gleichen  Einflass,    setzt 

"'  =  *"•'  •"*  ^'^  ^' 128«.«,«^  +  «,^«,^      • 

Gleichheit  der  H  verlangt  2c' «j  =  n,  a^  und  damit  geht  iü/,'  über  in 
2O0'  c' 
~  ^       ,    wenn  man  setzt 

2n==^n^'\ k~2"  4"  ^^\  ^^  ^"1  »abezu. 

Daher  ist  es  nicht  rationell,  den  beiden  erwähnten  Visuren  gleichen 
Einfluss  zu  geben.  Besser  ist  es,  «3  «=  Q,  sowie  wegen  Gleichheit  der  H 
4c'  «2  =  «1  «2^  2;u  nehmen : 

„ »       8c'  oj'       8c' «'     -     ^  ,  flo'       ,         ,  , '.  ,       . 

M  *  = =  — - — ,  da  2^«  SS  «,  +  «, .  -7-4—  also  nahezu  gleich  «,  ist. 

-^  «,  2?«  111    4c'^«2 

Nimmt  man  femer  «,'  ==  «3',  wodurch  I.  und  III.  gleichen  Einfluss 
erlangen,  so  wird 

2«2  w,   — |-  «,  «, 
Gleichheit  der  ff  tritt  ein  bei  32c'«,*  ™  «2^  ^2' 5  dafür  geht  -S«  über 

in  nahezu  «2',  und  also  M^  in         iJf2^  "=  ir-? —  • 

2f « 

Mit  Hilfe  der  jetzt  gewonnenen  Formeln  und  der  Figur  16.  lässt  sich 
der  Satz  aussprechen:  „Solange  P  innerhalb  des  schraffirten  Raumes  in 
Fignr  17.  liegt,  ist  die  zweite  Methode  ebenso  gut  und  etwas  besser  als 
die  eiste  Methode;  in  jedem  andern  Falle  ist  sie  weniger  genau  als  diese." 

38. 
Man  wird  schon  im  Vorhergehenden  die  Bemerkung  gemacht  haben, 
dass  eine  Gombination  beider  Methoden,  also  die  Anwendung  der  dritten!^ 

'  DigitPedby-  IC 


118     Studien  über  rationelle  Vermessungen  im  Gebiete  der  hohem 

Methode,  zuweilen  vortheilhaft  sein  mass.  Es  fragt  sich  nur,  ob  dieses 
häufig  vorkommen  kann. 

Hat  man  nur  zwei  Hauptpunkte  A  und  B  (Fig.  18.) ,  so  ist  die  dritte 
Methode  so  lange  vorzüglich,  als  P  ausserhalb  des  Halbkreises  über  AB 
liegt  und  dabei  wenigstens  einer  der  Aussenwinkel  des  Dreiecks  AB? 
bei  A  oder  B  nicht  viel  kleiner  als  90®  ist.  Im  gleichseitigen  Dreieck 
ABP  werden  alle  Präcisionen  E  f^i  P  gleich,  sobald  man  jeden  Winkel 
gleich  oft  beobachtet. 

Die  Winkelmessung  bei  P  wird  wegzulassen  sein,  wenn  P  innerhalb 
des  Halbkreises  über  AB  zu.  liegen  kommt.  Entfernt  sich  P  vom  Halb- 
kreise und  rückt  AB  näher,  so  wird  die  Bestimmung  unzureichend.  (Vergl. 
P^  in  Fig.  18.) 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass  für  eine  Einschal  tun  gstriangulimng 
die  dritte  Methode,  sofern  sie  nur  zwei  Hauptpunkte  als  Ausgang  nimmt, 
nicht  so  günstig  ist  wie  die  beiden  ersten  Methoden ;  denn  alle  Lagen  von 
P,  welche  der  dritten  Methode  günstig  sind ,  werden  die  Benutzung  noch 
eines  dritten  Punktes ,  ja  meistens  noch  mehrerer  Punkte  gestatten ,  wo- 
durch man  bei  gleicher  Mühe  der  Winkelmessung,  ohne  die  sämmtlichen  in 
Abschnitt  27.  angegebenen  Uebelstände  überwinden  zu  müssen  —  sowohl 
die  der  ersten  als  die  der  zweiten  Methode  —  mindestens  dieselbe  Ge- 
nauigkeit erhalten  kann. 

Auch  darf  man  nicht  vergessen ,  dass  die  beiden  ersten  Methoden  ein 
von  den  zufälligen  Fehlern  der  Hauptpunkte  freieres  Resultat  geben ,  als 
die  dritte  Methode ,  die  offenbar  den  ganzen  Fehler  der  zwei  Hauptpunkte 
in  den  Nebenpunkt  überträgt. 

Denkt  man  sich  die  dritte  Methode  als  reine  Combination  der  beiden 
andern  und  vergleicht  die  Resultate  „  gleicher  Mühe ",  so  ist  wohl  immer 
die  zweite  Methode  vorzuziehen,  nicht  nur  in  praktischer,  sondern  auch 
in  theoretischer  Hinsicht;  wie  daraus  hervorgeht,  dass  die  erste  Methode 
in  den  praktisch  vorkommenden  Fällen  von  Einschaltungen  ungünstiger  als 
die  zweite  ist.  Diejenige  Arbeit  bei  Anwendung  der  dritten  Methode, 
welche  der  ersten  Methode  entspricht,  drückt  die  Genauigkeit  offenbar 
herab  gegenüber  der  zweiten  Methode,  welche  die  ganze  Arbeit  am 
günstigsten  verwendet. 

39. 
Die  theoretische  Vergleichung  wurde  unter  der  Annahme  von  Winkel- 
beobachtungen geführt.  Es  ist  nun  schon  früher  gefunden  worden,  dass 
die  erste  Methode  ebenso  wie  die  zweite  sich  etwas  günstiger  zeigt  filr 
reine  Richtungsbeobachtungen,  dass  zu  diesen  aber,  um  eine  gleichmässige 
Genauigkeit  für  jeden  einzelnen  Punkt  P  sowohl  als  auch  vergleichsweise 
für  verschiedene  Punkte  P  zu  erhalten,  immer  Winkelbeobachtungen  zur  Er- 
gänzung zugezogen  werden  müssen. 
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Es  ist  nnn  von  Interesse  zu  sehen ,  wie  bei  3  Hauptpunkten  sieb  die 
H  unter  Annahme  reiner  Richtnngsbeobacbtungen  gestalten. 

Die  Formeln  aus  Abschnitt  28.  2b  geben ,  sofern  das  System  42)  sich 
redacirt  auf 

(1)  -{2)^J,  +  B,x-\-  C,y 
(l)-(3)  =  ^3  +  fi3a;+Csy 
nndman  einen  HiUswerth  (2) — (3)  =(^j— ^)  +(^3 — Bj)x-\-{C3  —  Cj)p 

=      ^,       +     BiX  +C,y 

einfttbrt: 

{US)-  f''+'''+V    V+V+V  _  Wi  +  BA+^AYi 

2 

Dieselben   Werthe  würde  man   erhalten   durch  —malige 

Messung  jedes  der  drei  Winkel  an  P*)^  wenn  einer  Einstellung 
die  Präcision  A  =  1  ebenso  wie  oben  zukommt.  Die  Fehlergleichungen 
werden  nämlich 

(1  •  3)  j/i^=^3 .  j/-i + Bz  ■  yi-^+^^y^y 

and  dsraos  folgt  z.  B. 

V  =  1  :  -iV  .  yf  (^*)'  -^^  {jj[s{BB).S{fiC)-{ZBC)]  ; 

d.i.  wie  oben. 

2 
Hiemach  giebt  die  Anzahl  von    6  .  —  Einstellungen  bei  Winkel- 

o 

beobachtungen  genau  so  viel  Genauigkeit  als  3  Einstellungen  bei  Rich- 
tnngsbeobacbtungen.     Dieses   etwas  befremdende  Resultat  kann   etwas 
•  strenger  auch  wie  folgt  abgeleitet  werden  im  Anschluss  an  Abschnitt  25. 


*)  Ebenso  leicht  findet  man,  dass  ein  Satz  reiner  Richtangsbeobachtnngen 

2 
zwischen  ^Hauptpunkten  H  und  M  ebenso  ergiebt  wie  die  —  malige     Messung 

aller  der  2-i^ — l  möglichen  Winkel  zwischen  diesen  ^  Hauptpunkten ,  dass  daher 

bei  dieser  Art  Winkelmessungen  2(9— 1)  .Einstellungen  Dasselbe  leisten  als  q  Ein- 
stellungen bei  Richtungsbeobachtuugen.  Diese  Beziehung  gilt  überdies  ganz  all- 
gemein für  Winkel-  und  Richtungsbeobachtnngen  von  einem  Punkte  ^^^*r^  (-\r\rAr> 
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Aus  den  Gleichungen  (SJ)  ""  2)  "  1'  t  »'  "*"  t  5"  ^  )  erhält  man 
1(1)  —  (3)  =  ^3  +  ^3  Ä  +  Cgy  J 

die  wahrscheinlichsten  Werthe  x,  y  für  (1)  =  (2)  =  (3)  =  0  und  es  ist 
überhaupt  von  einer  Ausgleichung  nicht  die  Rede  (wesshalb  die  Ableitung 
der  H  und  M  aus  den  allgemeinen  Formeln  vorhin  nicht  streng  richtig 
war).  Dem  Fehlersystem  u  und  v  für  x  und  y  mögen  Richtungsfehler  (1), 
(2)  und  (3)  entsprechen ,  wo 

(1)  -  (2)  =  ^jtt  +  C,t,     (1)  -  (3)  =  i?,«  +  Cjt.. 
Die  Wahrscheinlichkeit  ist  dabei 

^  .     -[(!)* +  (2)« +(8)«] 

-  [3  (1)«-2(1)  {B^u+B^u+C^v+C^v)+{,B^u+(\vf+{B,u+C,vn  . 
Oder  für  (2)  —  (3)  =  ^j  w  +  Cj  p 

"*"  3 

Lässt  man  nun  (1)  für  ein  constantes  System  u ,  v  alle  möglichen 
Werthe  durchlaufen,  so  wird 

-i-((i9,«+C,ü)«+(i?,«+C,«)«+(/?3«  +  Cs»)*) 

ffj   s=    Wu^  0  =  Xj   .  c  ^ 

Construirt  man  hierzu  die  Ellipsen  wie  früher,    so   erhalten   diese 

gleiche  Lage  und  Grösse  mit  den  entsprechenden  Ellipsen;  welche  sich 

2 
durch   —malige  Messung  der  drei  Winkel  ergeben  würden. 


Digitized  by 


QyOO<^Z 


IV. 

Die    mathematische    Bestimmung    der  .Vertheiltmg    der 
Elektricität  auf  Conductoren  im  Allgemeinen  nnd  speciell 
auf  gewisse  Systeme  von  Conductoren,  die  von  Rotations- 
flächen mit  gemeinschaftlicher  Botationsaze 
begrenzt  sind, 

von 
Tn.    KöTTERITZSCH, 


§   1. 

Bekannte  Sätze  der  Potentialtheorie. 

1)  Ist  eine  gewisse  Elektricitätsmenge  *)  über  ein  beliebiges  System 
voD  Conductoren  vertbeilt,  so  nimmt  dieselbe,  für  den  Zustand  des  Gleich- 
gewichtes, eine  solche  Anordnung  an,  dass  ihr  Potential  für  alle  Punkte 
im  Innern  und  auf  der  Oberfläche  eines  und  desselben  Conductors  einen 
Constanten  Werth  hat. 

Die  Dichtheit**)  der  Elektricität  in  Punkten,  die  zur  innern  Masse 
oines  Conductors  gehören ,  ist  stets  gleich  Null ;  oder  die  Elektricität  ver- 
breitet sich  nur  auf  den  Oberflächen  der  Conductoren. 

2)  Werden  die  einzelnen  Conductoren  eines  in  beliebiger,  aber  unver- 
änderter, relativer  Lage  gegeneinander  verharrenden  Conductorensystems 
mit  beliebigen  Elektricitätsmengen  geladen,  so  giebt  es  nur  eine,  aber  auch 
stets  eine  Art,  nach  der  die  Anordnung  der  Elektricität  stattfindet.  Zu- 
gleich befindet  sich  dann  die  Elektricität  im  Zustande  des  stabilen  Oleich- 
gewichtes. 


*)  Gemessen  nach  absolutem  Maasse. 

**)  Der  Ausdruck  „Dichtheit  der  Elektricität  an  einem  Punkte**  definirt  sich 

am  einfachsten  durch  den  Specialfall,    dass,   wenn  auf  einer  Kugel  vom  Radins 

=  1,  die  Elektricit'atsmenge  Q  sich  befindet,  die  Dichtheit  der  gleichförmig  über 

0 
rtie  Knffel  verbreiteten  Elektricität  an  jedem  Punkte  =  -r—  »st-  /^~^^^^T^ 
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VJ'J     D'ui  matlKTnatische  Bestimmung  der  Vertheihmg  der  Elektricität 

'i)  Die  Diclitbeit  der  Elektricität  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Ober- 
däcbe  eines  Condnctors  und  das  Potential  der  gesammten  nach  dem  60 
ftetze  1)  Tertbeilton  Elektricität  auf  den  Pnnct,  nm  dessen  elektrische  Dich- 
tigkeit es  sich  handelt,  hängen  zusammen  durch  die  Relation: 

h^    cj^ 

^  An    ctv    ' 

woboi 


das  Aendemngsgesetz  von  F,  dem  Potential  der  gesammten  vorhan- 

denen  Elektricität  auf  den  genannten  Punkt,  bedeutet,  wenn  dieser 
Punkt  um  die  unendlich  kleine  Strecke  dw  in  der  Richtung  der  Nor- 
male nach  aussen  fortrückt; 

Q  ifit  die  Dichtheit  der  Elektricität  in  unserem  betreffenden  Punkte; 

h  bedeutet  eine  nur  von  den,  den  einzelnen  Conductoren  mitgetheilten 

Elektricitätsmengen  abhängige  Constante  und 
TT  das  Vcrhältniss  des  Kreisumfanges  zum  zugehörigen  Durchmesser. 
4)  V  hat  folgende  Fundamen talcigen Schäften : 
er,  V  ist  für  alle  Punkte  p  ausserhalb  der  Conductoren  endlich  nnd 

ändert  sich  stetig,  wenn  p  seinen  Ort  stetig  ändert. 
j3,  Fgeht  in  Null  über,  wenn  der  Punkt  p,  auf  den  es  sich  bezieht, 

in  unendliche  Entfernung  von  den  Conductoren  rückt, 
y.  Für  jeden  Punkt  p  ausserhalb  des  von  einem  Conductor  erfiillten 
Raumes  genügt  Fder  Gleichung: 

wenn  o:,  y,  z  die  rechtwinkligen  räumlichen  Coordinaten  des  Punk- 
tes p  sind,  auf  den  sich  V  bezieht. 
(9,  V  ist  constant  für  alle  Punktep,  die  auf  der  Oberfläche  desselben 
Conductors  liegen;  oder  diese  Conductoroberfläche  ist  eine  Niveau- 
fläche fiir  V. 

£,  Kommt  die  Function  V  her  von  elektrischen  Massen,  die  stetig 
über  die  Oberflächen  eines  Systems  von  Conductoren  verbreitet 
sind,  so  hat  Ffür  alle  Punkte  des  inneren  Raumes  eines  und  des- 
selben Conductors  denselben  constanten  Werth,  den  es  für  alle 
Punkte  der  Oberfläche  desselben  hat. 

f,  Kommt  V  nur  her  von  elektrischen  Massen,  die  stetig  über  die 
Oberflächen  eines  Systems  von  Conductoren  verbreitet  sind,  so 
giobt  es  nur  eine  einzige  Function  F,  die  den  von  «  bis  f  aufge- 
zählten Eigenschaften  genügt,  es  giebt  aber  auch  stets  eine  solche 
Function. 
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5)  Den  Fnndamentaleigenscbaften  für  V  von  a  bis  d  genügt  das  Poten- 
tial zweckmässig  gewählter  elektrischer  Massen  im  Innern  eines  jeden  ein- 
zelnen Condactors. 

6)  Diese  elektrischen  Massen  im  Innern  eines  jeden  Conductors  haben 
hierzu  nur  der  Bedingung  zu  gentigen ,  dass  ihr  Gesammtpotential  für  alle 
Punkte  auf  der  Oberfläche  eines  und  desselben  Conductors  einen  constan- 
ten  Werth  habe,  der  aber  für  die  einzelnen  Conductoren  ein  verschiedener 
sein  kann. 

7)  Genügt  die  im  Innern  eines  einzelnen ,  von  allem  fremden  elektri- 
schen Einfluss  befreiten,  Conductors  angenommene  Vertheilung  elektri- 
scher Massen  den  beiden  Bedingungen :  1,  dass  ihr  Potential  fiir  alle  Punkte 
der  Conductoroberfläche  constant  ist,  2,  dass  die  algebraische  Summe  der- 
selben, addirt  zur  algebraischen  Summe  der  wirklich  auf  der  Oberfläche 
des  Conductors  vorhandenen  elektrischen  Masse,  Null  ergiebt,  so  ist  der 
Werth  des  Gesammtpotentiales  beider  elektrischer  Massensysteme  für  alle 
Punkte  ausserhalb  und  auf  der  Conductoroberfläche  gleich  Null. 

8)  Sind  diese  beiden  Bedingungen  für  jeden  einzelnen  Conductor 
eines  ganzen  Systemes  von  Conductoren  erfüllt*),  so  muss  auch  nothwen- 
dig  das  Gesammtpotential  aller  vorhandenen  elektrischen  Massen  für  alle 
Punkte  auf  oder  ausserhalb  der  Conductoren  Null  sein. 

9)  Ist  V  das  Potential  aller  elektrischen  Massen,  die  sich  auf  der  Ober- 
fläche der  Conductoren  eines  ganzen  Conductorensystems  befinden,  für 
irgend  einen  Punkt  einer  Conductorfläche  oder  des  von  dem  Conductoren- 
sjsteme  ausgeschlossenen  Kaumes,  ist  ferner  ü  das  Potential  der  nach  den 
beiden  unter  8)  genannten  Bedingungen  angenommenen  elektrischen  Mas- 
senvertheilung  fUr  denselben  Punkt,  auf  den  sich  V  bezieht,  so  ist  nach  8) 

folglich,  da  nach  2)  pag.  121  q  ==  —  —  -^  auch 

4:n    dfv' 


Literatur: 


Poisson:    M^ro.  1   et  2  snr  la   distribntion  de  rdlectricitc^   k  la  surfacc  des  corps 

condnctenrs.  M^m.  de  la  classe  des  sc.  mathem.  et  phys.  de  Tinst.   Ann^e  1811. 
Green:  An  essay  on  tho  application  of  mathematical   analysia  to  thc   theorics  of 

electricity  and  magnetisro.     Grelle'a  Journal,  Bd.  39.  44.  n.  47. 
Oanss:    Untersachungen  über  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der 

Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte.   1840.    Namentlich 

§  24,  §  26,  §  26,  §  27,  §  36  und  §  37. 


*)  Nämlich  so,  wie  es  Nr.  6  nnd  Nr.  1  dieses  §  verlangt,      oigi^^d  byGoOglc 
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§2. 
Präcisirnng  der  gestellten  Aufgabe. 

Ist  die  in  9,  §  1  definirte  Function  U  bekannt,  so  folgt  nach  dem  an 
derselben  Stelle  genannten  Satze  die  gesuchte  elektrische  Dichtheit  einfach 
durch  Differentiation,  wenn  man  noch  bemerkt,  dass  die  Constante  h  sich 
ergiebt  ans  der  Relation 

Lim      9  =hV^ hü^ 

worin  bedeutet 

0  die  algebraische  Summe  aller  dem  Conductorensysteme  ursprünglich 

mitgetheilten  Elektricitätsmenge  (nicht  durch  Vertheilungs Wirkung). 

Kq^  =  —  ü^^  den  Werth  von  Fresp.  Ulm  Bezug  auf  einen  Punkt  p , 

dessen   Entfernung   R    von    dem    Conductorensysteme    unendlich 

gross  ist. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  kommt  daher  darauf  hinaus,  die  Function  U 

zu  beschaffen. 

Die  Potentialfunction  U  im  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  p  kann  aber 
als  bekannt  angesehen  werden,  sobald  die  analytische  Bestimmung  der 
Massen  erfolgt  ist,  welche  f^  bewirken. 

Die  zu  bestimmende  Massen  vertheilung  hat  nun  folgende  Bedingungen 
zu  erfüllen: 

1.  Nach  5,  §  1  müssen  die  geometrischen  Oerter  für  die  einzelnen  an- 
zunehmenden Massen  innerhalb  der  gegebenen  Conductoren  liegen. 

2.  Nach  6,  §  1  müssen  die  anzunehmenden  Massen  die  einzelnen  Con- 
ductoroberflächen  zu  Niveauflächen  ihres  Potentiales  haben  und 

da  durch  Vertheilung  auf  jedem  einzelnen  Conductor  stets  gleich  grosse 
Mengen  entgegengesetzter  Elektricitäten  erregt  werden,  die  algebraische 
Summe  der  auf  demselben  wirklich  vorhandenen  ElektricitÜtsmengen  also 
dadurch  nicht  geändert  wird,  sondern  immer  der  den  Conductoren  ur- 
sprünglich mitgetheilten  Elektricitätsmenge  gleich  bleibt  und  da  die  Wir- 
kung der  auf  jedem  einzelnen  Conductor  haftenden  Elektricitätsmenge  auf 
jeden  Punkt  ausserhalb  oder  auf  dem  Conductor  ersetzt  werden  soll  durch 
die  hypothetischen  elektrischen  Massen  im  Innern  des  Conductors,  so  ist 
nach  7  und  8,  §  1  auch 

3.  die  algebraische  Summe  der  im  Innern  eines  jeden  einzelnen  Con- 
ductors anzunehmenden  Elektricitätsmenge  gegeben.  Sie  ist  nämlich  ent- 
gegengesetzt gleich  der  dem  betreffenden  Conductor  ursprünglich  mitge- 
theilten algebraisch  addirten  Elektricitätsmenge*). 

•)  Bei  Abstraction   von    directem  Uebergang    der  Elektricität  zwischen  den 
Conductoren.  ^-^  , 
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Hiernach  lässt  sich  die  im  Allgemeinen  asu  lösende  Aufgabe  in  folgende 
Worte  fassen:  „Innerhalb  gegebener  geschlossener  Flächen 
sind  elektrische  Massen,  deren  algebraische  Summe  für  jede 
einzelne  Fläche  ebenfalls  gegeben  ist,  so  zu  bestimmen,  dass 
ihr  Gesammtpotential  diese  Flächen  zu  Niveauflächen  hat." 

Diese  Aufgabe  ist  bekanntlich  unbestimmt. 

Hat  man  elektrische  Massen  symmetrisch  vertheilt  zu  einer  Ebene,  so 
sind  auch  die  NiTeauflächen  ihres  Potentiales  Sjonmetrisch  zu  dieser  Ebene 
gelegen.  Umgekehrt  muBs  man  daher  auch,  wenn  die  Conductoren  selbst 
sowohl,  als  auch  die  den  einzelnen  Conductoren  ursprünglich  mitgetheilten 
algebraischen  Summen  von  Elektricität  symmetrisch  zu  einer  Ebene  geord- 
net sind,  der  Aufgabe  genügen  können  durch  eine  symmetrisch  zu  dieser 
Ebene  angeordnete  Vertheiiung  der  anzunehmenden  elektrischen  Massen. 

Der  vorige  Satz  gilt  auch  noch ,  wenn  man  statt  Ebene  Gerade  setzt. 

Sind  endlich  die  Conductoren  begrenzt  von  Rotationsflächen,  die 
sämmtlich  ein  und  dieselbe  Gerade  zur  Rotationsaxe  besitzen,  so  wird  man 
der  gestellten  Aufgabe  genügen  können  durch  eine  Vertheiiung  elektri- 
scher Massen  der  Art,  dass  Dichtheit  und  Vorzeichen  derselben  für  alle 
Punkte,  die  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  der  seinen  Mittel- 
punkt in  der  Rotationsaxe  und  seine  Ebene  senkrecht  zu  derselben  hat, 
constant  ist. 

Ist  nun  in  diesem  Falle  keiner  der  einzelnen  Conductoren  von  einem 
anderen  umschlossen,  so  kann  man  erwarten,  dass  man  der  Aufgabe  auch 
genügen  könne  allein  durch  eine  angenommene  Vertheiiung  elektrischer 
Massen  auf  der  Rotationsaxe  selbst. 

Dieser  Fall  ist  es  nun ,  den  wir  in  der  Folge  specieller  betrachten 
werden  in  einer  Weise,  dass  die  Methode  der  Rechnung  auch  auf  jedes 
beliebige  Conductorensystem,  das  ursprünglich  mit  beliebigen  elektrischen 
Massen  beladen  worden  ist,  ausgedehnt  werden  kann. 

Wir  stellen  uns  also  dieAufgabe:  „Wie  sind  elektrische  Massen 
auf  der  Axe  eines  Systems  von,  von  Rotationsflächen  mit  ge- 
meinschaftlicher Axe  umschlossenen  und  einander  nicht  ein- 
schliessenden,  Conductoren  anzuordnen,  wenn  dieselben  zur 
Ermittelung  der  elektrischen  Dichtheit  auf  den  Conductoren 
benützt  werden  sollen?" 

Nach  5,  §  1  ist  dazu  erforderlich,  dass  ein  endliches  Stück  der  Rota- 
tionsaxe von  jedem  einzelnen  Conductor  selbst  umschlossen  ist,  derselbe 
also  keine  ringförmige  Gestalt  hat;  und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  auch 
die  innerhalb  der  Conductoren  liegenden  Stücke  der  Rotationsaxe  nicht  zu 
klein  gegen  die  Übrigen  Dimensionen  des  Conductors  sein  dürfen. 
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§3. 
Keduetioii  gewisser  specieller  Fälle  auf  den  allgemeinen  Fall. 

Wir  sagten  oben ,  dass  die  algebraische  Summe  der  in  Wirklichkeit 
auf  einem  jeden  Conductor  befindlichen  Elektricitätsmengen  bekannt  sei. 
Dies  scheint  nicht  der  Fall  zu  sein,  wenn  einer  oder  mehrere  Conductoren 
zur  Erde  abgeleitet  sind  oder  kurze  Zeit  abgeleitet  gewesen  sind. 

Im  erstem  Falle  mnss  man  aber  bei  strenger  Rechnung  sowohl  die  Ab- 
leitungsvorrichtung,  als  auch  die  ganze  Erde  mit  als  Conductor  betrachten 
und  wird  so  auf  den  allgemeinen  Fall  pag.  125  zurückgeführt.  Für  nur  an- 
genäherte Rechnung  unter  Voraussetzung  eines  sehr  dünnen  Ableitungs- 
drahtes  kann  man,  nach  Green's  Vorgänge,  das  Potential  der  auf  den  Con- 
ductoren befindlichen  elektrischen  Massen,  bezogen  auf  jeden  Punkt  der 
abgeleiteten  Conductoren,  gleich  Null  setzen  und  erhält  damit  eine  Be- 
dingungsgleichung zur  Berechnung  der  auf  den  abgeleiteten  Conductoren 
befindlichen  Elektricitätsmengen. 

Wenn  im  zweiten  Falle,  der  wieder  aufgehobenen  Ableitung,  die  Be- 
rechnung der  elektrischen  Dichtheit  stattgefunden  hat  für  noch  bestehende 
Ableitung,  so  kann  durch  Ermittelung  des  Integrales ^^tf^,  wo  q  die  elek- 
trische Dichtheit  im  Oberflächenelemente  ds  des  abgeleiteten  Conductors 
bedeutet,  und  wenn  die  Integration  über  die  ganze  Oberfläche  des  Conduc- 
tors ausgedehnt  wird,  die  algebraische  Summe  der  auf  dem  abgeleiteten 
Conductor  befindlichen  Elektricitätsmengen  gefunden  werden.  Ist  aber 
diese  bekannt,  so  ist  man  dann  auch  nach  wieder  aufgehobener  Ableitung 
wieder  auf  die  allgemeinen  Fälle  pag.  125  zurückgekommen. 

Der  Natur  der  Sache  nach  sind  die  Begrenzungsflächen  der  von  uns 
speciellnach  pag.  125  zu  behandelnden  Conductoren  sämmtlich  geschlossene 
Flächen.  Diese  Flächen  sind  aber,  namentlich  in  den  praktisch  wichtigen 
Fällen,  meist  solche,  dass  sie  nicht  obne  weiteres  durch  eine  einzige  Glei- 
chung analytisch  festgelegt  werden  können,  z.  B.  bei  dem  häufig  vorkom- 
menden Apparat,  wo  ein  cylindrisches  Drahtstück  centrisch  an  eine  Kugel 
angesetzt  ist,  u.  s.  w.  Um  auch  die  Meridiancurven  solcher  Flächen,  wie 
es  uns  erwünscht  ist,  durch  eine  einzige  Gleichung  von  der  Form  y  =  f(x) 
oder  qp  (rc,  y)  =  0  für  rechtwinklige  Coordinaten  [oder  r  =  f^  (9)  oder 
9^1  ('*»ö)  =  ^  für  Polarcoordinaten]  andeuten  zu  können,  erinnern  wir  an 
die  (Dirichlet'sche)  Formel : 

Genügt  y  innerhalb  desintervalles  für  x  von  a  bis  a^  der  Form  y=/\  (a:), 
innerhalb  des  Intervalles  a^  bis  a^  der  Form  y  =s  f^  (oc) ,  innerhalb  des  In- 

tervalles  «j  ^^^  ^3  der  Form  y  =  /.,  (x) , ,  innerhalb  des  Intervalles 

ün^i  bis  b  der  Form  y  =//*  (a:),  so  ist  der  Werth  des  y  für  ein  x,  das  der 
Bedingung  genügt,  b^x^a: 
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t^  2«  (x  —  a) 

—  CX) 


«l 


/' 


•2  7t(/  — «)     . 

f,{l)c-"'        h-a       'dl 


f,{l),-   -   '"   -     b-a       '  dt-\-  I  f 


^-      I  fl  (0  <•    ~   '"   "     O-a    -'  dt+    I  f.,  (0  e    -   "•    ^'o'-  a  "'    '■  dl 


/'■ 


2  TT  (/  —  a) 
+ +       I  fn{t)e-'"  h-a         '    dt     \ 


Ist  diese  Gleichung   die  in  ebenen  rechtwinkligen  Coordinaten   aus- 
gedrückte Gleichung  des  auf  der  einen  Seite  der  Rotationsaxe  gelegenen 
Stückes  der  Meridiancurve  eines  der  gegebenen  Conductoren,  so  ist  ersicht- 
lich, dass 
keine  der  mit  f  bezeichneten  Functionen  innerhalb  der  zugehörigen  lute- 

grationsgrenzen  unendlich  wird, 
dass  y  sich  mit  Ausnahme  eines  Falles  mit  x  stetig  ändert, 
dass  für  x  =  a  oder  x  =  b  y  =  0 

und  dass,  da  wir  einander  umschli  essen  de  Conductoren  von  unserer  Be- 
trachtung ausgeschaltet  haben ,  ein  hohler  Conductor  aber  im  Bezug 
auf  die  Vertheilung  von  Elektricität  ebenso  wirkt,  wie  ein  massiver, 
die  obige  Gleichung  nur  einen  zusammenhängenden  Curvenzweig  be- 
deuten wird. 

Der  eben  erwähnte  Ausnahmefall  ist  der,  wenn  der  Conductor  ein 
äeokrecht  auf  der  Rotationsaxc  stehendes  ebenes  Begrenzungsstück  enthält. 
Umgeht  man  die  Schwierigkeit  dieses  Falles  durch  zu Grunde-Legung  eines 
anderen  Coordinatensystemes,  so  können  wir  sagen :  Durch  eine  Gleichung 
von  der  vorstehenden  Form  ist  irgend  ein  Punkt  des  auf  der  einen  Seite 
der  Eotationsaxe  liegenden  Stückes  der  Meridiancurve  eindeutig  bestimmt. 
Sind  weiter  die  Derivirten  der  mit  f  bezeichneten  Functionen  inner- 
halb der  entsprechenden  Integrationsintervalle  stetig,  so  ist  auch  eine  so- 
fortige Differentiation  der  obigen  Gleichung  erlaubt,  wobei  freilich  an  den 
Integrationsgrenzen  «j ,  «j  >  '^a  •  •  •  ^'/i-i  statt  der  wirklichen  zwei  im  Allge- 
meinen verschiedenen  Werthe  von  y  das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden 
Werthe  zum  Vorschein  kommt. 
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§4. 

Aiialytisehe  Fixirung  der  gestellten  Aufgabe. 

# 

Seien  eine  Anzahl,  etwa  ^,  Conductoren  von  der  Art  gegeben,  wie  sie 
pag.125  vorschreibt.  Die.GlcichuDgen  der  Meridiancnrven  derselben  seieu, 
bezogen  auf  ein  ebenes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  mit  der  Rota- 
tion saxe  als  Axe  der  x: 

y  =  (p^{x)\  y  =  q>.i(x);  y  =  (p>^{x); y  =  tp^  {x). 

Die  mit  elektrischen  Massen  zu  belegenden  Stücke  der  Rotationsaxe  (voll- 
ständig innerhalb  der  Conductoren  gelegen)  mögen  reichen,  resp. 

von  a^  bis  6| ;  von  a.^  bis  fr.^;  von  »3  bis  63; von  etq  bis  bq. 

Der  den  Anforderungen  pag.  124  genügende  Modus  der  Vertheilung  elektri- 
scher Massen  sei  dargestellt  durch  resp. 

M9)'f2iQhfM' A(9)- 

Dann  ist  das  Gesammtpoteutial  aller  angenommenen  elektrischen  Massen 
bezogen  auf  einen  Punkt,  dessen  rechtwinklige  rHumlicbe  Coordinaten*] 
sind  a:,  »y,  f: 

V,(i.),.j_  /V,(?K.j_  /V.(»),.j_      _,_  /'V.W 


rf? 


Ol  a,  tti 


wenn  r  =  j/  (.r  —  q)'  +  i?'^  +  g^ 

Ist  nun  der  Punkt  xt^S  irgend  ein  Punkt  der  Oberfläche  des  s^*^"  Con- 
ductors/  also  ri*  +  ?^  =  y'  =  [g?,  (a^)]^  so  ist  nach  pag.  124,  2.: 

ap 

welche  Lage  auch  der  Punkt  x  ri  ^  auf  der  Oberfläche  des  s^^  Conductors 
einnehmen  mag. 

Bedeutet  also  da  ein  auf  der  Oberfläche  dieses  Conductors  gelegenes 
Bogenelement,  so  ist 

,düsdx,dü,dy        düs     ,düs       ,,,_^ 

eine  identische  Gleichung,  sobald  der  Werth  von  y  =>  q>s  {x)  als  Function 
von  X  in  dieselbe  eingesetzt  wird. 


*)  Bezogen  auf  ein  Coordinatensystem,  das  möglichst  mit  dem  obigen  ebeuen 
zusammeurällt. 
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Die  Identität  I  repräsentirt  q  Identitäten,  da  in  ihr  n  alle  Werthe  von 
1  biB  ^  annehmen  kann. 

Weiter  ist  nach  3.  pag.  124 

au 

wenn  —  Ä^  die  algebraische  Summe  der  dem  s'*'*  Conductor  direct  mitge- 
theilten  Elektricitätsmengen  bedeutet. 

Die  Gleichung  II  repäsentirt,  aus  demselben  Grunde  wie  die  Gleichung 
I,  7  Gleichungen. 

Vermittelst  der  Gleichungensystcme  I  und  II  sollen  nun  die  Functio- 
nen /'(p)  und  die  Längen  und  Lagen  der  mit  elektrischer  Masse  zu  belegen- 
den Axenstücke ,  d.i.  die  Integrationsgrenzeu  a  und  b  bestimmt  werden. 
Ausgeschlossen  bleiben  dabei  im  Allgemeinen  Lösungen  von  der  Form: 
/;  (9)  ~  0,  und  fr,  ==  «,. 

Indem  wir  hier  für  die  Bestimmung  der  a  und  6  nur  an  das  pag.  125 
über  Sjmmetrieverhältnisse  Gesagte  erinnern,  gehen  wir  namentlich 
darauf  aus,  die  Functionen  /"zu  berechnen. 

Jedenfalls  können  wir  über  diese  Functionen  die  Voraussetzung 
machen,  dass  sie  an  den  und  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nirgends 
unendlich  werden,  womit  dann  auch  ihre  Entwickelung  innerhafb  dieser 
Grenzen  in  Fouriersche  Reihen  gestattet  ist. 

Um  diese  Entwickelung  in  möglichst  einfacher  Form  verwenden  zu 
können,  denken  wir  uns  den  Coordinatenanfang  bei  der  Berechnung  des 
Potentialwerthes  der  in  einem  bestimmten  etwa  dem  //^''  Conductor  auge- 
uommenen  Elektricität  immer  in  die  Mitte  der  mit  elektrischer  Masse  be- 
legten Axenstrecke  gelegt;  eine  Operation,  die  offenbar  auf  das  Potential 
jedes  einzelnen  Conductors  sowohl,  wie  auf  das  Gesammtpotential  ohne 
Einfluss  ist.   Setzen  wir  dem  entsprechend  weiter 

—  00 
so  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  1,  jetzt 


•    2, 


J  _    +00  r         n—  öi 


wobei  jetzt,  gemäss  der  angenommenen  Beweglichkeit  unseres  Coordinaten- 
Systems,  dem  x  für  jeden  einzelnen  Conductor  ein  besonderer  Werth  bei* 
gelegt  werden  muss. 

Es  ist  nun  unsere  Aufgabe,  der  Gleichung  2,  oder  dem  üs  ein^  Form 
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zu  geben,  dass  dessen  Berechnung  für  jeden  Werth,  den  x  und  y  gemäss 
der  Bedingung,  dass  der  Punkt  xy  auf  der  Meridiancurve  des  s^*^  Conduc- 
tors  liegt ,  erlangen  kann ,  leicht  ist ,  und  namentlich  auch  die  Art  der  Ab- 
hängigkeit des  Vs  von  x  und  y,  wenn  xy  irgend  einen  Punkt  der  Meridian- 
ebene bezeichnet,  hervortritt.  Hierauf  hat  dann,  unter  Anwendung  der 
Gleichungen  I  und  11  die  Bestimmung  der  Coefficienten  «^  und  endlich  die 
der  Functionen  /,  selbst  zu  erfolgen. 

Hierbei  ist  noch  besonders  der  Umstand  hervorzuheben,  dass,  weil 
eine  Function  sich  nur  in  einer  einzigen  Weise  in  eine  Fouriersche  Reihe 
entwickeln  lässt,  sich  auch  alle  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  in  der  Art  der 
Bedingungsgleichungen  zeigen  muss,  von  denen  die  Integrationsgreozeu 
hp  und  die  Coefßcienten  a^  abhängen. 


§5. 
Transformation  von  ü,  und  -'    V,. 

d  X 
Seien  die  beiden  Theile  des  Integrales 

—  A 

COS  (n  —  Q)  P     sm  (n       q) 

h  .  ,  _  f  n 


■!, 


,         :    ^3-       _rr^        r  rfp     Und  /,  =  «     /      ,        : 


■X 


n 


dg. 


Nun  ist  bekanntlich 


I  COS  u  Q  du  I  cos  (w      l)  cos  ui  dl  =  , 

0  -A 


0  ßr  q'^  >  h- 

n 
h 


:y  cos{n  ^g^furg^^h- 


B,  —    I  sin  UQ  du    1  sin  (n  —  t)  sin  ui  dt  =  , 


cos  {n  —  q)  für  q-  <  fr 
0  für  Q^  >  ä2 


-  sin{n~Q)  fürQ'^=fr 

sin  {n  —  q)  für  o^  <  Ä^ 
h 
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Mit  Hülfe  Ton  Jy  und  B,  nehmen  Ic  und  h  folgende  Gestalten  an : 

+  00  cx>  +* 


^'    « 


^  lyix-Qf+ff  I  ""^  ^"^^ ''"  h"'^*'  f  '^ ''"^^"'^ '"■ 


—  00  «  — A 

+  00  00  +* 


/,=- 


-  00  0  -  A 

Aus  der  bekannten  Formel 

CX) 


A^-- ,,-.,_  ^(^ 


-1)  ^r« 


folgen  weiter  die  für  uns  wichtigen  Formeln ,  wenn  man  setzt  in  derselben 
9  =  {^—qY  +  y'^-    «  =  t/;,  a;  =  -   ;  da  77  (—      )  =  /tt. 


2 

00 


rf^ 


,j^.^"-rf,= j"^'.rf,=^^.,:.- 


und  wenn  man  setzt  a:  =  —  und  für  z  z^  schreibt 

00  -fCX) 

2 

0  — CX) 

oder,  wenn  man  im  letzten  Integrale  noch  setzt 

Z  =  M  +  /. 

+  CX) 

—  00 
Mit  Utilfe  der  Formel  ^,  nimmt  nun  Ig  ,    wenn  man  noch  setzt  cos  uq 

=  p,r.  e  "^'  oder  cos  u(f  =  p,  r,  —  (c"^*  +  ^'  ~  "*')  ^^o  Formen  an: 

/,=p.r.  -  — -  -—  J   —  >-- ^^JduJ  cos  («  -  0  CO*  (wO  rf/ 

+  00 


-00 
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Oder 


Jc=p.r. 


1         I   /e^-'-r^vv*        r      / 

d^   I  du  I  cosin  — 


^•^(a?«4-y*)^i 


27t/7tcji  jj^     y^ 


l)cos{iit)dl 


wobei  iu  Uiusicht  des  auf  g  bezüglichen  Integrales  der  letzten  Darstellung 
von  le  die  Integration  sowohl  im  Bezug  auf  die  oberen,  als  auch  auf  die 
unteren  Vorzeichen  auszuführen  ist. 

Ganz  entsprechende  Form  erhält  auch  /,,   wenn  man  setzt,   di^s  eine 

Mal  sin  UQ  =  p,  i.  c"^  ,  das  andere  Mal  sin  uq  =  p.  L  ~  {e**     — e     "    ), 

nur  müssen  dann  die  beiden  Integrationsergebnisse  von  einander  abgezo- 
gen werden,  während  sie  im  vorigen  Fall  zu  addiren  waren. 

Führt  man  die  auf  ^  bezüglichen  Integrationen  aus  nach  Formel  /), 
pag.  131,  so  erhält  man 

j^=p,r.        J      -  -  dJjf    /  (J  \"'Ji^+"*^/ 'dw    jcos{n^j^l)cos(ut)dt. 


Oder 


1"   I    /*/»y  "V"  /*    I       '•  ^  /* 


— .  —  i/j:- 


I. 


0         ^  0 


Oder 


^'=2^'':'' 


0  ^  ü 

oo  -     .  CX) 


—  i— - — na? 


0  cos  (ul)  dl 


cos  (w-  t)cos{uC)dt{, 

-A  ^  J 

'  rf  M    /  sf>i  (n  --  /)  «m  {ut)dt 


i* 


*(/ M    / sm  (w  —  i)  sin  {u l) dl 

y 

du    I  sin  (n  -  l)  sin  {ut)dt 


Setzt  man  nun  i/;  =  —  also  — = ,  so  wird 
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0  0  -  Ä 

Nun  ist  aber  nach  Formel  A,  pag.  130 

00  +A 

/  C05  w(  —  +  a:  —  —  j  rfti  1  cos{n  —t)  cos  (m/)  rf/ = 


1  n/y^.  v\ 


je  nachdem!  —  +  ^ r  1    =^  Ä^. 

\»  4/     < 


Der  Ansdrock  ^^ — l-  x  —  —  nimmt  bei  wachsendem  v  stetig  ab ,  und  ist  für 

t;     '  4 

p  =  0,  +  00,  für  »  =  -["  ^  —  00;  da  nun  nach  den  Integration sgrenzen 
der  auf  v  bezüglichen  Integration  v  nur  positive  Werthe  zu  durchlaufen  hat, 
so  haben  nur  diejenigen  Elemente  fQr  die  nach  v  auszuführende  Integration 
einen  von  0  verschiedenen  Werth,  fUr  welche  v  einen  solchen  positiven 
Werth  hat ,  dass 

V  4  ^ 

(1.  b.  wir  haben  als  Grenzen  der  Integration  im  Bezug  auf  v  zu  nehmen  die 
positiven  Wurzeln  der  beiden  in  v  quadratischen  Gleichungen: 

^  +  ^-|  =  +  Ä    und    '^  +  ^-j A- 

Die  Integrationsgrenzen  sind  demnach : 


p,  =  2  [^  -  Ä  +  /y^  +  (o:  -  hy];  v,=^2  [x+h  +  fy^  +  (^  +  ^Yl 

Mit  Beachtung  des  auf  der  vorigen  und  auf  dieser  Seite  Gefundenen  erhal- 
ten wir  nun : 

VerfUbrt  man  analog  mit  dem  zweiten  dreifachen  Integrale  der  zweiten 
Daretellnng  von  h  pag,  132,  so  erhält  man  P^g.,,^^^ byGoOgk 
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^•'-.^/-["f(C-+'-i)]- 


V 
2[x  -h+   Yyi^+y^J^*] 


+./-[%  (^—i)]T 


Endlich  erhält  man  noch  auf  analogem  Wege  und  unter  Benutzung  der 
Formel  B,  pag.  130,  für  i,  die  beiden  Darstellungen: 

nnd 

4,     /.  * 

2  [«  -  //  +  V!,'+  (x  -  Af] 

2  [-  a;  +  Ä  +  Kv'+(a;-"Ä)'] 


21.a:  +  /i+fy»+(ar-f-/0'J 


+iA[»f(?-«-T)]^- 


aL-a^-A+f^y'+C^c  +  A)«] 

Setzen  wir  ferner  v  =  2uy;   1^-^-1,=='  i«,  so  findet  sich 

/„ 

cc  +  h+yy^  +  {x+liY 

Oder 

y, 

it       .       i                  n     y  (u         1\. 
h  =  c                   Je                                        —  . 

7 

''- -J  +  ^^/' +  (•l-j''^* 
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Oder: 

n  I  Tt    y   ( u         1\. 

0,  /,=  2.  J    . 

y 

y  :   -      -    - 

"77  \1  ~   «/   2   '  du 

e  — 

u  . 

y 

Durch  Vergleichung  der  Relationen  5,  und  6,   erhält  man  noch  die 
Formel : 

X  +  h+  Vijr:{:{x  +  hY  -_x  +  h+Vy^JxJ-jiY 

'  y  [^  y 

u  J  u 

■fi  +  Vy^  +  Jx-hf  zi^-A  +  yjM^'+J^l 

y  y 

Nach  pag.  129,  2  und  nach  pag.  130  ißt  nun  die  gesuchte  Transforma- 
tion von  Vsy  die  wir  auch  in  der  Folge  zu  Grunde  legen  werden, 


1         -CX) 


-CX) 

wo  7^  durch  5,  oder  6,  pag.  134  und  135  und  2,  pag.  129  definirt  ist. 
Es  könnte  scheinen,  als  oh  die  Anwendung  der  hekannten  Formel 

^(^)=^Je  ""^^  du  JF{{)e-''*'dt;   —  Ä  <  a:  <  +  Ä 

—  CX)  — Ä 

statt  der  Formel  -4,  und  By  pag.  130  auf  kürzerem  Wege  zum  Ziele  führte, 
allein  die  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  für  v  hei  der  spätem  Sub- 
stitution tf;  =  —  (pag-  132)  dürfte  Schwierigkeiten  verursachen ;   zugleich 

führte  uns  unser  Weg  auch  auf  die  Formel  2,  pag.  134,  die  dann  wichtig 
wird,  wenn  eine  zur  Rotationsaxe  senkrechte  Symmetrieebene  vorhanden 
ist  (vergl.  pag.  125),  indem  dann  für  ^^^.^.^^^  ^^  GoOgk 
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+  00  Ä 

—  00 
gesetzt  werden  kann 

CX) 

fp  {9)  =2  ^„  ^ö^  n  ^  Q. 
0  ^ 

Von  den  vielen  TransfoTroationen ,  die  man  noch  aus  5,  6,  und  7,  für 

/„  ableiten  kann,  erwähnen  wir  nur  noch  kurz  ihrer  leichten  geometrisclien 

Interpretation  wegen  die  folgende: 

n      .  1  A-  sin  a  ,    , 

Setzt  man  u  ==  — ■ ,  so  erhält  man : 

cos  a 

X  -\-  k                                                X —  h 
arc  tng  — - —  arc  ing 

*  y  x"»  y 

n^[x  —  ytnga)i   ^^  1        n^(x  +  ytnga)i  ^^ 


In=      _ 

eosu             I  cosa 

arc  ing arc  ing 

?/  y 

welche  beiden  Integrale  auch  aus  dem  ursprünglichen  Integral 


r  rj"' _ 

jVij^-Qf  +  f 


h 

direct  abgeleitet  werden   können,    indem  man   das  eine  Mal    substituirt 
ytnga  =  x  —  ^,  das  andere  Mal  yinga  =  Q  —  x. 

Es  dürfte  aber  auch  hier  umständlich  sein,  mit  Strenge  die  Integrations 
grenzen  zu  bestimmen,  wenn  man  von  den  obigen  beiden  Integralen  die 
Transformationen  5,  und  G,  pag.  134  und  135  herleiten  wollte. 

Bezieht  man  nun  üg  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinklige  Coordinaten- 
system  mit  der  Rotationsaxe  als  Axe  der  o:,  im  Bezug  auf  welches  die  Mittel- 
punkte der  mit  elektrischer  Masse  belegten  Axenstücke  die  Entfernung  von 
der  Axe  der  y  haben,  resp. 

—  &j,  —  ^2,  —  [>3, —  fr?» 

so  kann  sich  an  dem  bereits  gefundenen  Ausdruck  für  Ug  nichts  weiter  än- 
dern, als  dass  an  die  Stelle  von  o:  jetzt  x -^bp  tritt ^  so  dass  wir  erhalten: 

arc  ing  ^Jf+JUL 

^     ,         X  +  bp  —  flp 

arc  ing        -  -'^ "- 

^  Digitizedby  Google 
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arc  tng 

n 


hp  —  X  —  hp 


1   -oo 


are  tng 


—  hp  —  X—'bp 


1       -OO 


x+bp+hp+y^'+jx+hp+hp)* 

•V('+''-i[T-|])'l, 

u 


■OO    ^ 


^  +  bp'-hp+yy^+(x+bp~^^hp)^ 

y 


x  +  hp+hp+Vy^  +  {x  +  bp  +  hp)^ 


J  {-+'»- Kt-t)}' 


du 
u 


x  +  h-h+Vy'  +  i^  +  h-f^T)* 
y  ^ 

r  ^-h  +  h+  yy'+  (^  +  h-hY 


cc-hp^hp+Vy^-\^{x+bp  +  hp)^ 

y 

Nach  der  dritten  oder  vierten  dieser  Transformationen  von  üg  ist  nnn 
dessen  Berechnung  ftir  jedes  beliebige  x  nnd  y  leicht  durch  einfache  Reihen- 
entwickelnng  der  Exponcntialgrösse. 

Analofi:  wie  Vs  lässt  sich  auch  -—  üs  *=  —^-  +  y  —;r--  umgestalten. 
°  dx  dx  dy 

Für  unsern  Zweck  wird  die  folgende  Transformation  genügen. 
Aus  1,  pag.  128  folgt: 

dx  '^^  dy      ^   J     /(^— rt'+y'' 


X  ^~^  o 
Setzt  man =:  tna  a.  so  folgt 

y 

Z^ilsrhriA  f.  Malhcroatik  ti.  Physik  XIII,  2. 
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4BT    t^ ^ 


aretmg 


--   (ar— jr/«yo)i 


^  .y 


[sin  ff + y'  ro5a]  rfff. 


y 

Endlich  b^m  Uebergang  auf  das  pag.  136  angenommene  feste  Coordi- 
natensystem: 

x  +  6p  +  Äp 

y 


«?a:  ^y 


1      -cx> 


X  +  6»  —  Ä» 

y 


Wir  schreiben  hierfür  kurz : 

1        — CX)     ^ 

inil(*ni 

arc  Ina  — —~ 

y 

^     (po  +  bp  —y  tng  a)  i 
11,     Z^  =■     I     c       ''  [sina-\-y  CüS€i\dcL 

sr  +  bp-]^  hp 

y 

n        (a:'\-bp-'  //  tng  a)  i 


Ih 


It?,     /.^  ^—      I     e      ^  \ßincL-\-y  c(isa\dti 

X+bp 


(ITC  tng 
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§6. 
Bestlnunuiig  der  Coefflelenten  o^. 

Bei  der  Bestimmung  der  Coefficienten  a^  haben  wir  folgende  Relatio- 
nen zü  erfüllen. 

Nach  Seite  129  nnd  128  11,  und  I, 

/^* 

q      \  OO      p 

eine  identische  Gleichung,  sobald  in  ihr  der  Werth  von  y  als  Function  von 
X  mittelst  der  Gleichung 

3,   y  =  ^M{x) 

snbstituirt  wird. 

Femer  nach  pag.  129 : 

+  <^  n— Ol 

-  OO 

endlich  die  Werthe  von  Zj  und  Z^  nach  pag.  138. 

Jede  dieser  4  Gleichungen  repräsentirt  deren  q ,  indem  p  oder  s  alle 
ganzzahligen  Werthe  von  1  bis  ^  annehmen  kann. 

Nach  der  Gleichung  4  genügen  die  aj^  bekanntlich  auch  folgenden  Re- 
lationen : 


<=kj'- 


-n^ti 


P 


(t)e      "^'^  "(//==</  + 


wenn 


r  r 


^p  (0  sin  {n  Y  0  ^'- 

—  ^  — kp 

Seiner  Bedeutung  nach  (pag.  128)  kann  aber  fp {q)  nur  reell  sein,  da- 
raus folgt  weiter,  dass  der  reelle  Theil  von  a|^eine  gerade,  der  imaginäre 
eine  ungerade  Function  von  n  sei ,  oder  dass 

.      5.     «|;=«l^und^: ^^. 

Hit  Beachtung  der  Gleichungen  5,  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  Tis  nach 
8,  pag.  136  nur  reelle  Werthe  enthält. 

Setzt  man  den  Werth  von  fs  {q)  nach  Gleichung  4 ,  in  die  Gleichung 
1)  ein,  so  erhält  man 
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2  «^  Ä,  =  As 
oder 

^'   "^=T  AT' 

eine  Gleichung,  die  deren  wiederum  nach  der  Bedeutung  von  sq  repräsen- 
tiren  kann. 

Zur  Bestimmung  der  übrigen  Goefficienten  a^  bleibt   nun    allein  nur 
noch  die  Gleichung 


2,     __  ^  _. 

übrig.   Wir  denken  uns  zunächst  y  mit  Hülfe  der  Gleichung  3 ,  ans  -^  und 

Z  ^ 

—  eliminirt,  wodurch  die  Gleichung  2,  übergehen  mag  in  die  Identität: 

8,     >y  ^  fl!  {ipi  {n,x)  +  -»,  (w,  £))  1-  0. 

1        -CXi 

tf/^  (n,  o:)  und  1^2  (^)  ^)  ^^^^  dann  eindeutige  und  stetige  Functionen  von  n 
und  x\  zugleich  sind  ihre  reellen  Theile  gerade,  ihre  imaginären,  ungerade 
Functionen  von  n.  Setzen  wir  nun  n  gleich  einer  beliebigen  complexen 
Zahl,  etwa 

SO  ist  ersichtlich ,  dass ,  weil  der  Factor  von  n  in  Zj ,  nämlich  -—  (x  +  h^ 

hp 

—  y  ing  er)  I  nur  positive,  dagegen  in  Z^  nur  negative  Werthe  annehmen 
kann, 

Z] ,  also  auch  tf;|  (n,  x)y  endlich  und  stetig  bleibt,  wenn 
fA  den  Weg  von  —  00  bis  +  00  und 

V  den  Weg  von  0  bis  +  00  durchläuft ; 

Z2 ,  also  auch  tf/j  (n,  x)  endlich  und  stetig  bleibt ,  wenn 
fA  den  Weg  von  —  00  bis  +  00  und 

V  den  Weg  von  0  bis  —  00  durchläuft. 

Es  ist  also  1^1  (n,  x)  eine  synectische  Function  von  n  für  alle  Paukte 
auf  der  positiven  Seite  derAze  der  fi  und  1^2  (^)^)  dasselbe  für  alle  Punkte 
auf  der  negativen  Seite  der  Aze  der  f*. 

Ferner  ist  ersichtlich ,  dass ,  wenn  «  =  Ä  <? '® 
Lim  ,       . 

Ä  =  00  *'  ^"^  ^^  =  ^' 


wenn  n  =:  Re     '® 
vorausgesetzt,  dass 


Lim  ,       . 


0  <  e  <  TT. 

Digitized  by  VjOOQIC 


auf  Conductoren  u.  s.  w.  von  Th.  Köttekitzsch. 


141 


•'-fi^^" 


Bilden  wir  nun 

ausgedehnt  ttber  einen  Integrationsweg,  wie 
ihn  Figor  1  darstellt,  nnd 


Fig.  1. 


'.-/i-^-f^-- 


Fig.  2. 


ausgedehnt  tiber  einen  Integrationsweg  nach 
Fignr  2,  so  ist  I^  =  I2  =  0  und  wir  erha)- 
ten  die  Relationen 


c  U  a  +  n 

0 

^U  Re'^-a 

n 

a — r^  n  d 

c  0  fl  +  ra 

0 

^  J     Re-i^-a 
n 

Lassen  wir  nun  r^  und  r^  unendlich  ab-,  dagegen  R  unendlich  zuneh- 
men, so  verschwinden  die  letzten,  i{  enthaltenden,  Integrale  und  wir  erhalten 
die  beiden  Gleichungen : 

+00 

10,      Ai^rf^  =  _,-;.^.,(«,a;), 


•00 
ans  welchen  folgt: 


4-CX) 

—  00  Diaitize 
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Ist  weiter  zar  Abkürzung 

12,  ^^{(i,x)  —  t^^{(i,x)=X'^{fi,x)=X'^, 

80  ist  ersichtlich,  dass  X^  dieselben  Eigenschaften  besitzt,  die  wir  pag.  140 
als  dem  tjß^ijijx)  und  tlt^inyx)  zukommend  anführten. 

Legen  wir  nun  dem  a  der  Gleichung  11,  alle  ganzzahligen  Werthe  von 
—  oo  bis  +  cx>  bei ,  so  ist 
4-00 

13,  2  <  {if;,  (n,  x)  +  %  («,  x)} 


—  oo 


"Li         "«  "-i  \ 

-  CX5 

Setzt  man  weiter 


so  nimmt  die  Gleichung  8,  pag.  140  folgende  Form  an : 


15,   f{X[X, 


+  x^x,+  xjZ3  + +  x;Ar^}d^  =  o 

-oo 

eine  Gleichung,  die  deren  q  repräsentirt,  indem  s  alle  ganzzabligenWertbe 
von  1  bis  q  zu  durchlaufen  hat. 

Mit  Beachtung  von  5,  pag.  139  ist  ferner  leicht  ersichtlich,  dass  auch 
in  JCp  die  reellen  Theile  gerade ,  die  imaginären  ungerade  Functionen  voa 
fi  sind. 

Die  sich  aus  15,  ergebenden  q  Gleichungen  sind  nun  auch  die  einzigen 
weiteren  Gleichungen,  die  sich  zur  Berechnung  der  a^ ergeben. 

Setzen  wir  die  zu  integrirende  Function 

16,  X{X,+  X^X,+ +x;j',  =  c^.^. 

wo  Cs  eine  reelle  Constante  bedeuten  möge,  so  hat  Wg  folgende  wesentliche 
Eigenschaften : 

1,  W,  ist  eine  Function  von  fi  und  x. 

2,  Wg  wird  unendlich  für  jeden  reellen  ganzzahligen  Werth  von  fi. 

3,  ^,  wird  Null  für  ft  =  + oo. 

4,  fVg  ist  endlich  und  stetig  für  Werthe  von  (i  die  nicht  unter  den  Fall 

2,  gehören,  auch  wenn  (i  eine  endliche  compleze  Grösse  ist. 

5,  Der  reelle  Theil  von  Ws  ist  eine  gerade ,  der  imaginäre  Theil  eine 

ungerade  Function  von  fi. 

6,  Ws  wird  unendlich,    sobald  i»  =  +  «  oo  +  ^    wenn  /  eine  reelle 

Grösse  bedeutet. 

7,  Ws  verschwindet  für  x  =  +  <^j  f*  endlich,         ^  i 
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8,        W.dti  =  0. 

Sind  nun  Wi,  W2,  W3  ....  Wj  Functionen  von  n  und  x,  denen  die 
eben  genannten  Eigenschaften  zukommen,  so  folgt  aus  der  Glcicbung  16, 
das  für  die  Äp  lineare  System  von  Gleichungen : 

x;j',  +  x;j:,  +  xJj:3+  •..••+ xJ  .r,  =  c,  w^ 
xJj'j  +  x|z,  +  xJa',+  ....+x*jr,  =  c,  ff. 


3 


xjj',  +  x^jr,  +  x^z,+  ....  +x^A'^  =  c, 


.,^3 


Ist  R  die  Determinante  dieser  Gleichungen,  so  ist: 

^„      _»  _,  _.,-     f)  R     ,         __-    ö  R     .        ___    0  R      , 

17,    RXj,  =  c,  W,  — j-  +  c,  »-,  -  ^  +  c,  W^ -  ,   +  . 

8x^  aXp  ax^, 

SÄ 


+''?^7^^=ip- 


Nimmt  man  nun 


»x; 


A^'-/ 


J>^ 

-R^^ 


fi  als  complexe  Variable  gedacht  und  das  Integral  ausgedehnt  über  einen 
Kreis,  dessen  Radius  kleiner  als  Eins  ist  und  dessen  Mittelpunkt  der  auf 
der  reellen  Axe  gelegene  Punkt  ft  =  n  ist ,  so  ist 


f-'''-rJi^.-'''- 


Folglich  ergeben  sich  bei  zweckmässig  gewähltem  Integrationsweg  alle 
Coefficienten  ff  in  der  Form : 


'«.     <--3-     |-1V''C-T     I     >''l' 


Oder  bei  Ausführung  der  Integration : 


Die  Constanten  Cj ,  Cj ,  C3  . . . .  c^  können  auf  folgende  Weise  bestimmt 
werden:  Dividirt  man  die  Gleichung  17,  durch  R  und  integrirt  dann  die 
so  entstandene  und  noch  mit  d^i,  multiplicirte  Gleichung,  indem  man  als 
Integrationsweg  einen  um  den  Nullpunkt  mit  einem  Kadius  kleiner  als  Eins 
beschriebenen  Kreis  wählt,  so  ist  mit  Bücksicht  auf  No.  18  und  7,  wenn 
noch  abkürzungsweise 
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---i/^ 


gesetzt  wird,  das  System  Gleichungen  gültig: 

2    h 


c,K  +  <^2K  +  ^sK  + +  -.^f=«S  =  TX 


^1^;+^.^".+^^^+ +^.^=«0=1 


2    Äy 


Hiermit  sind  die  Constanten  Factoren  Cp  vollständig  bestimmt. 
Von  der  Gleichung  pag.  129 

+  oo  n_    . 

20,    fp{Q)  =  Sa^„e''hp^' 

—  oo 

=  Cq  +  ^'i  cos-z—  Q'\'C2Cos2—-Q-^€^cos3-r-  ^  +  .... 

flp  rlp  *^p 

+  i>i  sin  — -  ^  +2>2  «*«  2  -r—  ^  +^3  51«  3  -  -  ^  +  . . .. 

Äp  Ap  «p 

ist  also  nun  die  rechte  Seite  als  in  allen  ihren  Tkeilen  bekannt  anzusehen. 
Soll  die  Gleichung  20,  aber  für  uns  brauchbare  Resultate  enthalten,  so 
muss  sie  noch, die  beiden  Bedingungen  erfüllen: 

1,  ihre  rechte  Seite  muss  convergent  sein, 

2,  die  Constanten  C  und  D  müssen  von  x  unabhängig  sein. 

Die  erstere  Bedingung  verlangt,  dass  die  Reihen  der  absoluten  Werthe 
der  C  und  der  D  abnehmen. 

Die  zweite  Bedingung  verlangt,  dass  der  aus  17,  folgende  Werth  von 
Xp^on  X  unabhängig  sei,  d.  h.  dass  man  die  hp  und  hp  so  wähle,  dass  sie 
neben  der  Bedingung,  dass  die  angenommenen  elektrischen  Massen  voll- 
ständig innerhalb  der  gegebenen  Conductoren  liegen ,  auch  noch  die  Diffe- 
rentialgleichung 

djj^  _  ^  aß 

dx  ^  dx 

erfüllen. 

Die  Realisirbarkeit  der  letzten  beiden  Bedingungen  ist  zugleich  das 
Kriterium  dafür,  ob  überhaupt  die  gestellte  Aufgabe  lösbar  sei  oder  nicht. 


21,    Ä  -^  =  y^  ^ 
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§7. 
Bestlmmuiig  der  Function  f^  {q)  selbst. 

Nachdem  wir  durch  die  Gleichung  20,  pag.  144  die  Entwickelung  von 
fp  (q)  in  eine  Fouriersche  Reihe  kennen  gelernt  haben,  handelt  es  sich  noch 
daram,  diese  Function  fp  {q)  selbst  zu  bestimmen. 

Ich  erinnere  hier  an  eine  Abhandlung*)  meines  hochverehrten  Leh- 
reis, des  H.  Hofrath  Schlömilch,  in  welcher  folgende  Theoreme  bewiesen 
werden : 

Ist  f'  {z)  ^=s:  ^  f  (^z)  =  f  {u  -}-  it)  zwischen  den  Grenzen  fär  w,  0  und 
00,  für  (,  —  cx)  und  +  cx>,  nirgends  unendlich,  so  ist 
1»  Y  AO)  +/*(l)coÄa:  +  /'{2)co5  2a:  +  /-(3)co5  3a;-f  .... 

/ein^^)^+e-(^--^)'  n-ii)-f{+ii\  ^^ 
^nt_Q-^ni  2t 

0 

Ä  >  ar  >  0. 
2,  f{\)  sin  X  +  /•(2)  sm  2  x  +  /"(S)  «n  3  a:  +  . . . . 


/ 


TT  >  a:  >  0. 


[/'(-«0  +  /'(+'01rf^ 


Schreibt  man  in  diesen  beiden  Formeln  für  x  -r—  ^  und  addirt  dann 

hp 

beide ,  so  erhält  man  unter  der  Bedingung 

hp>  ^>  0, 
wenn  man  noch  die  f  durch  angehängte  Indices  sondert,  die  Gleichung: 

y  A  (0) +/•,  (1)  CO«  ^  f  +  ^,  (2)  c(,»2 -^  9  + /i  (3)  cos  3 -^  9  +  . .  . 
+/i(l)«»  ^e  +  A(2)««2  ■^9  +  /'j(3)  ««3^  9  + ... 


^^(^''-g>^'+e-^*^-g)^'     /■.(-.Q-^,  (+.•<). 


,    i± "V      <  - — _ ::j'_."^     "'      "v  ■    -'dt 

0 


gilt g  — «<  2« 


/■ 

0 


•)  D^veloppement  de  deux  formules  summatoiree.     Journal  von  Crello  Bd.  42. 
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Setzen  wir  in  der  Gleichung  20,  pag.  144 
^0  =  Y  Vi  (0);  C,^<p,{n);  Dn=  q>^{n) 
und  zur  Abkürzung  wenn  Äp  >  ^  >  0 


\(*f-p)^< -«-(*» - p)  J '    ^^ (_ ,-,)  +  y^ (+  .V) 


0 

so  können  wir,  so  lange 

A,  >  p  >  0 
die  Gleichung  20,  pag.  144  auch  schreiben: 

Ist  dagegen 

—  hp<Q<0 
80  ist,  wie  leicht  ersichtlich 

/i.(e)=  V,-  V,. 

Deuten  wir  den  Werth  von  fp  (q)  für  ein  positives  q  durch  fp  (+  q), 
für  ein  negatives  q  durch  fp  ( —  q)  an,  so  ist  auch  der  Werth  von  fp  (9),  so- 
weit er  uns  überhaupt  intoressiren  kann ,  bestimmt  durch  die  Gleichungen : 

4, /p(+p)  +  />(-e)  =  2f',. 

5,   /•;.(+(>)-/•;,  (-C)  =  2  F,. 

'  —  Vi  (+  '•  0 


dl. 


0 

Hiermit  ist  fp  {q)  bestimmt,  so  lange  q>^  {z)  =  9/  («  +  »0  ^^^  ^2  (^) 
=  ^2  (^  +  '0  nicht  unendlich  werden  für  einen  Werth  von  u  zwischen 
0  und  -f-  cx),  von  /,  zwischen  —  <x>  und  +  00. 

Die  speciellen  Fälle,  wo  diese  Bedingungen  nicht  stattfinden,  können 
hier  bei  unserer  allgemeinen  Betrachtung  nicht  weiter  discutirt  werden, 
sie  werden  sich  aber  im  Allgemeinen  durch  eine  der  pag.  141  angewandten 
ähnliche  Methode  lösen  lassen. 
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§8. 
Schlnssbemerkungeii. 

Sollte  die  Äafgabe  in  der  Fassung  der  pag.  125  unlösbar  sein ,  so 
wird  sie  doch  nach  dem,  was  über  Symmetrie  Verhältnisse  gesagt  wurde, 
immer  lösbar  sein,  wenn  die  anzunehmenden  elektrischen  Massen  als 
irgend  wie  symmetrisch  zur  Kotationsaxe  angeordnet  im  Innern  der  ein- 
zelnen Conduetoren  angenommen  werden.  Es  ist  dann  statt  der  pag.  128 
eingeführten  Function  fy  (9)  eine  Function  fy  (9 ,  ff)  zu  bestimmen ,  wenn  ^ 
nnd  a  die  Goordinaten  eines  Punktes  im  Innern  der  Meridiancurven  des 
;A*  Gonductors  sind.  Denkt  man  sich  fp  (^,ff)  ebenfalls  in  eineFourier'sche 
Reihe  entwickelt,  so  ist  dann  auch  die  Bestimmung  von  fp  (^,  ff)  ganz  ana- 
log der  Bestimmung  von  fp  (^)  ausführbar. 

Diese  Methode  ist  immer  anzuwenden ,  wenn  die  von  Rotationsflächen 
mit  gemeinschaftlicher  Botationsaxe  umschlossenen  Conduetoren  einander 
einschliessen. 

Es  ist  dann  auf  diesem  Wege  weitergehend  nicht  besonders  schwie- 
rig, die  elektrische  Vertheilung  auf  einem  beliebigen  Conductorensystem 
za  bestimmen. 

Das  Schwierigste  bei  der  Lösung  des  vorgelegten  Problems  ist  immer 
die  Beschaffung  der  pag.  142  eingeführten  Function  W.  Die  genauere  Be- 
stimmung dieser  Functionen  muss  einer  besonderen  Arbeit  vorbehalten 
bleiben. 

Die  Wichtigkeit  der  Lösung  des  vorgelegten  Problems  sowohl  für 
ütrömende,  als  auch  für  statische  Elektricität,  bedarf  für  den  Physiker  zu 
ihrer  Begründung  keiner  Worte. 

Endlich  bemerke  ich  noch,  dass  für  mich  bei  Abfassung  dieser  Arbeit 
namentlich  der  Gesichtspunkt  massgebend  war,  für  das  Experiment  eine 
solche  theoretische  Grundlage  zu  erlangen,  dass  die  Ergebnisse  des  Experi- 
mentes mit  beliebiger  Genauigkeit  vorher  bestimmt  werden  können .  Es 
galt  daher  auch  für  mich  nicht  z.  B.  bestimmte  Integrale  zu  entwickeln,  son- 
dern nur  anzugeben,  indem  dann  jeder  auf  höchst  einfachem  Wege,  z.  B. 
mit  Hülfe  eines  Planimeters,  den  Werth  des  bestimmten  Integrales  beliebig 
genau  sich  verschaffen  kann. 
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17.  Lineare  ConBtrnction  des  Punktepaares,  welches  zu  zwei  gegebenen 
Pnnktepaaren  gleichzeitig  harmoniBch  ist  Von  Dr.  Grelle.  Angesichte 
des  bekannten  Satzes  über  die  Eigenschaften  der  Darchschnitte  der 
Diagonalen  eines  vollständigen  Vierecks  liegt  der  Gedanke  nahe,  das 
Punktepaar,  welches  zu  zwei  gegebenen  Punktepaaren  gleichzeitig  bar- 
monbch  ist,  im  Fünfeck  zu  suchen.  Und  in  der  That,  zerlegt  man  ein 
Fünfeck  auf  zweierlei  Art  durch  eine  Diagonale  so  je  in  ein  Dreieck 
und'  ein  Viereck ,  dass  die  beiden  Vierecke  eine  Diagonale  gemeinschaft- 
lich haben,  vervollständigt  die  Vierecke,  so  wird  man  auf  dieser  gemein- 
samen Diagonale  zwei  Punktepaare  erhalten,  welche  zu  dem  Paare,  das 
die  durch  jene  Diagonale  verbundenen  Ecken  des  Fünfecks  bilden, 
gleichzeitig  harmonisch  sind.  Um  demnach  aus  jenen  beiden  ersten 
Paaren  das  dritte  construiren  zu  können ,  muss  man  versuchen,  ans  den 
gegebenen  vier  Punkten  das  Fünfeck  herzustellen.  Untersucht  man  za 
diesem  Zwecke  die  Lage  verschiedener  Linien  und  Punkte  im  Fünfeck, 
so  gelangt  man  zu  den  gewissen  Gesetzen,  die  in  der  That  die  gestellte 
Aufgabe  lösen.  Diese  Gesetze  sollen  in  dem  Folgenden  mitgetheilt  wer- 
den, ohne  jedoch  dabei  das  Fünfeck  als  Ausgangspunkt  zu  nehmen;  es 
würde  nämlich  sonst  eine  so  grosse  Fülle  von  Linien  und  Punkten  in 
Betracht  zu  ziehen  sein,  dass  ich  fürchten  müsste,  die  Geduld  des  Lesers 
zu  sehr  in  Anspruch  zu  nehmen. 

Die  Gleichungen  der  Punkte  des  gesuchten  Paares  seien  a  =  0> 
6  =  0,  und  die  der  Punkte  der  gegebenen  Paare : 

..  p  =  fl — A6  =  0  r^ra  —  x6  =  0 

^^  3'  =  a  +  A6  =  0,  «~a  +  x6  =  0; 

ausserdem  seien   die  Gleichungen   irgend  zweier  Punkte   ausserhalb  der 
Geraden,  auf  welcher  jene  sechs  Punkte  liegen: 

(2)  "  =  ^ 

^  '  m^Äa  +  Bh  +  Cc  =  0.     (Siehe  die  Figur.) 

Wir  ziehen  von  C  aus  je  eine  Gerade  durch  p  und  ;,  von  m  aus  je 
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eine  Gerade  durch  r  nnd  s.     Die  cq  und  ms  schneiden   sich  in  einem 
Punkte  dj  als  dessen  Gleichung  man  leicht  findet: 


Ax  --  B 


(•^)      ^^-     x-A    (^+^^)  + 


Cc  = 


AI  —  B 


(a  -\'%h)+Aa-\'Bh+Cc==0. 


Durch  Vertauschung   des  +  x  mit  —  «,  des  +  iL  mit  —  A  geht  hieraus 
sofort  die  Gleichung  des  Durchschnitts  g  der  pc  und  mr  hervor  mit: 
_Aii+  B 


(4) 


fl^  = 


«  — A 


(a  —  A6)  +  Cc  =  0, 


während  man  die  Gleichung  des  Durchschnitts  /"der  es  und  m^  dadurch 
erhält,  dass  man  in  (3)  x  mit  X  und  umgekehrt  vertauscht.  Man  be- 
kommt : 

(5)  f=  -  ^^^=^  {a  +  xh)+Cc  =.0. 

X A 

Und  endlich  folgt  noch  aus  (3),  dass  die  Gleichung  des  Punktes  e,  der 
mit  d  ein  zu  c  und  q  harmonisches  Paar  bildet: 

(C)  e  =  ^^^—^  (a  -f  U)  —  6'c  =  0, 
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und  die  des  Punktes  A,   der   mit  d  ein    zu  s  und  m   harmoniBches  Paar 
bildet: 

(7)  h  r-  - P  {a  +  h6)  +  ^«  +  i?6  +  Cc  =  0 

sein  muss. 

Es  wird  behauptet ^  dass  die  Geraden,  welche  bez.  a  mit  e\  und  b 
mit  ?i  verbinden,  sich  in  einem  Punkte  der  fg  schneiden  müssen. 

Um  dieses  zu  zeigen,  stellen  wir  die  Gleichung  des  Durchschnitts  i 
der  ae  und  fg  her.  Zu  diesem  Zwecke  sind  drei  Constanten  ^,  ß,  x  so 
zu  bestimmen,  dass: 

^a  +  <Fe  =  rfif  +  /' 
stattfindet.     Man  wird  finden: 

x  +  A  x+A  X  —  A 

woraus  sich  als  die  gesuchte  Gleichung  des  Punktes  i  ergiebt: 

(8)  f  1-  —  ^^  («  +  x6)  -\-Aa  —  Bb  +  Cc  =  0. 

Aus  (7)  und  (8)  folgt  aber: 

Ä  — t  =  2Bh, 
womit  obige  Behauptung  erwiesen  ist.    Wenn  sich  demnach  eine  zweite 
Gerade  finden  lässt,  die  ebenso  wie  die  fg  den  Punkt  t  enthält,   so  ist 
damit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Zur  Bestimmung  dieser  zweiten  Geraden  bedarf  es  zunächst  noch 
eines  drittten  Punktpaares,  ebenfalls  zum  Paare  a,  b  harmonisch.  Dieses 
ist  in  der  bis  jetzt  gezeichneten  Figur  bereits  vorhanden;  denn  da  ans 
(4)  und  (ö)  folgt: 

f-g  =  )^^(Aa-Bb\ 

und  ausserdem: 

m  —  Cc^:^  Aa  -{-  Bb 

ist,  so  schneiden  die  fg  und  cm  die  Gerade  der  gegebenen  vier  Punkte 
in  den  beiden  Punkten  u  und  v  der  Gleichungen : 

t/  =  ^a  —  56  =  0 
V  ^  Aa-^  Bb  =  0, 
d.  i.  in  zwei  Punkten,  die  ein  zu  a,  b  harmonisches  Paar  bilden. 

Verfährt  man  demnach  mit  den  Paaren  u,  v  und  p,  g  ebenso,  wie 
vorhin  mit  r,  s  und  p,  g,  wobei  nur  darauf  Acht  zu  geben  ist,  dass  der 
Punt  e  bei  der  letzten  Construction  dieselbe  Rolle  spielt  wie  bei  der 
vorherigen,  so  ist  t  und  damit  auch  das  Paar  /i,  b  auf  lineare  Weise 
festgelegt. 

Mit    dem    geringsten  Aufwand    von  Geraden   wird  wohl   die  Sache 
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erledigt,  wenn  man  das  durch  u  und  v  zu  legende  Linienpaar  von  m^ 
(siehe  die  Fignr)  zieht  Die  m^u  schneidet  die  cdind^j  und  ist  jetzt 
der  Punkt  Cj,  von  welchem  aus  das  zweite  Linienpaar  durch  p  und  ^ 
zu  legen  ist,  auf  der  d^  c  so  zu  bestimmen,  dass  d^,  e  zu  q^  e^  harmo- 
nisch wird.  Alsdann  findet  man  leicht  die  Punkte  ^,  und  /\ ,  damit  die 
^1  f^ ,  den  Punkt  i  und  schliesslich  die  Punkte  a  und  b. 

Auf  die  Bestimmung  zweier  Punkte  der  letzten  Art  läuft  die  Lösung 
verschiedener,  die  Kegelschnitte  betreffender  Probleme  hinaus  und 
zwar  namentlich  die  Construction  eines  Kegelschnitts  aus  4  Punkten 
und  1  Tangente,  4  Tangenten  und  1  Punkte,  3  Punkten  und  2  Tan- 
genten, 3  Tangenten  und  2  Punkten,  welche,  falls  die  gegebenen 
Punkte  nicht  in  den  gegebenen  Tangenten  liegen,  bekanntlich  bislang 
nur  mit  Hülfe  eines  Kreises  ausführbar  war,  nunmehr  aber  in  linearer 
Weise  geschehen  kann.  Es  soll  dieses  hier  an  den  beiden  ersten  jener 
vier  Aufgaben  gezeigt  werden. 

I.    Gegeben  1  Tangente  und  4  Punkte,   von  denen  keiner  der  Berüh- 
rungspunkt der  gegebenen  Tangente  ist. 

Verbindet  man  je  zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  in  der 
Weise,  dass  ein  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenes  Viereck  entsteht,  be- 
zeichnet die  Gleichungen  der  Seiten  dieser  Figur  der  Beihe  nach  mit: 

ö  =  0 

<"         ::: 

80  ist  bekanntlich  die  Gleichung  des  zu  suchenden  Kegelschnittes: 

(10)  Kac-\-bd  =  0, 

wo  K  eine  Constante  bedeutet,  die  in  Rücksicht  auf  die  Bedingung,  dass 
die  gegebene  Gerade,  etwa  der  Gleichung: 

(11)  t=iA^a+B^h+C^c  =  0 

die  Curve  berühren  soll,  zu  bestimmen  ist.  Setzt  man  zu  dem  Zweck 
den  Werth  von  d  in  (10)  ein: 

(12)  Kab-{-  Äab  +  Bb^  +  C6c  =  0 

und  eliminirt  darauf  aus  der  Kegelschnittsgleichung  in  dieser  Form 
und  aus  (11)  eine  der  Variabein,  z.  B.  6,  so  entsteht  unter  Benutzung 
der  Bezeichnungen: 

A^B  —  AB^  =p 

BC^  —  B^C  =  q 
die  nach  a  und  c  quadratische  Gleichung: 

(13)  ^iP«^  +  «c(J?,2A^+ C,^>  +  ^,  ^) -f  C,^c2  =  0, 

aus  der  man  durch  Auflösung  nach  a  zwei  Gleichungen  von  der  Form : 
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a  —  Ac==0,  a  —  ftc  =  0 
erhält.  Da  diese,  ihrer  Entstehung  zufolge,  den  Geraden  angehöreo, 
welche  die  beiden  Punkte,  die  der  Kegelschnitt  und  die  gegebene  Ge- 
rade t  =  0  gemeinsam  haben,  je  mit  dem  Durchschnitte  der  a  =  0  und 
c  =r=  0  verbinden,  diese  beiden  Punkte  aber  zusammenfallen,  indem 
^  =  0  eine  Tangente  sein  soll,  so  muss  1==^^  sein,  d.  h.  muss  (13) 
gleiche  Wurzeln  haben.  Hierfür  ist  die  Bedingung: 
(14)  {B-^K+C^p  +  A,qY  =  \A^C,pq, 

welche  K  bestimmt.  Durch  Auflösung  nach  K  erhält  man  dafür  aber 
zwei  verschiedene  Werthe,  woraus  zu  schliessen  ist,  dass  es  zwei  Kegel- 
schnitte der  verlangten  Art  giebt.  Die  Lage  der  Punkte,  worin  diese 
beiden  Curven  die  ^  ==  0  berühren ,  ist  leicht  zu  erkennen ,  wenn  die 
beiden  aus  (14)  für  K  folgenden  Werthe  in  (13)  eingeführt  werden. 
Man  erhält  alsdann  als  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  Berüh- 
rungspunkte je  mit  dem  Durchschnitt  der  a  =  0,  c  =  0  verbinden: 


(15) 


a  +  c  7/_£i^=0,     a  —  cl/Rll  =  0, 


d.  i.  ein  zu  a  =  0,  c  =  0  harmonisches  Linienpaar.  Was  für  irg 
ein  Paar  gegenüberliegender  Seiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  be- 
wiesen ist,  gilt  für  jedes.  Es  ist  demnach  gezeigt,  dass  die  beiden 
Berührungspunkte  ein  Paar  bilden,  gleichzeitig  harmo- 
nisch zu  den  beiden  Punktepaaren,  worin  je  zwei  gegen- 
überliegende Seiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  die  ge- 
gebene Tangente  schneiden. 

Hiermit  ist  die  gestellte  Aufgabe  als  gelöst  zu  betrachten,  da  nacb 
dem  Satz  vom  PascaPschen  Sechseck  jetzt  jede  beliebige  Anzahl  von 
Punkten,  die  den  gesuchten  Kegelschnitten  angehören,  construirt  wer- 
den kann. 

II.    Gegeben  4  Tangenten  und  1  Punkt,  der  in  keiner  der  Tangenten 
liegt. 

Die  Formeln  der  letzten  Betrachtung  beziehen  sich  ohne  Weiteres 
auf  diesen  Fall,  wenn  man  sich  unter  a=0,  6  =  0,  c  =  0  jetzt  die 
Gleichungen  irgend  dreier  aufeinander  folgender  Eckpunkte  des  ans  den 
gegebenen  Tangenten  gebildeten  umschriebenen  Vierecks  denkt.  Als- 
dann ist  rf  e=  0  die  Gleichung  der  viertien  Ecke  dieser  Figur,  t  =  0^  die 
des  gegebenen  Punktes,  und  ist  (12)  die  Gleichung  zwischen  den  Drei- 
eckcoordinaten  der  Tangenten  des  dem  Viereck  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts. Folglich  sind  a  —  Xc  =  0  und  a  —  ^i  c  ^^  0  die  Gleichungen 
zweier  Punkte  auf  der  Diagonalen  ac  so  gelegen,  dass  ihre  gerad- 
linigen Verbindungen  mit  A  Tangenten  sind,  sodass,  weil  f  ein  Kegel- 
schnittspunkt ist,   wieder  wie  vorhin  fc  s=s  A  sein   muss.     Man  hat   also 
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wieder  die  für  AT  quadratische  Bestimmnngsgleichung  (14),  woraus,  chensowie 
vorbin ,  auf  die  Existenz  zweier  Curven  der  verlangten  Art  zu  schliessen 
ist.  Und  zwar  haben  diese  wegen  (15)  solche  Lage,  dass  ihre 
Tangenten  in  dem  gegebenen  Punkte  /  ein  Linienpaar  bil- 
den, gleichzeitig  harmonisch  zu  den  beiden  Linienpaaren, 
die  man  durch  Verbindung  des  Punktes  /je  mit  zwei  gegen- 
überliegenden Ecken  des  umschriebenen  Vierecks  erhält. 
Hannover,  im  Januar  1868. 


V.  üeber  das  gröatte  einer  Ellipse  einbeschriebene  n-Eck.  Von  Dr. 
Grelle.  Die  Ellipse  ^  +  72  =  1  kann  man  als  rechtwinklige  Pro- 
jektion des  Kreises  x^  -\-  y'^  =  a'^  ansehn,  dessen  Ebene  die  der  Ellipse 
in  ihrer  grossen  Achse  unter  dem  Winkel  arc  cos  l—j  schneidet.  Folg- 
lich ist  das  grösste  der  Ellipse  eingeschriebene  n-Eck  die  Projektion 
eines  grossten  dem  Kreis  eingeschriebenen  n  -  Ecks.  Dieses  lässt  sich 
folgendennassen  bestimmen. 

Sind  die  Coordinaten  der  n  Eckpunkte  Pj,  Pj»  ^31  •  •  •  ^*  ^^^  ^^^ 
positiven  J?-Achse  nach  links  hemmgerechnet  ^],  ^1;  ^2'  ^2)  ^3^  ^3)  *  *  *  - 
•^«9  ^it»  dann  ist  der  Inhalt  des  eingeschriebenen  Polygons: 

(1)  «  =  i  bi  ^2  —  ^2  ^1  +  ^2  ^3  —  2/3  ^2  +  2^3  ^4  —  2/4  ^3+ 

-|-  y„_i  x„  —  yn  Xn-i  +  y»  a^i  —  yi  ^«], 

wenn  die  Bedingungen  erfüllt  werden: 

•'^2^  +  y2'''  =  «^ 

(2)  


a^H^  +  yn^  =  fl* 


Um  das  Maximum  von  t  zu  erhalten,   sind   demnach   die  partiellen 
ersten  Abgeleiteten  nach  itj,  arj)  •  •  •  ^«>  ^i»  ^2»  •  •  •  y«  ^*^^ 

(3)  «  =  i  iy\  ^2  —  y2^i  +  ^2  -^^3  —  ^3  ^2 +  2/«  •'«^1  —  ^1  ^h] 

+  *i  l^i'+y^'-<^']  +«2  \:^2'+y2'-^']  + 

wo   Xj,  Jc^'  •  •  •  •  *»  ^^^  ^^^  Hand   beliebige  Constante  bedeuten,  einzeln 
gleich   Null  zu  setzen.     Dies  giebt: 
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w 


du 


-y-i+yn 


+  2xja:  =  0 


dx, 


aar,  2       ^      *    * 


(5) 


du 
^«  —  l^-zL— »1  j_2x  r  —  0 


tfM  ar, — x„ 

;; —  =    ---^        +  2  « ,  tf ,  =  0 

au       — a:,-f  3:3  _ 

a7,= 2~      +2k,.v,-0 


-!^--T;±?=+2*,_,y^i=0 


Durch  Elimination  von  x^  ans  den  beiden  ersten,  von  x^  aus  den 
beiden  zweiten  u.  9.  w.  Gleichungen  der  Systeme  (4)  und  (5)  er- 
hält man: 

(—  y'2  +  y«)  yi  =  (^2  —  ^0  «1 
(yi  —  ys)  y?  =  (—  ^i  -f  •'^s)  ^2 
(ö)  (y2  —  yd  yn  =  (—  ^2  4-  ^4)  ^3 


{yn-l  —  yi)    yn       =  (—  ^n^l   +  ^1)  ^n 

Die  Summe  von  irgend  (n — 1)  dieser  Gleichungen  (6)  ist  immer 
die  /)^^;  zur  Bestimmung  der  2n  Unbekannten  x^  .  ,  .  x„,  yi  -  »  -  yn  hat 
man  also  nur  2/2 — 1  Gleichungen  [(2)  und  (6)],  woraus  hervorgeht,  dass 
es  unendlich  viele  einem  Kreis  eingeschriebene  grösste  n-Ecke  giebt. 
Ihre  Beschaffenheit  ist  leicht  zu  erkennen,  wenn  man  aus  (G)  durch 
Auflösung  der  Klammern  und  nachherige  Division  mit  a^  zunächst  zieht: 


(7) 


Py  Ui  A^—^  ^  =s=  *^2  ^  4-  ?2-  -^ 


Jh  y^  I   ^3  ^4 

a    a  a     a 


yn-\  yn       ,     X„^i    Xn    ^  y^  y\      i      ^^n    fi 

an  a        a  a    a  a     a 


und  darauf  in  diese  Bedingungsgleichung  für  die  Coordinaten  der  Eck- 
punkte eines  grössten  Kreis -n -Ecks  die  Winkel  einführt,  welche  die 
Halbmesser  jener  Eckpunkte  mit  der  positiven  a:-Achse  bilden.  Werden 
diese  nämlich  der  Reihe  nach  mit  cff,  a^^  ...  or„  bezeichnet,  so  lässt 
sich  (7)  in  der  Form  geben: 
(8)     cos  (ofj — ofj)  =  cos  (cfj,  —  flfj)  =  cos  (aj  —  or^)  =  .  . .  =  cos  (of„  ~  «»-i) 

=  cos  (2«  —  of„  +  a,), 
woraus 

«2  —  «I  =  Cr.j  flfj  =  «4  :—  «3f3  =  .  .  =  flr„  —  Of„_i  ==  2  7Ü  —  Of^    +  fl„ 

und   in    weiterer  Folge   zu   schliessen   ist,    dass   von   allen    einem  Kreis 
eingeschriebenen  w- Ecken  das  regelmässige  das  ffrössten^ein^mlws. 
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Um  die  Lage  der  Projektionen  der  Eckpunkte  eines  solchen  regel- 
mässigen Polygons  aaf  die  Ellipsenebene  kennen  zu  lernen,  nehmen  wir 
an,  dasfi  von  irgend  einem  Kreispunkte  der  Abscisse  x^  aus  in  dem 
Kreise  ein  regelmässiges  n-Eck  construirt  wäre.  Wird  der  Winkel  des 
Halbmessers  dieses  Punktes  mit  der  positiven  a:- Achse  <p  genannt,  dann 
sind  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  dieses  Kreispolygons  der  Reihe  nach : 

ar,  =  a  cos  q>,     a  cos  I  <p.  +  — I,     «  cos  I  9  -f-  2  — j, 

/      .     27r\  /       .     «  2«\ 

yi  =  a  sin  (p,     a  sin  {(p  -f-  — I,      a  ««  I  (p  -j-  2  — I,  .  .  • 

demnach  die  der  Eckpunkte   eines  grössten  einer  Ellipse  ein- 
geschriebenen n-Ecks: 

x^  =  a  cos  9?,      a  cos  I  9>  +  ~     />     ^  ^^^  \^  ~T  ^    ~     )> 


yj  =  6  sin  q>y      h  sin  {g>-\-  — ),     b  sin  lq>  -{- 


2n\ 
nj 


woraus  sich  ohne  Mühe  die  folgende  Construktion  eines  grössten  Ellipsen- 

•  in  w 

n-Ecks  ableitet:     Man   beschreibe  um    die   Ellipse  -.,  +  Vo  =  1 

den  Kreis  ir^-|-y*  =  «^  und  construire  in  letztem  irgend  ein 
regelmässiges  n-Eck;  die  Ordinaten  der  Eckpunkte  dieser 
Figur  schneiden  alsdann  die  Ellipse  in  den  Eckpunkten 
lies  gesuchten  Vielecks.  In  einigen  speziellen  Fällen  z.  B.  denen 
des  Dreiecks  und  Vierecks  kann  man  den  Kreis  vermeiden. 

Nach  Vorigem  sind  nämlich  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  -P,,  £)„ 
/?)  eines  grössten  Ellipsendreiecks: 

ix^  =  a  cos  (p  j  —  a  cos  (60^ —  9)  j  —  a  cos  (60*^  +  9?) 

1- jy,  =  ft  5i>i9?,     ^  ''  j  +  &  sm{ßO^—g>),         *  '  j  —bsin{6(fi-i-q>). 

Hieraus  erhält  man    als  Gleichung  einer  durch  P^  und  den  Coordi-  ^ 
naten-Anfang  A  gelegten  Geraden,  wenn  noch  die  Projektion  des  Win- 
kels g>  auf  die  Ellipsen -Ebene  mit  er  bezeichnet  wird,  sodass  lgg>  ^s=^  -tga 
sein  muss:  y  ^^s:^  ^g^  ,  ^ 

nnd  als  Gleichung  der  durch  Q^  und  /?,  gelegten  Geraden: 

d^  tga*  2  sin  qp' 

Diese  beiden  Geraden  schlicssen  demnach  den  Winkel  irgend 
eines  Paares  conjugirter  Durchmesser  ein;  und  da  sie  sich 
ausserdem,  wovon  man  sich  durch  eine  einfache  Rechnung  leicht  über- 
zeugt, im  Punkte  der  Abscisse  —  _^  schneiden,  so  gelangt  man  in  fol- 
gender  Weise  zu  einem  grössten  Ellipsendveieck :  C^ooalp 
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Man  ziehe  irgend  ein  Paar  conjngirter  Durchmesser: 
JP,  AS^  und  02^^2y  und^  durch  den  Halbirungspunkt  M  der 
AS^  eine  Sehne  Q^MR^  parallel  der  Q^AR^^  dann  sind  P^^Qx 
und  Ry  die  Ecken  der  verlangten  Figur.  (Die  singuläreh  Fälle, 
in  denen  die  grosse  und  kleine  Achse  der  Ellipse  als  die  betrelTenden 
conjugirten  Durchmesser  genommen  werden,  hat  Sohncke  in  seiner 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung  als  Lösungen  des 
gestellten  Problems  (s.  IL  Aufl.  pag.  112)  angegeben.) 

Die  Coordinaten d  der  Eckpunkte  eines  grössten  Ellipsen-Vier- 
ecks sind: 

Xj  =  a  cos  q>y     —  a  sinip,     —  a  cos  gp,     -f-  a  sin% 
i/^=bsing>,     -{-  b  costp^     —  h  sin  9,     —  b  cosq>y 

woraus  sich  als  Gleichungen  der  Geraden,  die  je  zwei  gegenüberliegende 
Punkte  verbinden,  ergeben: 

y  =       iga  '     X 

^  u^tga 

Dies  beweiset,  dass  die  vier  Eckpunkte  eines  grössten  einer 
Ellipse  eingeschriebenen  Vierecks  die  Punkte  sind,  in 
denen  irgend  ein  Paar  conj  ugirter  Durchmesser  dieEUipse 
schneidet. 

Hannover,  im  Januar  1868. 


VI.  Verallgemeinerung  des  Problems  der  kürzesten  Linie.  Es  ist  be- 
kannt, dass  die  kürzeste  Linie,  welche  man  auf  einer  Oberfläche  zwischen 
zwei  Punkten  ziehen  kann,  die  characteristische  Eigenschaft  besitzt,  dass 
ihre  Schmiegungsebcne  in  jedem  Punkte  durch  die  Normale  der  Ober- 
fläche geht. 

Wenn  man  diese  Eigenschaft  auf  bekannte  Weise  projectivisch  ver- 
allgemeinert (cf.  Salmon,  Kegelschnitte  Art.  478  ^.)»  so  gelangt  man  zu 
einem  Problem,  welches  die  Behandlung  in  homogenen  Coordinaten  zu- 
lässt  und  also  lautet: 

Auf  einer  Fache  n^^^  Ordnung,  deren  Gleichung  sei  u  =  G,  soll 
eine  Curve  so  gezogen  werden,  dass  für  jeden  ihrer  Punkte  der 
Pol  der  Tangentenebene  von  m  =  0  in  Bezug  auf  eine  gegebene 
Fläche  zweiter  Ordnung  v  =  0  auf  der  Schmiegungsebcne  liege. 
Wenn  wir  die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung  u  =  0 
schreiben  in  der  Form 

v^^.  x^  '\-  x^  -|-  x^  -f-  x^^  =  0 
indem  wir  der  Kürze  wegen  als  Coordinaten tetraeder  ein  Polartetraeder 
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von  »==0  vrählen,   so   sind  die  Coordinaten   des  Pols    der  Tangenten- 
ebene  von  u,  wenn  wir 

^      _L  ^ 

n  dxi 

setzen,  wie  bekannt  u^^u^t  u^^  U4;  nnd   es   wird  also  die  Differential- 
gleichung der  gesuchten  Curve: 

Wi  '  Wo     u^  u. 


(1) 


1 


X« 


J?Q  X    , 


dx^   dx^  dx.^  dx j^ 
cPx^  ä^x^  d^x^  d^x^ 


=  0. 


Diese  Gleichung  ist  mit  Hülfe  der  Gleichung  u  ==  0  zweimal  zu  inte- 
giren.  Um  zu  einem  ersten  Integral  zu  gelangen,  multiplicireu  wir  die 
obige  Gleichung  mit  der  Determinante 


(2) 


Ä  = 


«1 

«2 

«3 

«4 

(fu, 

du^ 

rfWj 

rf«, 

•^1 

*2 

^i 

x^ 

dXf 

dx^ 

dx.^ 

dXf 

=  0. 


welche  gleich  Null  gesetzt  die  Differentialgleichung  der  projectivisch  ver- 
allgemeinerten Krümmungslinien  ist.  Führt  man  die  Multiplication  aus, 
beachtet  man  die  Gleichungen 

ÜUi  Xi  =  0,     Zui  dXi  =  0 
sowie  die  aus  ihnen  durch  Differentiation  folgenden 

£  dui  Xi  =0,     £  Ui  d*^Xi  ==  —  Z  dui  dXi, 
und  entwickelt  die  Determinante,  so  erhält  man  die  folgende  Gleichung : 

Zxid'^Xi  •  Zxi  dxi  —  £  X?  '£dxi  d'^xt        Zdm  d'^x,-        2ui  dm 
ZlcfzT^^'—lIxp-  dxif  •"    ZuidXi     "^  ~Äm7~ 

Das  erste  Glied  der  linken  Seite  ist  ein  vollständiges  Differential,  ebenso 
das  dritte,  das  mittlere  wird  es  auch,  wenn  die  Gleichung  besteht 
2  dUi  d^Xi  =  2  d^Ui  dxi. 

T?nter  dieser  Voraussetzung  liefert  also  die  Integration  der  vorigen 
Gleichung  ein  erstes  Integral  in  der  Form 
.«X     •  UdujdXj'  2ui^  _ 

^^^  Sx{'£dxi'^-{£xid^^  -  ^'"'^- 

Jene  Voraussetzung  ist  erfüllt,  wenn  u  =  0  die  Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist  und  in  diesem  Falle  können  wir  auch  die 
zweite  Integration  ausführen  und  zwar  indem  man  die  elliptischen  Coor- 
dinaten, welche  bei  der  kürzesten  Linie  die  Lösung  liefern,  in  ent- 
sprechender Weise  verallgemeinern,  wie  dies  mit  dem  Probleme  selbst 
geschehen  ist. 
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Wir  denken  uns  die  abwickelbare  Fläche  der  den  beiden  Flächen 
ti  =r  0  und  &  ==  0  gemeinsamen  Tangentenebenen  construirt  und  schreiben 
nun  in  Ebenencoordinaten  die  Gleichung  hgend  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung,  welche  jener  abwickelbaren  Fläche  eingeschrieben  ist, 

indem  wir  zum  Coordinatentetraeder  ein  gemeinsames  Polartetraeder  der 
Flächen  u  =  0  und  v  =  0  wählen.  Die  Gleichung  der  Fläche  w  =  0 
hat  dann  in  Ebenencoordinaten  die  Form  tv  -{- k  v  ^=:  0  und  lautet  in 
Punktcoordinaten 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen,  wie  diese  Gleichung  zeigt, 
drei  Flächen  der  Schaar,  deren  Parameter  wir  A^,  Aj,  k^  nennen  wollen. 
Es  ist  klar,  dass,  wenn  für  einen  Punkt  diese  Bezeichnung  festgestellt 
ist,  es  nicht  zweifelhaft  sein  wird,  wie  man  in  einem  andern  Punkt  die 
Wurzeln  zu  bezeichnen  bat,  wenn  man  nur  von  dem  einen  Punkt  zum 
andern  gelangen  kann,  ohne  die  abwickelbare  Fläche  zu  durchschneiden. 
Sind  die  reellen  Grössen  a  so  bezeichnet,  dass 

«1  <  a^  <  a^  <  «4, 

so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Wurzeln  liegen  zwischen  den  Grenzen 

die  grösste  —  a  ^  und  —  a  ^ 

die  mittlere  —  Oj   ^"^  —  "3 

die  kleinste  —  «3  und  —  «^ 

Diese  drei  Parameter  k  führen  wir  nun  als  neue  Coordinatcn  ein.     Der 
Ausdruck  der  Coordinaten  x  durch  diese  neuen  findet  sich  leicht. 
Denn  aus  den  Gleichungen 

^  .7-jiV = ^'  ^^' = ^>  -'  ^) 

«•  +  *'h 

ersieht  man^  dass  die  X2  proportional  sind  den  Determinanten,  welche 
man  aus  dem  System  der  Coefficienten  dieser  Gleichungen  bilden  kann. 
Kechnet  man  diese  Determinanten  aus  und  zieht  die  allen  x^  gemein- 
samen Factoren  in  den  Multiplicator  Qy  so  findet  sich 

rQXi^  =  (a^  —  ö  3)  («2  —  «4)  (ag  —  a^)  («^  +  Aj)  (a,  +  k^)  {a^  +  A3) 

(5)        )  ^  ^'^  =~(^3  — «4)  («3-— «1)    («4  —  «1)  («2  +  ^1)  («2+  ^2)  («2  +  ^3) 
}  ?  ^3^  =  («4  —  «1)  («4  —  «2)    («1  —  Ö2)  («3+^1)  («3+^2)  («3  +  ^3) 
a  X^  =  —  (0^  —  02)  («1— ös)   («2  —  «3)  («4  +  ^1)  («4  +  ^2)  («4  +  ^») 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst 

q  (»-r +^2'+ V+^4^)  =  («1—  «2)  («1—  «3)  («1—  «4)  =  ^  ('^i  «2  H  «4) 

(«2— «3)  («2— «4) 
(«3—  «4)^ 
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und  also  durcb  Differentation 

dQ£xr  +  2Qi:  Xi  dxi  =  0. 

Aus   den  Gleichungen    (4)    ergibt   sich   ferner   durch  logarithmische 
Differentiation,  Quadrirung  und  Addition 

\Q/  Q  (a,-  +  A/k)  («1 


dg 
Setzt  man   hier  für  —  seinen    obigen  Werth,    so    findet    man    das 
9 


neu    obigen  Werth,    so    findet    n 
Vierfache  des  Nenners  von  (3) 

4  [2  Xi^  S  dx,^  -  {Z  Xi  dx^)'^-]  =  2;  X,  .  Zi  Zu  Ä  --^^^^J^--  - . 

(«i  +  ^a)  («I  +  h) 

Bezeichnen  wir  jetzt   den    Constanten  Parameter   der  Fläche  m  =  0 

mit  A|,  so  ist 

Xi*^   •  Xi 

u  =  Z      ^         ,     üi 5— 

also 

ZduidXi  =  Z      ^^'      ,      Zui'^  =  Z^^^  ^., 
a/+A,  («.  +  ^i)^ 

und  man  findet,  da 

ähnlich  wie  oben 

^     dx{^  y   y    y  Xi^dhdh 

4  2; i — r-  =  Zi  Zh  Zk 


«I  +  ^1  *  («*•  +  ^i)  {^i  +  */')  («*+  ^*) 

wo  rfA,  =  0  zu  setzen  ist. 

Ordnen  wir  die  hier  vorkommenden  dreifachen  Summen  nach  h  und 
A-,  so  haben  wir  also  die  folgenden  einfachen  Summen  auszuwerthen : 

^'  K  ~v^hf  (ä;+Q  ''''^  ^*  iä^K)w4'^  («I  +  h)  • 

Man  sieht  sofort,  dass  die  erste  Null  ist,   wenn   ^  und  Ar  verschie- 
den sind,  und  die  zweite,  wenn  h  und  k  untereinander  und  von  1  ver-    . 
bchieden  sind.     Ferner  findet  sich,  wenn  wir 

(«1  +  ^/O    («2  +  h)    («3  +  ^h)    («t  +  h)  =  Au 

setzen , 

(«.•  +  h)  («.•  +  ^>i)-  V  1   2  3    4/  ^^ 

Da  nun  dA^  =  0  zu  setzen  ist,  so  findet  sich  mit  Hülfe  dieser  Formeln 
unsere  Differentialgleichung 
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'   {CA,  +  A, 


*2  ^1 


Aj        ^1 


^i  2 


=  0, 


wo  C  die  Oonstante  der  ersten  Integration  bezeichnet.  Setzen  wir 
Cjii  +  Aj  =  Aj  so  ist  auch  A  eine  Constante  und  unsere  Differential- 
gleichung kann  dann  in  zwei  zerlegt  werden,  deren  Integrale  wir  in 


VA. 


y-A 


YÄ 


/^ 


zusammenfassen  können.  Die  hier  vorkommenden  Integrale  sind  hyper- 
elliptische erster  Gattung,  wie  es  bei  der  gewöhnlichen  kürzesten  Linie 
der  Fall  ist. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  der  verallgemeinerten  Krümmungs- 
linien R  =  0  (wo  R  in  (2)  de£nirt  ist)  für  die  u  und  x  ihre  eben  ge- 
brauchten Ausdrücke  substituirt,  so  geht  sie  nach  Fortlassung  eines  nicht 
verschwindenden  Factors  über  in         • 


dl. 


dAg  =  0. 


Daher  der  Satz: 

Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  A  gehen  zwei 
Flächen,  welche  die  der  Fläche  A  und  einer  andern  zweiter 
Ordnung  B  gemeinsame  Tangenten  ebene  berühren.  Jede  Fläche 
dieser  beiden  Schaaren  trifft  A  in  einer  Curve,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  Linien  sich  schneiden,  die  zwei  benach- 
barte Punkte  verbinden  mit  den  Polen  ihrer  Tangentenebenen 
in  Bezug  auf  die  Fläche  B, 


Vir.   üeber  den  Obelisken  and  das  Prismatoid.    Von  den  beiden  in 
der  Ueberschrift  genannten  Körpern  hält  man  gewöhnlich   das  Prisma- 


toid für  allgemeiner,   weil   aus   diesem  der  Obelisk  entsteht,   wenn  man 
den  beiden  Parallelflächen  des  Prismatoides  gleichviel  Seiten  giebt  und 
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die  entsprechenden  Seiten  parallel  legt.  Nach  einer  brieflichen  Bemer- 
kung des  Herrn  Dr.  A.  Bauer,  k.  k.  Gymnasiallehrer  zu  Pisek  i.  B.,  ist 
es  aber  ebenso  richtig,  das  Prismatoid  als  einen  speciellen  Fall  des 
Obelisken  anzusehen.  Wenn  nämlich  jede  der  Parallelflächen  des  Obe- 
lisken m  -\-  n  Seiten  zählt  und  in  der  Grundfläche  n  Seiten,  in  der 
hierzu  parallelen  Fläche  m  Seiten  auf  blosse  Punkte  reducirt  werden,  so 
geht  der  Obelisk  in  ein  Prismatoid  über,  dessen  Grundfläche  m  und 
dessen  obere  Fläche  n  Seiten  besitzt.  Für  den  Fall  m  =  4,  w  =  3 
mögen  vorstehende  Figuren  zur  Erläuterung  dienen,  welche  die  Grund- 
risse der  betreffenden  Körper  darstellen.  Schi. 


Tnil.  Beiträge  zur  Kenntniss  der  Sternschnuppen.  In  einer  unter  dem 
vorstehenden  Titel*  der  Wiener  Akademie  eingereichten  Abhandlung 
sucht  Dr.  Edm.  Weiss  zuerst  die  Ansicht  zu  begründen,  dass  wir  in 
den  Sternschnuppenringen  nichts  anderes  als  Auflösungsprodukte  perio- 
discher Kometen  vor  uns  haben.  Er  wurde  zu  derselben  durch  die 
epochemachende  Entdeckung  Schiaparelli^s  geleitet,  dass  die  Bahnen 
der  periodischen  Kometen  1862  III  und  1866  I  mit  den  Bahnen  der  be- 
kannten periodischen  Sternschnuppen  in  den  Nächten  vom  10. — 12.  Au- 
gust und  13. — 14.  November  zusammenfallen.  Davon  ausgehend,  ist  es 
dem  Verfasser  gelungen,  noch  zwei  andere  Kometen  aufzufinden,  welche 
zwei  andere  periodische  Sternschnuppenfällo  veranlassen:  es  sind  dies 
der  eine  Komet  des  Jahres  1861  (I)  und  der  unter  dem  Namen  Biela'- 
sclier  bekannte ;  der  erstere  veranlasst  die  periodischen  Sternschnuppen- 
fälle  um  den  20.  April,  der  letztere  die  um  den  28.  November. 

Hierauf  wird  die  Wirkung  des  Durchganges  der  Erde  durch  einen 
Meteorstrom  an  den  Meteoren  des  Biela'schen  Kometen  speci oller  unter- 
sacht, weil  diese  Meteere  unter  allen  bekannten  weitaus  die  grössten 
Störungen  durch  die  Erde  erfahren.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  An- 
ziehung der  Erde  den  Eadiationspunkt  zu  einer  ganzen  Radiationsgegend 
von  beträchtlichem  Umfange  ausdehnt,  und  dass  ausserdem  noch  zahl- 
reiche Meteore  des  Stromes,  die  noch  in  die  Attractionssphäre  der  Erde 
gelangen,  ohne  jedoch  auf  sie  herabzustürzen,  in  den  Weltraum  zerstreut 
werden,  indem  sie  wieder  in  den  Anziehungsbereich  der  Sonne  gelangt, 
Bahnen  um  dieselbe  beschreiben,  deren  ümlaufszeit  zwischen  5'V4  un^ 
390  Jahren  schwankt,  während  sie  vor  der  Störung  durch  die  Erde 
6^/4  Jahre  betrug. 

Endlich  wird  noch  die  mehrfach  beobachtete  Thatsache  besprochen, 
dass  die  helleren  Meteore  in  der  Regel  die  entfernteren  sind,  eine  That- 
sache ,  die  besonders  bei  den  bekannten  August-  und  Noverabermeteoren 
bemerkt  wurde,  von  denen  die  letzteren  im  Allgemeinen  vieWntensiver 


inen  viewntensiyer 
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leucliteu  und  in  bedeutenderen  Höhen  erscheinen  und  wieder  verlöschen 
als  die  erstcren.  Der  Hauptgrund  davon  liegt  nun  darin,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  die  Novembermeteore  in  die  Erdatmosphäre  ein- 
treten, weit  beträchtlicher  ist,  als  die  der  Augustmeteore.  Die  ersteren 
bringen  daher  auch  ein  weit  grösseres  Quantum  lebendiger  Kraft  mit, 
welches  in  Licht  und  Wärme  umgesetzt  wird,  als  die  Meteore  des 
Laurentiusstr  omes . 


IZ.  Ein  geometrisohes  Paradoxon.  Um  ad  oculos  zu  demonstriren, 
dass  das  Schachbret  nicht  nur  64,  sondern  auch  65  Felder  besitzt, 
schneide  man  dasselbe  aus  starkem  Papier,  zerlege  es  auf  die  in  Fig.  1 


Kig 
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n- 

angegebene  Weise  in  vier,  zu  je  zweien  congruente  Stücke  j4^  B,  C^I) 
und  setze  diese  zu  einem  Rechtecke  zusammen,  welches,  wie  Fig.  2 
zeigt,  die  Grundlinie  5  und  die  Höhe  13  besitzt  also  65  Felder  ent- 
hält. —  Wir  theilen  diese  kleine  Neckerei  mit,  weil  die  Aufsuchung 
des  begangenen  Fehlers  eine  hübsche  Schüleraufgabe  bildet  und  weil 
sich  an  die  Vermeidung  des  Fehlers  die  Lösung  und  Construction  einer 
quadratischen  Gleichung  knüpfen  lässt.  Sphl. 
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hohem  Geodäsie. 

(Fortsetzung.) 
Von 

FiiiEDRicn  Robert  Helmert, 

Goodät  zu  Dresden. 


111.    Zur  Theorie  der  Basisnetze. 

40. 
Eine  Basis ,  ABy  eines  Dreiecksnetzes  ist  immer  beträchtlich  kleiner, 
als  die  grossen  Dreiecksseiten  und  es  entsteht  also  die  Aufgabe,  eine  der 
letzteren  möglichst  scharf  durch  Triangulationen  aus  der  Grundlinie  AB 
abzuleiten.  Man  ist  gewöhnt,  als  zweckmässigstes  Multiplicationsnetz  ein 
solches  von  der  Form  19)  zu  betrachten,  welches  aus  der  Basis  AB  eine 
erste  Yierecksdiagonale  C^C^^  aus  dieser  eine  zweite  B^JD^,  etc.  ableitet 
Die  letzte  dieser  Diagonalen  ist  die  grosse,  abzuleitende  Dreiecksseite. 
Es  wird  in  der  That  auch  verhältnissmässig  leicht  sein,  ein  zur  Basis- 
messung passendes  Terrain  so  auszusuchen,  dass  zunächst  zu  beiden  Seiten 
der  Basis  zwei  Punkte  C  liegen,  welche  weit  bessere  Fernsicht  als  die  End- 
punkte der  Basis  selbst  gewähren.  Doch  kann  auch  der  Fall  eintreten,  wo 
wenigstens  einer  der  Endpunkte  A  oder  B  eine  gute  Fernsicht  bietet  und 
hier  ist  es  fraglich,  ob  nicht  ein  Basisnetz  von  der  Form  20),  welches  suc- 
cessive  die  Längen  AC^  CB,  etc.  bestimmt,  bessere  Dienste  leisten  würde, 
als  das  schon  erwähnte  Multiplicationsnetz. 

41. 

Aus  der  Basis  AB  =  2c  in  Fig.  21.  22.  23.  soll  die  gleiche  Länge 
AC  =  C^  C2  =  2 s  =  a,  wobei  AC  immer  grösser  als  AB  genommen  werden 
wird,  mit  Hilfe  eines  oder  zweier,  der  Basis  anliegenden  Dreiecke  gefunden 
werden. 

In  dem  Dreiecke  ABP^  wo T  in  Fig.  21.  irgend  welche  Lage  auf  der 
Peripherie  eines  mit  dem  Kadius  AC  um  A  beschriebenen  Kreises  erhalten 
kann,  wird  auf  die  Bestimmung  der  Länge  AP=  a  den  grössten^Pinflusa 
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nächst  der  Winkolmessung  in  B  diejenige  des  Winkels  P  haben,  welche 
den  Schnitt  III.  in  der  Figur*)  gieht. 

Die  Visur  von  B  aus  schneidet  AP  B.m  günstigsten,  wenn  der  Winkel 
P  ein  Maximum  erreicht,  d.  h.  in  dem  in  B  rechtwinkligen  Dreiecke  ACB, 
wie  sich  leicht  beweisen  lässt.  Gleichzeitig  bekommt  der  Schnitt  III.  zu 
A  (f  die  günstigste  Neigung,  nämlich  die  senkrechte.  Jedoch  ist  hierbei  die 
Genauigkeit  der  Visur  von  D  aus  an  der  Stelle  P,  sowie  diejenige  dos 
Schnittes  III.  noch  nicht  die  grösstmögliche ;  sie  nimmt  zu,  je  kleiner  der 
Winkel  bei  A  wird,  je  mehr  die  Seite  BP  =  b  abnimmt.  Daher  ist  zu  ver- 
muthen,  dass  die  günstigste  Dreiecksform  nicht  >ii?C,  sondern  die  eines 
Dreieckes  ist,  dessen  Spitze  P  zwischen  C  und  C"  li<^gt,  wenn  C  den 
zweiten  Durchschnitt  des  Kreises  um  A  mit  dem  Kreise,  welcher  dem 
gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  umschrieben  ist,  bezeichnet.  Für  letztern 
Punkt  (Fig.  20.)  ist  die  Neigung  der  Visur  von  B  aus,  sowie  auch  die  des 
Schnittes  III.  gegen  die  Linie  ACf'  dieselbe  (ohne  Rücksicht  auf  den  Qua- 
dranten) wie  im  Dreiecke  ACB, 

Allgemein  ist  für  eine  beliebige  Lage  von  AP  die  Präcision  in  der  Be- 
stimmung dieser  Länge  dieselbe,  welche  sich  für  eine  bestimmende  Gerade 
senkrecht  zu  A  P  aus  den  Formeln  des  Abschnittes  20.  ergiebt.  Man  hat  da- 
selbst zu  substituiren,  indem  man  jene  bestimmende  Gerade  als  Achse  der 
X  betrachtet  und  wenn  /i, ,  n.^^  W3  die  Beobachtungszahlen  für  die  Winkel 
A,  B,  P  bedeuten, 


wegen  Visur  AP    y^  =  90^  ä,2  = 


2a2cö^ 


wegen  Visur  ^P    y   =  90^>_7>        ä  ?  =  .       V  -   , 

wegen  Schnitt  III.  y.,  =  90«—  B       h^^  =  ^'^2%  » 
ferner  die  Zwischenwinkel  (1.2)  = />;  (1.3)  =  B;  (2.3)  =  .4. 

Damit  wird  das  Quadrat  der  Präcision  in  der  Bestimmung  von  AP 

7-  bri  sin^P-{-     ,'    i    .  sin'  B+    ./, /^    ,  sin^-  A\ 

(2a^(o^  26-cö*  (rb^co^  y 

jp  ^ iP\^>  +  w,;?,  +  n.^n.^  siri^P 

2a)*''  {nyb'^  +  n,^  .  a-cos'P  +  4n^c^  .  cos'^B)     ' 

jp  ^  (w,  W2  +  w,  W3  +  «2 «3)  ,^'n* P 

8(0 '^c'  (w ,  sin''  A  +  7/., sin^  B cos^ P -\-  fi.j sin'^ P ,  cos^  B) 


oder  auch 


öö) 


*)  Der  IViitlichkeit   wef^cn    in   derselben   nnr  bei   den   besonderen   Lag-en   C 
nnd  C'  von  P  angegeben. 
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Um  die  günstigsten  Beobachtnngszahlen  n  bei  unveränderter  Dreiecks- 
form zu  finden,  suche  man  das  Maximum  von  H^  fUr  (wj  +  w.^  -f-  n.i)  =  Const. 
Die  Beziehungen  der  n  unter  einander  werden  dabei 

"  •  +"3)  •  ("1  ^n^^ + «2  sin^Bcos^P+  W3  sin^Pcos^B) — sir?A  {n^n^ + ^M'':j+  "2''3) 
=(«,+«3) .(«,  sinrA+n.jSin^Bcos^P+n^sin^Pcos^B)--'Sm'^B cos^ P  [n^  w^  +  '^i  ''3  +  ''2"3) 
=;«, +«2) .  («1  «>j'^^+ ^2 sin^Bcos^P+n^  sin^Pcos^B) sin^P cos^B  (n,  «2  +  "\  ^'a  +  ^2 ^.0- 
Daraus  folgt 

nj  — »2  :  Wj — W3  :  «2  —  "3  •  (''i''2"l"''i  "3"l~"2''3)  = 

=  (sifi'^B cos}P-'  sin^A) :  (sin^Pcos^B  —  «m^^) :  {sin^Pcos^B  —  «w«^  f o«^ i>) 
:  (n,  «m^^  +  ''2  *"'^  ^  ^^^^  ^  +  .^3  *"'^  ^  ^^*^  ^)- 
Setzt  man  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 

««2 ^  __  ^2  .    ^-^,2  ß  ^f^g2 p___  1^2  .    ^,-„2  p    ^^^2  JJ  -_.  y2 ^    2?^,,^  =  ;i  j  -J-  ^2  -|-  w.p    SO 

findet  sieb 

»2  —  «3  :  ("1  «2  +  "2  »3  +  »1  »3)  =  f  —  ^:  («,  «*  +  «2  ß^  +  «3  y') . 

(-3«,«4-2«,.£(»i))(a«+^'4-y'-«*|P-«'y*-P'y')+^'('')(ß*-«*)(y*-«') 

.«•4.„  fl.-L,  V«       -2»,(«'+/J'  +  y«-a»^-«'y»-<Py')  +  i:(«).(y«+ß'-a»(^  +  y')) 
.,.+»,(i»+»,y»^ - -(yi-.,„q.^)      -       -  •      • 

Führt  man  ^  =  180— (5+C),  a'=/J*+y'  +  2^y  ein,  so  geht  die  Pro- 
portion Über  in 
(.•!n,-2'«):[(-3«,»+2«,Z(«))  (^4-yi+^y)J  +  r2(„).  (/S*  +  2/Jy)(y*+2|3y)]  = 
=  1:  [-2«i.(|S'  +  y'+/Jy)  »-21t«)  •  ((/S^+y')  ^y  +  ^V')]- 
Daraus  folgt 

Damit  bat  man  weiter 

n,  =  S{n) .  ^■qr-r+  y-^  .  "3  -  -sc«) .  ^.  _,_  y2  _,_  y  ^  ' 

r^ß^ . 


»»l»2+«l»3+''2'»3  =  '^(«)  •   ?ft2    I    ..2_l_„/?\2  ' 


y2jS2 

n,  o'  +  «.,  /S'  -f  «3  y»  =  £{,1)  .  Tgofpjy^')  '^"^  endlich 
_     2:(M)  siV»i> 
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56n 


Geht  man  auf  die  ursprüngliche  Bezeichnung  zurück,  so  sind  die 
günstigsten  Beobachtungszahlen  n  und  der  ihnen  entsprechende 
Werth  von  ß^ 

n|  =  —  ö  •  ^«^  ^os^  •  *»^^  co8P\ 

n^^Q.sinA.cosB.sinP         L  ö= 

n^=Q,sinA,smB.cosP  ) 


2;(n) 


3" 
^2  = 


£n 


sin^B  cos^P+nn^Pcos*B  +  sinB  sinPcosß  cosP^ 
Sin*  P 


8  (0^ .  c^  '  sin^  B  .  cos'  P  +  Äin'^P  co*^  B  -{-  sinB  sin P  cos  B  cosP' 

Diese  Formeln  sind  praktisch  nicht  streng  zu  gebrauchen,  denn  für 

Dreiecke,  in  welchen  Winkel  B  >  90^  ist,  wird  Wj  negativ;  dagegen  ist 

für  Dreiecke,  wo  5  <  90",  wieder  n,  negativ.    Nimmt  man  daher  bei  allen 

Dreiecksformen  (Fig.  20.)  zwischen  ABC  und  ABC\  wo  B  <  90", 

Hj  sehr  klein  an,  so  geht  //^  über  in 

.^K    „o           sin^  P       (sin'^B  cos^P    ,    sin'^  P  cos*^  B'i 
57)  ff^  =  -—7-  .-,  :  { \  . 


Unter  Voraussetzung  von  Wj  +  «3  =  ^(«) 
am  grössten  für 


Const.  wird  dieses  B^ 


nämlich  gleich 


w«  :  n«  :  2n  =  sinP  cosB  :  sin  B  cosP  :  ftn.^ 


IP  = 


Hin)        sin^P 


58). 


809^  c'^   *  sin'^A 

H^  nimmt  beständig  zu,  wenn  die  Dreiecksspitze  P  sich  von  C  nach  (f 
bewegt  und  man  hat  insbesondere 

für  das  gleichschenklige  Dreieck  ABC 

2c^ 

Wj  =0,  «2  =  2Z(w)  .  cos'^A  =      2  '  -^(")5  ''s  =  ^W  —  n^ 


59)    ^ 


^  _  22:(M).c^(a^~-c'0 

für  das  rechtwinklige  Dreieck  ABC 
;/,  =  0  =  W2  ;     2:(n)  =  W3 


dagegen 


60)  { 


H^ 


2Zn 


Setzt  man  weiter  für  Dreiecke,  wo  ^  >  90"  ist,  w,  =  0,    so  wird 

•"     ^  8a>V  '  V    fi3     "^  n,  )  • 

Ein  Maximum  hiervon  tritt  ein  für 


«,  :  W3  :  2:(w)  =  —  sinP  .  cosB  :  sinA  :  sin B cos P] 
es  beträgt  dann 


7/^  = 


£n         sin^P 


8(o^c' 


sur  B  8(0*** 
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Da  Winkel  JP  in  C  einen  grössten  Werth  erlangt,  so  ist  das  recht- 
winklige Dreieck  überhaupt  bei  Annahme  der  günstigsten  Bcobach- 
tnngszahlen  n  von  der  günstigsten  Form  zur  Multiplication  der 
Basis  AB. 

Obgleich  negative  Beobachtungszahleu  nicht  möglich  sind,  so  kann 
man  doch  nach  der  Lage  von  P  fragen,  für  welche  E*^  aus  Glei- 
chung 56)  ein  Maximum  wird.  Man  erkennt  dann  eiuestheils,  wie  viel 
Verlust  an  Genauigkeit  eintritt,  indem  man  eben  die  negativen  fi-Werthe 
mit  Null  vertauscht,  anderntheils  aber  hat  die  Untersuchung  noch  die 
praktische  Bedeutung,  zu  der  günstigsten  Dreiecksform  unter 
Annahme  gleicher  w,  ny=^n^=^n^^  zuführen,  wie  Gleichung  62) 
später  zeigen  wird.  Um  also  das  Maximum  von  W^  für  veränderliche 
Lagen  P  (immer  unter  Voraussetzung  von  ^P=a==25=  Const.)  zu 
suchen ,  bringe  man  If^  zunächst  auf  die  Form  ' 

jy2  =  :|^  :  {a^cofP  +  4c^  .  C5c^    i>—  «^  -f  2ac  cos B  cos P  .  csc^P). 

Durch  Differentiation  nach  P  und  J9,  wobei  zu  bedenken  ist,  dass 
sin B  :  sinP  ==  a  :  2c , 
findet  man  die  Bedingungsgleichung  für  das  Max.  von  H"^ 

0=0  — . — .— ^  +  ^c  .  cos  B  cos  P  —  a  sifi^  P, 

Werden   mit  x,  y,  z  und  k  folgende  constructiv  leicht   darstellbare 

Grössen  bezeichnet,   nämlich 

X  =  —  2c  cosB  =  BM^    y  =  acosP  =  J/P,    z  =  asinP  =  AM 

2  ac 
k  =  — --  ~  =  AF.  wenn  AF  senkrecht  zur  Hypotenuse  NB  des  in 

j/a'+^c'  ^^ 

A  rechtwinkligen  Dreiecks  ^^i\r genommen  wird,  so  geht  obige  Gleichung 
über  in  2 

^y  +  ^=^^ 

und  da  b  =  y  —  .r,    sowie  z"^  -{-  x^  =  4c^  ist,  so  wird  daraus 
F  — 2c^    _    _2c^_      ^— A^l 
"""    6  +  f     ~    0+^^    '    «^+^^^' 
woraus  x  sich  rasch  ausprobiren  lässt. 

X 

Betrachtet  man  x  und  b  -\-  —  als  Veränderliche,  so  erhellt,  dass  x 

X 

rasch  zunimmt,  wenn  P  von  C  nach  C  geht,  dagegen  ändert  sich  ^  +  ö 
fast  gar  nicht: 

Für  C  hat  man  a;  =  0,  6  +  ^  =  ft  =  y'^^~^~Cc^  =  H  =  BC\ 
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f  ü  r  C"  wird  sin  P  =  ~  ;,    Va}  —  c* ,     cos  P=  ~     .,- 
(ebenso  gross  wie  für  P,  wenn  es  die  Lage  C  hat), 

a;=   —   ,    b=  B(J  = -  —  =6*);    b    +  -   =,- — ^ 


Während  nun  der  Werth  x  Ib  -{-■       j  für  C  Null  ist,  erreicht  er  für 

C"  einen  Betrag,  grösser  als  (A^  —  2c-);  es  wird  nämlich  für  C" 

X    (,^+J-(^^-2c^)  =  2c^|-^-,----^,—  ^,|=-^^^^  , 

was  in  praktischen  Fällen  stets  positiv  ist. 

Zwischen  C  und  C  muss  daher  dasjenige  P  liegen,  dessen  entspre- 
chendes X  obige  Gleichung  erfüllt.     Der  Werth  dieses  x  kann  näherungs- 

X 

weise  dadurch  angegeben  werden,  dass  mau  oben  für  b  -{-'  —  diejenige 

X 

Grösse  substituirt,  welche  b  +     -  für  C  oder  (7"  annimmt.  Die  erstere  Sub- 

stitution  giebt  x  zu  klein ,  die  letztere  zu  gross : 

2 c^ /ä^"£^ Tc2  ^  ^  2c^  («2 - 4c2)  a  ^ 

"  c?  +  4  c^  (a'  +  ^'cÖ  («*^  -  3  c'^y  ■       ^ 

Der  Unterschied  dieser  Grenzen   ist  nicht  von  Belang,    man   erhält 
z.  B.  bei  «2  =  4  5^  =  12  c*^ 

0,35  c  <  X  <  0,38  c  ; 
bei  «^  =  4  5^  =  46  c^  aber    ic  =  0,28  c  aus  beiden  Grenzen. 

In  Fig.  21.  ist  P  so  gelegt,  dass  für  Dreieck  ABP  JI^  ein  Maximum 
wird  und  dazu  gesetzt  worden 

^        2c2^.(a^--4c^)a       _a       /    2c  .  b'   V 
"^  :..  («i  +  4c^)    (a^  —  3cO  ~  '2~  •  \BN  .  Gc)  ' 
welcher  Werth  sich  ohne  Mühe  construiren  lässt. 

Berechnet  man  endlich  H^  für  das  gleichschenklige,  das  rechtwinklige 
und  das  günstigste  Dreieck,  so  ergiebt  sich 
bei  «^  ==  12c^    resp. 

^    =a>^-c^'^"^78'°^"^48'°^"U6' 


*)  Es  ist  also  {BC)  .  (Z?C")  =  (Z^fr)»,  Z^C'  von  BC  und  Z?C"  das  geometrische 
Mittel. 

**)  X  ist  hiernach  immer  kleiner,    als  die  Projection  JG'  von  AG  =^  c  u«f 
A0'\  .r<  .4  0'. 
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bei  (i^  =  46  c-    reep. 

iP  =  - ..  -  -T.  mal  -  -— •  mal •  mal . 

d^ .  c^  1081 '  966 '  953 

Diese  Zusammenstellung  zeigt,  wie  gering  der  Verlust  ist,  welchen 
maa  erleidet,  indem  das  rechtwinklige  Dreieck  für  dasjenige  der 
günstigsten  Form  —  aber  wegen  z.  Th.  negativer  n  unmögliche  —  snbstituirt 
wird,  denn  es  bietet  mit  dem  Dreiecke  der  günstigsten  Form  fast 
gleiche  Genauigkeit. 

Bisher  war  immer  vorausgesetzt  worden,  dass  die  Winkel  des  Dreiecks 
auf  die  rationellste  Weise  nach  den  günstigsten  Beobachtungszahlen  beob- 
achtet werden.    Nimmt  man  indess  jeden  Winkel  gleich  oft, 

«1  =  "2  =  «3  =  -  3     > 
so  geht  H"^  über  in 

00)^2=  _:?('!).. t^'^'l __ 

"^  1 6 G>'^  c'-*  ' .  sin* B cos^ P  +  siii^ P  cos' B  +  sin  B  cos B  sin P  cos P  ' 

also  von  dem  Werthe  bei  günstigsten  w  ungefähr  die  Hälfte 
nur.  Da  das  veränderliche  Glied  in  ß^  völlig  übereinstimmt  mit  dem- 
jenigen von  H'  aus  Gleichung  56),  so  ist  —  wie  schon  früher  angedeutet  — 
die  Rechnung  auf  Seite  l67  — 169  zur  Bestimmung  der  günstigsten  Form 
des  Dreiecks  auch  für  den  Ausdruck  der  Gleichung  62)  gültig,  nur  ist  das 
Dreieck  der  günstigsten  Form  {ABP  Fig.  21.)  im  jetzigen  Falle  nicht 
mehr  praktisch  unbrauchbar,  wie  sich  zufolge  der  Werthe  der  n  von 
selbst  versteht.  Das  rechtwinklige  Dreieck  giebt  IP  genau  halb 
so  gross  wie  in  Gleichung  60);  dagegen  giebt  das  gleichschenklige 
Dreieck  die  Formel 

co'     '    a'  {a'-2a'c'+~ic')    ' 

Dieser  Werth  ist  für   a^  =-  12 c^     11^  =     ^}"l    .    -J,  , 

w-  c^       135 

für    (r  =*:  46  c^     //^  = 


CO-  c2    "  2073 
d.i.  ebenfalls  nahezu  nur  die  Hälfte  des  früheren  Werthes. 

Nach  diesen  Erörterungen  möge  nun  zu  derjenigen  Fonn  des  Multi- 
plicationsnetzes  übergegangen  werden,  welche  zunächst  aus  AB  eine  erste 
Diagonale  C,  6%  (Fig.  21.  22.  23.)  ableitet. 

42. 

Die  günstigste  Form  der  Dreiecke  eines  derartigen  Netzes  ist  offenbar 
die  gleichschenklige;  ihr  entspricht  (Fig.  21.)  der  Rhombus  AB  C^C^* 
Jedoch  werden   sehr   häufig   auch   andere   Formen    vorkommen  x^ind    esj 
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können  Fig.  22.  und  23.  als  Grenzformen  angesehen  werden,   zwifichen 
denen  sich  jene  bewegen. 

Im  Anschlu»8  an  Fig.  21.  bat  man  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
für  H"^  aus  Abschnitt  20.  zu  setzen,  um  das  Quadrat  der  Präcision  in  der 
Bestimmung  der  Längen  C^G  und  C^G  zu  erbalten, 

wegen  Visur  .4  C,    Äi*  =  ö~~2~r-"i     yi  =  90®  —  9> 

^"^  ""  {l.2)  =  2(p  =  ^AC^B 

wegen  Visur  PCi   V=   ^j^  y^==dO^-^(p 

wegen  Winkel- I     ,3        ^sin^g) 

messung  in  C\    j       *  w^c^        j     /i  \       y      v       /      ^^     ^, 

wobei  Wj  =  Wj  als  selbstverständlich  eingeführt  wurde. 

Mit  diesen  Werthen  gehen  über  Z{h'^sinry)  und  (l:iV)  in 

^(A^smV)  =  ^T^2  •  sin^V  cos^V,    (1:  iV)  =   --'^4'^-'^  ««V  co,>. 
und  CS  wird  für  Cj  tJ ,  ebenso  für  C.^  G 

7/2  ^  (''i  +J3)  J.'^^ 

daraus  folgt  das  Quadrat  der  Präcision  in  C,  Cj,  der  abgeleiteten  Diagonale 

63N  ff'2  _    K  +J_''a)  ^'V?L  =    (''1^+  2«,)^c2 
^  2co'^c^  2(o'^  {(^^^sY' 

Erscheint  die  Basis  um  die  Mitte  G  gedreht  und  zwar  soweit, 
dass  je  ein  Winkel  an  der  Basis  in  jedem  Dreiecke  90^  wird,  wie  in  Fig.  22., 
so  sind  zu  substituiren 

wegen  ^(7,     Ä,2  =  ^     '^         y^  =  90«— tf; 

"^^'^    "^  (1.2)  =  90«-^/Ji 

wegen  B  C,     ä.  ^  ==       _Jl-_ .,    y  —  ß  _L.  ^ 

2ti  C' 
wegen  Schnitt  III.  Äj^  =  ~^'^-^2   ^3  =  ÖO*^—  ^  —  /^i   *(2  •  3)  =  90«. 

I      A 

Damit  hat  man 

^-r//^'  «„%^  —  "«  ^^^^  ''^     J-    "-^  ^"'^  (^'  +  ^)    j_    2«:j  c2  f05-'  (/3^  4-  f\i) 
20|'  CO*         '  2«,"^  w-  a,- ö,*^  01^ 

(l:iV)   =J«-^7f,-.+     i?l\f.f«7..     +   3J!|J:i_ ,  auo 
das  Quadrat  dor  Präcision  für  Cj  G  (und  C^,  G) 

G)'^  .  «1*^  '   W|  a,'^  co^'^if;  -(-  w^^j'^  ^m-  (j5j  +  ^)  +  '^^'a^-"'  ^o^'*^  (^  +  ßi) 

Da  hierin  der  besondere  Werth  von  if;  noch  nicht  eingeführt  ist,  kauu 
diese  Formel  auch  auf  Fig.  23,  für  AC^^  resp.  AC.y  Anwendung  finden,  in- 
dem man  i/;  =  0  nimmt. 
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Zunächst  ist  für  Fig.  22: 


Ä,2  =  s^~c^;   fl,2  =  5^  +  3c2;   co^  1/^  =    -^  ;  «n  (i?,  +  *) 

S  1*4    O 

somit 

_       2  c«  .  s^         nj^fi.^  J-_Wi  n,,  +  n,,  «.^^ 

0,2  (if2  — c^)  •     «,  (s^  +  äc'Ö'  +  «.>  («•  +  c^y  +  4/«3  c»     • 
Das  Quadrat  der  Präcision  für  C^C^  ist  wieder  nur  die  Hälfte 
jy2 
liiervon ,    IT^  =  -  -  , 

fiA^     /7'2_  ^'**  _       _        'M_''2  +J»JL?H-_Z'2^ 

^^         ~  co'^  (s^  — c2)  •    n^  (s'  +  '3c2)'2  +  „2  {s^  +  cÖ'-^  +  4  «3  c^    • 
Bezüglich   der  Fig.  23.  hat  man   in  der  Formel  für  H^  auf  voriger 
Seite  zunächst  die  Indices  1  an  a  und  b  mit  2  zu  vertauschen ,  sodann  aber 
zu  substituiren 

s  2c 

b^  ==  S]  02  =  ^^  +  4c^;  ^  =  0\  sin  jSj  =  —  ;   co«  jSj  =  —  ; 

«2  ^2 

es  wird  hiermit ,  ähnlich  wie  oben ,  für  Cj  Cj 

arc\    ^'2__^  ^1  ^2  +  ^'l   ^3  +  ^2  ^3 

Werden    in   jedem    Dreiecke    die    drei  Winkel    gleich    oft 
beobachtet,  und  setzt  man 

2  (''i  +  ''2  +  ^'3)  =  6/1  =  2^«,     so  werden 

für  Fig.  21.  ^2=   -_4^'      -; 


66) 


4g)2(c'^  +  s-)' 
ftlr  Fig.  22.  ^2  _   ^_^.  ,  .^,^_^_  _^._^^^_.^_^.^._^^^^^  . 

für  Fig.  23.  ir^=   ~  .  -T-r-.-^-4-T-7-2-2-; 


d.  h.  es  ist  Fig.  21.  günstiger  wie  Fig.  22.  und  diese  günstiger  als  Fig.  23. 

43. 
Die  Werthe  von  Jf^  können  bedeutend  vergrössert  werden  —  unter 
Voraussetzung  gleicher  Mühe,    £n  =  Const.  —  wenn  die  Beobachtungs- 
zahlcn  so  verschieden  genommen  werden,   dass  ff"^  einen  Maximalwerth 
erreicht. 

1)  Für  Ä'2  aus  Gleichung  63),  zu  Fig.  21.  gehörig,  nehme  man 
w,  =  «2  sehr  klein,     also  £n  =  2n^  nahezu, 
und  hat  damit 

67)  7/2  =  2o,2(c2_jr^2)2  ' 
^-  i-  gegen  den  Werth  aus  Gleichung  66)  das  Doppelte.  ^  j 
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2)  Für  H'^  aus  Gleichung  64),  zu  Fig.  22.  gehörend,  ist  die 
Rechnung  schwieriger.  Hinsichtlich  der  n  gleicht  nun  Ausdruck  64)  völlig 
dem  zweiten  def  Ausdrücke  55),  es  lassen  sich  daher  die  daselbst  gewon- 
nenen Resultate  übertragen,  wenn  man  setzt  für  siti^  Ä^  dort  a^  genannt  im 
weiteren  Laufe  der  Rechnung, 

sin^  ^  =  «2  ^  («2  +  ScO«,  ferner 
svi^B  cos^P  =  ß^  =  (.?2  +  ^2)2;  siri^p  .  cos^^B  =  y^  =  4  c*. 
Die  daselbst  angegebeoe  Relation  a^  =  |52  _j_  y2_|_  2/3y  bleibt  auch  hier  giltig. 
Man  bemerkt  nun  sofort,    dass  für  das  Maximum  n,  sich  negativ  er- 
geben wird.    Nimmt  mau  daher  W|  =  0  (oder  sehr  klein),  so  giebt  Glei- 
chung 64) : 

Sucht  man  jetzt  das  Maximnm  für  B"'^  bei  2  (»^  -^-  «3)  =  £n  =  Coust., 
80  erhält  man  die  lielatiou  zwischen  n^  und  »3 

und  es  wird 

^  2£02     •    (52_^.V)  (,/2_^  3^2)2  • 

3)  Verfährt  man  mit  //'2  aus  Gleichung  65)  so ,  wie  mit  if^  aus  Glei- 
chung 64),  dann  findet  man  ebenfalls  einen  negativen  Werth  von  ;i|  für 
ein  Maximum  von  ir^.  Man  wird  dem  entsprechend  Wj  sehr  klein  nehmen. 
Für  w,  =  0  giebt  Gleichung  65) 

Dieses  wird  ein  Grösstes,  wenn  zwischen  «2  und  «3  die  Relation  stalt- 
findet 

^2  .  4  c2  ==  n,  :  Wo  ; 

also      Hn  =  2(^2  -|-  W3)  =  — ^r""  •  ^*2»     ""^^ 

«^)^^=  2-0,'  •(.•^  +  4cr- 
Die  Werlhe  von  Ä'2  der  letzten  beiden  Gleichungen  sind  ungefähr 
doppelt  so  gross,  als  diejenigen  für  dieselben  Figuren  aus  Gleichung  66). 
Ucbrigens  sieht  man,  dass  den  wesentlichsten  Einfluss  auf  die  Bestimmung 
der  Länge  Ci  Co  =  AC^  wie  bei  nur  einem  Dreiecke  an  der  Basis,  die 
Winkel  bei  C^  und  C2  haben. 
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44. 
Um  einen  Ueberblick  über  die  Kesnltate  zu  erbalten,  möge  eine  Zii- 
bammenstellnng   der  H  und  H'  folgen   und  zwar  für  zwei  verscbiedene 
Längen  von  C1C2  ==  AC  ^=i  2  s  =^  a  : 

1)  s'^  =  3c2 


wird  einer  kleinsten  Multiplication  der  Basis  2c  entsprechen  und  man  bat  dafür 

Verhältnisse 
CD*  c*  *  der  {günstigsten  n. 


««  =  3r« 


//'. 


1)  Ein  Dreieck. 
Gleichschenkliges  Dreieck  AßC 
Rechtwinkliges  Dreieck  JßC' 
Günstigstes  Dreieck  ABP 


n^  =s  112  =  «3-  •  günstigste  ;i, 


'/„5 

im 


715 

Vi« 


/7s 
V4H 


V3. 
•Ah 
%8 


17 
0 


"8 

;  83 
:100 


100 
100 


0 
17 
29 


60 
33 
21 


100 
100 
100 


2)  Zwei  Dreiecke. 
Khomhische  Form  (Fig.  21.) 
Form  von  Fig.  22. 
Form  von  Fig.  23. 

Hierin  ist  21  {n)  ==  100  gesetzt  und  bedeutet  bei  einem  Dreiecke 
("1  "h  ^h  "t"  ^*3)>  ^®*  ZYfoX  Dreiecken,  da  sie  doch  jenem  entsprechen, 
2(;i,  +  «2  +  «3). 

Es   sei  weiter  2)  s^  =  ll,5c^  einer  grössteu  Multiplication  der  Baais 


entsprechend : 

»«  =  11,5  c«. 

Coefficienten  von  -      _ 

Günstigste  ni 

1)  Ein  Dreieck. 

«i  =  »2  =  «3- 

M  ungleich. 

w,  :  Wj  :  «3  :  ^(n) 

Das  gleichschenklige  Dreieck 

72073 

v.^. 

0  :    6   :  95  :  100 

Das  rechtwinklige  Dreieck 

•     V„« 

Vaee 

0  :    0   :  100  :  100 

Günstigste  Form  ABP 

V.^ 

— 

—     —     —     — 

2)  Zwei  Dreiecke. 

Khomhische  Form  (Fig.  21.) 

V«.6 

'/.,. 

0  :    0  :  50  :  100 

Form  von  Fig.  22. 

V«, 

V3.3 

0  :    7  :  43  :  100 

Desgl.  für  Fig.  23. 

Vttt 

■■      'A^ 

0  :  13  :  37  :  100 

Die  Tabelle  lehrt: 
„Man  bestimmt  1)  die  gleiche  Länge  AC  =  C^C.y  immer  günstiger  aus 
zwei  Dreiecken  als  aus  nur  einem  Dreiecke.  2)  Dabei  sind  im  erstem 
Falle  Formen,  wo  tlio  Basis  gegen  ihre  Lage  im  Falle  der  rein  rhombischen 
Form  nur  gedreht  erscheint,  wesentlich  günstiger,  als  solche,  bei  welchen 
die  Basis  in  ihrer  Richtung  verschoben  erscheint.  3)DieWinkel, 
welche  der  Basis  gegenüberliegen,  sind  die  eigentlich  maassgebenden 
der  Bestimmung.  ^' 

45. 
Es  möge   nun  noch  die  Frage  erörtert  werden,  -wieviel  man  (vergl. 
Fig.  19.  und  20,)  einzelne  Dreiecke  oder  Rhomben  anzuwenden  hat,    um 
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eine  grössere  Länge  aus  der  Basis  AB  bei  gleicher  Mühe  am  genauesten 
abzuleiten« 

Ist  iTij'  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  der  ersten   abgeleiteten 
Seite,  so  wird  für  die  nächste  abgeleitete  Seite 


.2 


2  2  1  2       ^ 


wo  der  erste  Summand  wegen  der  fehlerhaften  Winkelmessung  bei  Ab- 
leitung der  zweiten  Seite  aus  der  ersten  und  der  zweite  Summand  wegen 
des  Fehlers  m^  in  der  letztern  angesetzt  worden  sind.  Selbstverständlich 
ist  dabei  Voraussetzung,  dass  die  zur  Verbindung  der  ersten  und  zweiten 
Abgeleiteten  dienende  Figur  derjenigen  ähnlich  sei,  welche  zur  Her- 
leitung der  ersten  Abgeleiteten  aus  der  Basis  diente. 

Allgemein  ist  für  eine  pte  Abgeleitete  das  Quadrat  des  mittlem  Fehlers 

(^2  \  p~l  ^2 

^ j       +  »»Vi  •  c^  ^^^  ^*^®' 

/•2\p-i 

70)  m,^  =  m,^.p.  (-J       , 
und  nennt  man  S  die  Länge  der  pten  Abgeleiteten,  so  ist  dabei 

1)  Fttr  das  rechtwinklige  Dreieck  folgt  aus  Gleichung  61)  n.  62) 

j 1 «_  _  _  «1 

*"'    ~  2lP~'£n~tau'P' 
wo  c  =  4  0)^  oder  8  ra^  ist,    je  nachdem  man   die   günstigsten  n  oder 
gleiche  n  annimmt. 
Damit  wird 

"•"   =  fn  ■  i^nn>    P'KyO       • 
Bezeichnet  man  nun  mit  N  =  p  .  2n  die  Summe  aller  Winkelme^- 
sungen,  welche  constant  zu  bleiben  hat  für  dieselben  c  und  S,  und  führt 
man  in  ntp^  hiernach  ein 

wo  /  den  log.  nat.  bedeutet,  so  geht  m^^  über  in 


f^p 


=  \-S{-^y}-i'-'^--irL^' 


TU    ^ 

trip^  wird  ein  Minimum  für  ^^'^^     =0,  d.  i.  für 

dP 

cos^  P=  l      ^ 


sin  P  r^  \ 
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Dießem  entspricht  i^s^s  27^,  ä  =  2,20c  d.  h.  das  rechtwinklige 
Dreieck  ist  am  günstigsten,  wenn  die  Hypoteniise  äC  von 
der  bekannten  Kathete  (Basis)  das  2,20fache  beträgt.  Es  ist  dabei 

^         stn^  2P  .  N  \   2c/    ^ 

E . sf^    /  sy 

Für  />  =  22»  wird  mp^  =      ^^^  ^  [l  -~J  ,     also  wenig  grösser, 

für  P  =  32«  tritt  an  Stelle  der  Zahl  (0,80)-  im  Nenner  von  m/  (0,79)^ 
Tür  P  =  450  und  P  =  13«  aber  (0,69)^ 

Man  erkennt  daraus,  dass  alle  Dreiecke,  deren  Winkel  P 
(d.  i.  Winkel  (f)  zwischen  45^  und  13^  Hegt,  nahezu  die  gleiche, 
nämlich  die  Maximalsicherheit  bieten. 

2)  Für  die  rhombische  Form  des  Netzes  ist  nach  66)  und  67) 

'"*    ~  2H"^~ Zn  •  5inV 
wo  /  =  20'''  oder  co^  ist,  je  nachdem  die  n  gleichwerthig  oder  die  gün- 
stigsten sind.    Aus  Gleichung  70)  folgt  hiermit 

2      /       c2         ( s'^y-' 

^'^   =  ^  •  -^f^  ^^'V^J      ' 
oder  auch 


m^ 


={-iv-('Äy}=(*'''29'-'<^'"?'^ 


und  bezüglich  fp  wird  dieses  ein  Minimum,  wenn 

1  =  cos  2q>  ,  l  cotan  tp , 
d.  i.  2y  =  330. 

Das  rhombische  Multiplicationsnetz  ist  daher  am  gün- 
stigsten, wenn  die  Winkel,  welche  der'bekannten  Diagonale 
(Basis)  gegenüber  liegen,  33^  betragen.  Die  Multiplication  be- 
trägt dabei  in  jedem  Rhombus  etwa  das  —fache. 

o 


Der  entsprechende  kleinste  Werth  von  m^  beträgt 


,N\2c) 


^  ~    (0,65)2 

Da  nun  f  =  4  / ,  so  ist  zwischen  den  kleinsten  Werthen  von  nip^ 
für  die  Netze  aus  rechtwinkligen  Dreiecken  und  Rhomben  die  Relation 
vorhanden  : 


j  _  /o,8oy  1      , 


oder  ,  «        4 


m 


!J  =  - - 
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wo  ifip^  sich  auf  das  Rhombennetz  bezieht.  Man  sieht  daraus,  dass 
es  sehr  unvortheilhaft  ist,  „Dreiecke"  und  nicht  Rhomben 
zu  nehmen. 

Für  2(p  =  60^^  wird  in  m^^  aus  dem  Divisor  (0,G5)^ 

(0,48)^ 
für  29)  =  50«  ebenso (0,59)^ 

Interessant  ist  fiir  letztere  Grösse  von  2(jp,  dass  sie  derjenigen  Rhomben- 
form  entspricht,  für  welche  nip^  ein  Min.  ist,  ohne  Rücksicht  auf  die  Mühe. 

Schreibt  mau  nämlich  trip^  in  der  Form 

V  =  I  -y^—  •  ^i)\\    •   (*'«^  2g>  .1  cot  (p) 


\   £n  2c j 


so  wird  dieses  m^^  bei  constantem  Z?i  und  veränderlichem  (p  ein  Min.  für 
2  g)  =  50®,  doch  ist  dabei  die  Mühe,  entsprechend  der  Gesammtzalil 
N  =  p  .  Zn   aller  Winkelmessungen,    veränderlich   mit   der   Zahl  der 

Dreiecke. 

46. 

Man  könnte  noch  manche  ähn^che  Betrachtung  Über  die  Basisnetze 
anstellen.  Hier  sei  nur  noch  ein  wichtiger  Punkt  erwähnt.  Die  vorher- 
gehenden Berechnungen  zeigen  nämlich,  dass  in  jedem  Basisnetze  ge- 
wisse, als  „maassgebende  Winkel"  bezeichnete  Winkel  hervorragenden 
Einfluss  haben,  auch  dann,  wenn  alle  Beobachtungszahlen  gleich  ge- 
nommen werden.  Es  kann  daher  auch  nicht  davon  die  Rede  sein,  dass 
das  Resultat  ein  wirklich  ausgeglichenes  ist,  denn  die  maasgebenden 
W^inkel  unterdrücken  sozusagen  den  Einfluss  der  anderen.  Dem  lässt  sich 
allerdings  abhelfen,  wenn  man  die  maassgebenden  Winkel  wenig,  die  an- 
dern oft  beobachtet,  also  gerade  nicht  so  verfahrt,  wie  es  bisher  als 
rationell  bezeichnet  worden  ist.  Abgesehen  von  der  Ungereimtheit,  die 
darin  liegt,  erzielt  man  dadurch  doch  nur  soviel,  dass  das  Endresultat  aus 
etwa  zwei  Einzelresultaten  sich  bestimmt.  Daher  ist  es  jedenfalls  zweck- 
mässiger, die  maassgebenden  Winkel  auf  die  feinste  Art  zu  ermitteln,  sie 
vielleicht  mit  mehreren  guten  Theodoliten  zu  beobachten ,  kurzum  dafür  zu 
sorgen,  dass  in  ihnen  selbst  schon  ein  sicheres,  weiterer  Ausgleichung 
nicht  bedürftiges  Resultat  vorliegt. 

Anhangsweise  sei  ferner  bemerkt,  dass  Richtungsbeobachtungen 
(insbesondere  bei  dem  Rhombusnetze)  Anwendung  finden  könnten.  Be- 
sonderer Untersuchung  bedarf  dieser  Fall  nicht,  eben  darum,  weil  die 
maassgebenden  Winkel  den  grössten  Einfluss  behaupten,  sodass  in  das 
Resultat  der  Character  der  Richtungsbeobachtungen  wenig  eingeht*). 

*)  £inige  Bemerkungen  über  günstigste  Basisnetzc  finden  sich  anch  in  dem  Vor- 
wort von  Struvc  zn  der  Ermittelung  des  Höhenunterschieds  zwischen  dem  Schwarzen 
u.Kaspischcn  Meere  etc.  von  Fuss,  Sabler  u.Sawitsch.  Petersburg  1849."  SeiteIX.u.f. 
Besonders  umfassend  sind  aber  die  Untersuchungen  hierüber  indem  Werke:  „die  kleine 
Speyerer  Basis"  von  F.  M.  Schwerd  1822. 
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IV.    üeber  die  günstigste  Vertheiliing  der  Hauptpunkte  eines 
grossen  Breiecksnetzes. 

47. 

Es  kann  niclit  die  Aufgabe  dieser  Arbeit  sein,  über  die  Grösse  der 
Entfernungen  benacbbarter  Hauptpunkte  etwas  Maassgebendes  anzufübren, 
ebenso  wenig  wie  im  vorbergeb enden  Hanptabscbnitte  die  wirklicbo  Länge 
der  Basis  in  den  Kreis  der  Betracbtungen  gezogen  wurde.  Bessel  empfahl 
möglichst  grosse  Distanzen,  Struve  fand  Distanzen  von  3  bis  4  geogra- 
phischen Meilen  als  die  praktisch  zweckmässigsten ,  namentlich  hinsichtlich 
der  Schnelligkeit  der  Messungsarbeit  und  der  Elimination  der  Lateral- 
refraction. 

Man  scheint  indess  im  Allgemeinen  der  Ansicht  zu  sein,  die  grösste 
Genauigkeit  durch  Verbindung  möglichst  weit  entfernter  Nachbarpunkte 
erreichen  zu  können,  und  lässt  das  Terrain  in  gewissen  Richtungen  La- 
teralrefraction  vermuthen,  so  sucht  man  ihren  Einfluss  durch  Control- 
verbindungen  zu  mindern.  Ist  die  Messung  Theil  einer  Gradmessung,  so 
ist  sicher  dabei  auch  der  Zweck  „geringsten  Kostenaufwandes"  erreicht; 
triangulirt  man  aber  nur,  um  die  Grundlage  einer  Landesvermessung  zu 
erhahen,  so  geben  Punkte  in  kurzen  Distanzen  meist  ausreichende  Ge- 
nauigkeit bei  weniger  Gesammtkosten. 

Im  Folgenden  möge  der  in  neuerer  Zeit  häufigste  Fall  der  Com- 
bination  beider  Endzwecke  durch  ftine  einzige  Triangulation  festgehalten 
werden.  Diese  muss,  soll  sie  möglichst  vortheilhaft  sein,  die  Lage  einer 
grössern  Anzahl  gleichmässig  vertheilter  Punkte  zu  ermitteln  suchen.  Es 
hätte  einestheils  keinen  Sinn,  im  Allgemeinen  eine  andere  Vertheilung 
anzunehmen,  anderntheils  erleichtert  aber  die  gleichmässige  Vertheilung 
der  Punkte  ihre  gleichmässige  Bestimmung ,  sowie  auch  diejenige  der 
Punkte  zweiter  Classe.  Unter  „gleichmässiger  Bestimmung"  ist  dabei  eine 
solche  zu  verstehen,  welche  nicht  nur  Punkte  in  gleicher  Entfernung  von 
der  Basis  gleichgenau  angiebt  (also  mit  gleichem  M  ermittelt),  sondern 
auch  jeden  einzelnen  Punkt  gleichmässig  nach  allen  Richtungen  bestimmt 
(H  constant).  Wenn  sich  überhaupt  eine  Triangulation  dem  entsprechend 
vornehmen  lässt,  so  ist  es  gewiss  diejenige,  deren  Nachbarpunkte  zu  regel- 
mässigen Figuren  verbunden  werden  können. 

48. 

Kann  man  alle  Nachbarpunkto  in  gleiche  Entfernung  legen,  so  erhält 
man  als  Grundfigur  des  Netzes  das  gleichseitige  Dreieck.  Dieser 
Grundfificnr  steht  am  nächsten   das  Quadrat   mit  zwei  Diag/Hialem 
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Weitere  Grundformen  giebt  es  nicht.  Denn  ist  AB  CD  .  .  .  (Fig.  24.)  eine 
solche  Grundfonn,  also  ein  reguläres  n-Eck,  innerhalb  dessen  keine  Netz- 
punkte liegen,  so  muss  der  Winkel  des  n-Eckes  sich  im  Umkreise  jeder 
Ecke  {B  z.  B.)  eine  ganze  Anzahl  Male  auftragen  lassen,  weil  jeder  Punkt 
Theil  ist  von  mehreren  Vielecken  gleicher  Form.     Das  giebt 

A     2  f I  —  4  .  _  ,  - 

4  : =  einer  ganzen  Zahl , 

4 
oder  -^  =  einer  ganzen  Zahl ,      was  nur  möglich  ist 

für  n  =  3,  4  und  6. 

Das  reguläre  Sechseck  giebt  durch  die  zu  seiner  Constmction  nöthigen 
Diagonalen  ein  dem  Netze  aus  gleichseitigen  Dreiecken  verwandtes  Netz. 
Es  bleiben  hiernach  nur  die  erwähnten  zwei  Grundfiguren  übrig. 

Bei  gleicher  Punktzahl  auf  gleicher  Fläche  sind  die  Distanzen  be- 
nachbarter Punkte  für  beide  Grundfiguren  ziemlich  gleich;  denn  indem 
einem  Quadrate  immer  etwa  zwei  Dreiecke  entsprechen  werden ,  muss 

1/3" 
5^2  =  2  «rf^  ^  ;     Sg  =  0,93  Sa 

sein,  wo  Sq  die  Quadratseite,  5^  die  Dreiecksseite  bedeuten. 

Die  in  der  Praxis  vorkommenden  Netzformen  werden  aber,  falls  nicht 
besondere  örtliche  Verhältnisse  es  hindern,  zwischen  dem  Quadratnetze 
und  regulären  Dreiecknetze  schwanken.  Es  ist  daher  im  Folgenden  ein 
Vergleich  beider  Grenzfalle  dahin  ausgeführt  worden,  welcher  von  beiden 
das  Verbal tniss  entsprechender  Seitei^  der  Grundfiguren  am  genauesten 
„bei  gleicher  Mühe"  angiebt. 


49. 

Im  Anschluss  an  Fig.  25.  sei  ABC  ein  im  Innern  des  Netzes  gelegenes, 
gleichseitiges  Dreieck.  Die  Messung  von  ^  BAC  =  a  und  <^  ABC 
=  ß  giebt  für  die  Gegenseiten  BC  =  a  und  AC  =  b 

a       sina           ,    .    , /« \                   .                /,  ,,,        da  —  dß 
wobei  d\—  \  =^  cot  adcc  —  cot  pdß  = —^ 


b 


stn  p  \b  /  "^    "^  y^ 


die  Grösse  des  Fehlers  in  —  bezeichnet,    welcher   den  Winkelfehlern  da 

b 

und  dß  entspricht. 

Diese  Formel  gilt  für  jedes  andere  Seiten verhältniss  im  Dreiecke, 
und  es  hat  daher  das  gleichseitige  Dreieck  die  Eigenschaft,  sich  von 
jeder  Seite  aus  gleich  gut  construiren  zu  lassen.    (Vergl.  Abschnitt  38). 

Die  Beobachtung  des  dritten  Winkels  <^  ACB  =  y  hat  auf  rf(-- )  im  Mittel 


keinen  Einflnss,  denn  y  controliit  nur  die  Summe  von  a/imdß, hindern 
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sein  soll.   Findet  man  nun  rechts  anstatt  Nnll  einen  Werth  v,  so  sind  aus 

da  -\-  dß  -^  dy  =  V 

die  wahrscheinlichen  Aendeningen  da  =  dß  =  dy  =  — .  daher  da  —  dß, 

o 

wie  CS  in  d  (  —  )  nur  vorkommt,  gleich  Null.  Bezeichnet  nun  +  cd  den  mitt- 
leren Fehler  in  der  Messung  der  Winkel  of,  jS,  y .  . .  (in  Bogen)  und  +<J  den 
mittleren  Fehler  in  — ,   so  ist  also  bei   Messung  von  a  und  ß  oder 

a,   ß  und  Y 

71a)      ^2^^0)2. 

ö 

Da  nun  das  Dreieck  ABC  von  andern  Dreiecken  umschlossen  wird, 

muss   man  —  noch  aus  der  Dreieckskelte  (1.  2.  3.  4.  5),  sowie  aus  der  Kette 

(1.12.  11.  10.  9.  8.  7.  6.  5),  (Fig.  25.),  welche  als  unabhängig  von  einander 

angesehen  werden  können,  berechnen.     Die  erste  Kette  giebt  —  durch   5 

Seitenverhältnisse,  die  zweite  durch  9  solche.  Obgleich  sich  nun  jedes 
dieser  Verhältnisse  schliesslich  für  sich  betrachtet  ebenso  genau  bestimmt, 

wie  —  für  sich  betrachtet,  so  darf  man  doch  hier,  wo  benachbarte  Dreiecke 

in  Frage  kommen,  den  Seitenverhältnissen  diese  Genauigkeit  nicht  bei- 
legen ,  wie  sofort  klar  ist.   Nennt  man  +  ^2  ^^^  i  ^3  ^^ß  mittleren  Fehler 

in  — -  ans  beiden  Ketten ,  Hh  »» j  den  noch  unbekannten*  aus  allen  Einzol- 

bestimmungen  sich  ergebenden  mittlem  Fehler  in  — ,  so  wird 
6mi2  <  ^32  <  5  j2.    9  ^2  <  332  <  9  ^2. 

Betrachtet  man  weiter  die  Winkel  um  A  und  B,  so  zeigt  sich,  dass  diese 
bei  den  Bestimmungen  von  d^  und  ^3  bisher  nur  zum  kleinen  Theil  in  Anwen- 
dung gekommen  sind.  Man  wird  daher  der  Wahrheit  näher  kommen,  wenn 
man  sich  a  und  ß  noch  aus  den  Summengleichungen  der  Winkel  um  A  und  B 

bestimmt  denkt  und  zwar  mit  dem  mittlem  Fehler  H — 7^ ,  wie  leicht  ein- 

zusehen.  Das  Quadrat  des  mittlem  Fehlers  der  Bestimmung  von  -  mit 
Hilfe  von  a  und  ß  geht  damit  über  in 


v  = 


2     5,        5 


O) 


,2 


3     6 

In  die  obem  Grenzen  von  tfj^  und  ^3^  darf  dieser  Werth  für  S'^  nicht 
eingeführt  werden.     Es  kommt  z.  B.  in  der  Kette  (1.  2.  3.  4.  5^  do.r  Quo- 
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tient     .    ^  vor,  und  daa«  ^i^d  ß^  gleich  sind,  sowie  derselben  Summen- 

gleichung  angehören ,   gilt  für  den  Quotienten  eine  ähnliche  Bemerkung, 

wie  sie  früher  für  -r— 5  gemacht  wurde;   Der  Einfluss  der  Summenglei- 
sin  ß 

chungen  fällt  bei  den  Dreiecksketten  beinahe  gänzlich  weg. 

Vernachlässigt  man  nun    noch  den   geringen  Einfluss   verschiedener 

Polygonzusammenschlüsse,  so  bekommt  man  zur  Bestimmung  von  +Wj, 

dem  schliesslichen  mittlem  Fehler  in  (7- )»  die  Ungleichung 

9  9 

Die  obere  Grenze  giebt  m^  <  0,44  «^  und  hiermit  giebt  die  untere 
Grenze  0,40  w^  <  m^  Der  Gesammtbestimmung  des  Verhält- 
nisses zweier  Nachbarseiten  im  Netze  (zweier  Seiten  desselben 
Dreieckes)  entspricht  sonach  das  mittlere  Fehlerquadrat 

71b)  m^i  =  0,42  co^. 

Ilat   man  Richtungen  beobachtet,    so  ändert  sich  'ö^  in  71a)  gar 

5 
nicht,  dagegen  muss  für  Wj^  der  Factor  —  in  6^^  weggelassen  werden,  wie 

sich  von  selbst  versteht,     ö^^  und  ^3^  bleiben  in  den  früheren  Grenzen  ein- 
geschlossen :  denn  betrachtet  man  z.  B.  wieder  .  .  .  — ^r^  ...  in  der  Kette 

Stflß^ 

(1. 2.3.4. 5.),  so  könnte  man  zunächst  erwarten,  dass  der  mittlere  Fehler  die- 

—  j  ergeben  würde,  da  a^  und  /Sj  eine 

Visur  gemeinsam  haben.     Man  überzeugt  sich  indess  leicht,   dass  dieses 

keinen  Einfluss  hat,   indem  man   —r-^-  diiferenzirt  und  die  Richtungsfehler 

smß^ 

einführt.    (Vergleiche  später  eine  ähnliche  Rechnung  bei  Untersuchung  des 

Quadrates.)    Aus  der  Ungleichimg 

j2 — 1;; — 1  -  <  '^  1  <  ^—  t;  '   "  i^ 

3  -  3 

folgt  wie  vorher  0,51  oo^  >  m^^  >  0,46  w^ 

71c)     mV  =  0,48  (a\ 

m  Y^  ist  somit  nicht  viel  grösser  als  m^. 

Das  Verhältniss  AB  :  CD  im  Rhombus  ABCD  beBtimmt  sich    aus 
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{ABC  und  CDB),  aus  {ABC,  1,  2,  3,  4)  und  aus  (9,  8,  7,  C,  CBB), 
also  auf  drei  verscbiedeucn ,  ziemlich  unabhängig  von  einander  bestehen- 

den  Wegen.     {ABC  und  C/>2?)  geben  y^K  =  -r-i;w^   ^-tt^t^j    «nd   da 

^  ^  CD         sinBCB  smCAB 

diese  Winkel  in  verschiedenen  Summenglcichungen  vorkommen,  ist  das 

Quadrat  des  mittlem  Fehlers 

6     3     ^   ^         9 

Berücksichtigt  man  nun  die  beiden  Ketten  ans  je  5  Dreiecken  und 

nennt  m.>'^    das    Quadrat    des    mittlem    Fehlers     der    schliess- 

1-   1        li      *•  ^^  -  * 

neuen  Bestimmung  von  -— ,  so  ist 

Li  1) 


<m.^  < 


9  9 

72a)     0,55  w'  <  iWa^  <  0,67  w'^  ^     m.;^  =  0,01  co^. 

Für    Bichtungsbcobachtungen  hat  man  unter  Weglassung  des 

ractors    - 
6 

-^ -^  <m\,<    --J- -y^ , 

3  3 

72  b)     0,G3  (ö^  <  m'^^  ^  q  74  ^,2 .     ;;/^2  ^  p  53  ^,2^ 

Das  Verhältniss    dqr    Seiten    AB:  BD  im  Rhombus    bestimmt 
sich  aus 

(^Z?Cuud  CDB);    {ABC,   1,  2,  3,  4,  CDB);    (9,  8,  7,  G) 
aud  zwar  wieder  ziemlich  unabhängig.    Erstere  2  Dreiecke  geben 
AB  _  sinACB    sin CDB 
BD  ~  'sinBCD  '  Jin  CÄB' 
die  Winkel  des  erstem  Verhältnisses  gehören  hierbei  zu  derselben  Sum- 

mengleichung,  der  Factor  ,    darf  daher  auf  sie  nicht  angewendet  werden. 

Man  erhält  das  Quadrat  des  mittlem  Fehlers  dieser  Bestimmung  zu 


L„>(...^ +.)=""' 


w~3,  das  mittlere  Fehlerquadrat  aus  allen  Bestimmungen,  wird  mithin 


-_«.  -    .  -    .  -«i 


73  a)     0,56  w-  <  «3^  <  0,69  «0*;     m^^  =  0.62  w*. 
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5 

Für    Kichtungsbeobachtungen    kommt    wieder    der  Factor    — 

in  Wegfall  nnd  man  findet,  ähnlich  wie  früher: 

73  b)     0,62  (K)2  <  mV  <  0,72  w^;    rn'^j=afi7  w^. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  sich  die  Verhältnisse  zweier  Rhombusseiten, 
die  zu  verschiedenen  Dreiecken  gehören ,  ziemlich  gleich  genau  bestim- 
men. Es  mögen  daher  im  Folgenden  solche  Seiten  (also  AB  und  BD^ 
AB  und  CD  etc.)  kurz  „Gegenseiten"  heissen.  Liegt  der  Khombus  nicht 
im  Netze,  sondern  isolirt,  so  ist  das  mittlere  Fehlerquadrat  des  Ver- 
hältnisses solcher  Gegenseiten 

74)     d"^  =  2.^2. 

50. 

Für  ein  im  Innern  des  Netzes  gelegenes  Quadrat  ABCD  (Fig.  26.) 

hat  man  zunächst  die  directen  Bestimmungen 

JB        sin  ACB       J AB\  ,  /  .^«x  ,  /  .  «  ^v 

=  ---         d[        )  =d{ACB)  -  d{ABC)  und 
//6         sm  ABC        \AC/ 

AB  _  sin  ACB 

CD  ~  sinCAB ' 

Werden  also  nur  die  nöthigsten  Winkel  gemessen,  so  bestimmen  sich 
beide  Verhältnisse  gleich  genau.  Das  mittlere  Fehlerquadrat  beträgt  2w''^, 
Beobachtet  man  alle  Winkel,   so  hat  man  noch 

AB  _^  sin  AD B    sin  ACD 

AC        sin  A  BD    sinCDy^ 


sinBDC        /AB\  ,,  .r,«x         .  ,^«r.N 


AB         sin  A  DB    sin  ACD      ,(AB\  .,,^„,         ^,r.,r.s 

CD  =  sin  ADD  '  sin'CAD^    '  \ac)  =  '  ^^^^^  "  '  (^''^)- 
Die  sämmtlichen  Bestimmungen  aus  den  Winkelmessungen  im  Qua- 
drate hängen  daher  von  den  4 ö" -Winkeln  ah.    Ein  Einfluss  der  rechten 
Winkel   kommt   erst   herein,    wenn    man    die  Gleichung   zwischen  den  3 
Winkeln  jedes   Dreieckes    berücksichtigt.      Die    erste    Bestimmung    von 

AB 

-  -  ändert  sich  jedoch   auch  dann  nicht,    weil   die   betreffenden  Winkel 
BL 

derselben  Summengleichung  angehören;  in    den  andern  Verhältnissen  je- 
doch   ist   es  erlaubt,    überall   das   mittlere  Fehlerquadrat   eines  Winkels 

2 

3 


gleich   ;-  ö^  anzunehmen,  da  die  Summengleichungen  die  einzelnen  Winkel 


noch  mit  dem  Gewicht  ~  bestimmen.     Man  hat  daher  für  das  erste  und 
zweite  Verhältuiss  die  Bestimmungen  mit  den  Fehlerquadraten: 

2wV   ^w2,    resp.  -w^     -w^. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Bestimmungen  jedes  Verhältnisses 
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völlig   unabhängig   von   einander    sind,    nicht    etwa   irgend   ein   Winkel 

oder  eine  Summengleichnng  mehrfach  Anwendung  fanden.    Es  sind  sogar 

AB 
für  — .  noch  die  Winkel  CDB,  CAB,  BCD  und  CBD  unberücksichtigt,  doch 
A  C 

geben  sie  nur  Summen gleJchungen  von  AGB  und  ABCj  ABB  und  CDA, 
ihr  Einfluss  ist  mithin  Null. 

Vereinigt  man  die  Kesultate,  so  ist  das  Quadrat  des  m.  F. 


75a)  l  2     '    4  *\ 


'-fa-- 

1,3            5 

2      •"  4 

-il-- 

■•-4-I- 

Diese  Eechnung  gilt  in  gleicher  Weise  für  Winkel-  und  Richtungs- 
beobachtungen. 

Im  letztern  Falle   könnte   man   vermuthen,    dass    z.   B.    die   zweite 

AB 
Bestimmung  von  -—    einen    andern    mittlem   Fehler    erhielte.      Nun    ist 
BC 

d  \^\=d{ADB)—d{ADC)  =  M  {A)  —  d{B)  -  d{C),  wo  d{A)  etc.  die  Rieh- 

tungsfehler  sind.   Im  Mittel  ist  ein  Richtungs fehler  z>_,  also  bleibt  der  mitt- 

lere  Fehler  von  -       hier  genau  so  gross,    als    wenn  die  Winkel  unab- 
BC 

hängig  von  einander  gemessen  worden  wären. 

AB 

~rp,  bestimmt  sich   weiter   durch    die  Ketten    (1.  2.  3.)   und   (9.  8. 

A\j 


7.  16.  15.  14.  13.  12.  11),  erstere  drei  Nachbarscitenverhältnisse,  letztere 
4  solche  und  2  Gegeuseitenverhältnisse  enthaltend.  Für  die  mittlem 
Fehler  dieser  Verhältnisse  bat  man  Werthe  einzuführen,  die  zwischen  -i^, 
lesp.  ^'  und  denjenigen  mittlem  Fehlern  liegen,  welche  sich  schliesslich 

für   — — ,  resp.  -      aus   allen  Bestimmungen    ergeben.      Letztere   Grössen 

mögen  mit  m  und  mj  bezeichnet  werden.     Berücksichtigt  man  nun  noch 

die  Summengleichungen  der  Winkel  um  A^  B^  C,  Z>,  welche  für  die  erste 

AB  7 

der  directen  Bestimmungen   von  -~  den  Factor  --  erheischen  und  nennt 

ALf  ö 

man  das  m.  Fehlerquadrat  für  das  Mittel  der  beiden  directen  Bestim- 
mungen 

'    =  _1_    ,    i.  =  r  ' 
2.1  "^  i 

8  3 

•)  Eiue  strenge  Ausgleichung  gab  genau  gleiche  Resultajje^.^.^^^  ^^^QQQaJe 
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so  ist 


•<  m^< 


die  obere  Grenze  giebt  m*^  <  0,51  o^. 

AB 
Für  y—  hat  man  2  ganz  gleiche  indirecte  Bestimmungen  aus  (3.  2, 


10.  9.  8.  7.)  und  (11.  12.  13.  14.   15.  16)  mit  je  4  Nachbarseiten-  und 
einem  Gegenseitenverhältnisse.   Wegen  der  Summengleichungen  um  A^B^ 

7 

C,  D  ist  der  Factor  -  bei   beiden   directen   Bestimmungen,    also    bei  ^'^ 

o 

selbst  in  Anwendung  zu  bringen.     Nennt  man  daher 


^'•^=8--^"  =  ^"^' 


SO  wird 


-<  nii^  < 


^\'  ^4  m'^  +  m;-*  Ö'i*-^  ^       4  0'^  +  ^' '' 

Die  obere  Grenze  giebt     m^'  <  0,45  0^. 

Führt  man  jetzt   die  Nähern ngswerthe  in    die  untern  Grenzen  ein, 
so  ergibt  sich 

m^  >  0,43  a>2  \  „1^2  ^  0,40  o)- 

m*^  <  0,51  0)2  f  '  m/'  <  0,45  w^ 

75b)     m-  =  0,47  co-,  111,2  =  0, 42^. 

Man  kann  hiernach  für  -—   und  7—    das    mittlere  Felilci- 

AL  CD 

quadrat  zu  0,45  co^  annehmen. 

Sind  Richtungsbeobaclitungen  gemacht ,    so  ist  nur  der 

7 
Factor  -  wegzulassen,  sonst  ändert  sich  au  der  Rechnung  weiter  nicbts. 

o 

Die  Ungleichungen  gehen  über  in 

1  ..,  1 

<  m'2  < 


^2  ^3iu2  ^  4nr.'+2m'i2  {>2^3lf^^4{t2+  2^'« 


für     — ,  sodass  also 
A  C 


und  für  -      in 
C  JJ 


in  2  <  0,53  «2, 


1  /     '•>    ^  1 

1       -<^^^^   f     .  -     -       1 
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]«5 


Hiermit  geben  die  untern  Grenzen  resp. 

in'  2  >  0,45  G)«  .  mV  >  0,44  co« 

und  da 

in  2  <  0,53  «2  mV  <0,50a)2 

war,  so  kann  man  setzen 


75  c)  m'2  =  0,49w2. 


m 


2  


0,47  CO«. 


AB 


AB 
CD 


Hiernach  kann  das  mittlere  Fehlerquadrat    für 
0,48  »2  bei  Eichtungsbeobachtungen  gesetzt  werden. 

61. 
Die  gewonnenen  Formeln  stellen  sich  am  übersichtlichsten  dar, 
wenn  man  noch  alle  Fehlerquadrate  auf  gleiche  Mühe,  etwa  diejenige 
für  Winkelbeobachtungen  in  einem  Quadratnetze,  reducirt.  Man  hat 
hier  in  einem  Quadrate  12  Winkel  zu  messen ,  d.  i.  soviel  wie  24  Ein- 
stellungen; dieses  gilt  für  ein  Quadrat  im  Netze  ebenso,  wie  für  ein 
isolirtes  Quadrat.  Dagegen  hat  man  im  Ehombus  nur  6  Winkel mes- 
sungen  gleich  12  Einstellungen  zu  machen.  Für  Richtungsbeobachtungen 
im  isolirten  Quadrate,  resp.  Rhombus  beträgt  die  Anzahl  der  Einstellungen 
12,  resp.  10,  dagegen  hat  man  für  dieselben  Figuren  im  Netze  nur  8, 
resp.  6  Einstellungen  zu  rechnen,  da  die  begrenzenden  Visuren  (z.  B. 
AB^  AC  , .  )  auch  für  die  Nachbarfiguren  gelten,  also  nur  zur  Hälfte  in 
Anschlag  zu  bringen  sind.  Reducirt  man  nun  alle  mittleren  Fehlerqna- 
drate    auf   24   Einstellungen,    so   ergiebt  sich,   wenn  +w  der  mittlere 

Fehler  einer  Winkelmessung  (+  V^  ~   ^®'   einen  Richtung]  ist: 


Mittleres  Fclilerquadrat  des 


Verhältn.  2r Nachbar- 


Rhombus  isolirt, 
,,        im  Netz, 

Quadrat  isolirt, 
,,       im  Netze 


Winkel 

0,33  CO« 
0,21 
0,80 
0,47 


Kichttingen 

0,28  CO« 
0,12 
0,40 
0,16 


und  2r  Gcp^cnseiten 


I     Winkel      1    Richtungen 


0,67(0« 
0,31 
0,67 
'0,42 


0,56  CD« 
0,17 
0,33 
0,16 


Wenn  nun  auch  die*  Zahlen  dieser  Tabelle,  soweit  sie  sich  auf 
Figuren  im  Netze  beziehen,  der  Vernachlässigungen  wegen  nur  rela- 
tiven Werth  für  die  Vergleichung  des  Rhombus  und  Quadrates  im  Netze 
besitzen,  so  erhellt  doch  daraus  mit  Gewissheit,  dass  insbesondere  bei 
Richtungsbeobachtungen  das  Quadratnetz  recht  günstige  Bestimmungen 
liefert  und    dem  Dreiecksnetz  gleichgestellt  zu  werden  verdient. 

52.     Schiuss. 
Um   die  Arbeit   nicht   zu   sehr   auszudehnen,   sind   weitere  Betrach- 
tungen über  Netzformen  im  Allgemeinen,  über  Kranzsysteme  ^wasz.  Tii. 
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eine  Eechnung  wie  in  Abschn.  45.  geben  würde)  und  Anderes  mehr 
nicht  angestellt  worden.  Freilich  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  das  hier 
Gegebene  nur  den  leichtesten  Theil  der  Discussion  der  Landestriangn- 
lirung  vollständiger  abhandelt,  nämlich  die  Einschaltung  der  Punkte  nie- 
derster Ordnung,  und  dass  der  vierte  Hauptabschnitt  sehr  dürftig  ans- 
gefallen  ist.  Wer  jedoch  weiss,  welche  Anhäufung  von  Fragen  bei  der 
Untersuchung  eines  Hauptnetzes  entsteht  und  wie  gerade  hier  die  spe- 
clellen  Terrainverhältnisse  zu  berücksichtigen  sind,  wird  es  nicht  son- 
derbar finden,  dass  zunächst  das  Einfachere  eingehender  untersucht  wurde, 
um  so  mehr,  als  in  demselben  das  Allgemeinere,  in  allen  Fällen  Gil- 
tige zur  Darstellung  gelangte. 

Anmerkung  zu  Abschn.  II.  32.  Da  unter  gleichen  Umständen  die  aufge- 
wandte Mühe  umgekehrt  proportional  AP  ist ,  in  diesem  Abschnitte  es  aber  darauf 
ankam,  die  Resultate  gleicher  Mühe  zu  vergleichen,  so  hat  sich  der  Verf.  erlaubt, 
hier  —  abweichend  vom  gewöhnlichen  Gebrauche  —  die  Genauigkeit  in  der  Be- 
stimmung des  Punktes  ebenfalls  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  mitt- 
lem Gesammtfehlers  M  zu  setzen,  sodass  sie  dircct  proportional  der  aufgewandten 
^ühe  wird. 
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Mathematische  Studien  über  die  Materie. 

Zur  Lehre  der  Aequivalent?olumina. 

Von 

L.    PUDENZ, 

Candidat  des  h&heren  Schulamts  zu  Ershaosen  auf  dem  Eichafelde. 


Aus  dem  Dalton'gchen  Gesetze  für  chemisclie  Verbindungen  ergibt 
sich  für  den  Verstand  der  nothwendige  Schluss,  dass  eine  bestimmte 
Masse  eines  elementaren  Stoffes  eine  bestimmte  Anzahl  von  Individuen 
enthält;  die  ganze  Eigenthümlichkeit  dieser  Individuen  zu  verstehen, 
reicht  es  aber  nicht  aus.  Der  Verstand  fasst  diese  Individuen,  diese 
die  Materie  räumlich  constituirenden  Momente,  je  als  ein  für  sich  da- 
stehendes Ganze  auf,  gerade  wie  er  die  Zellen  eines  organischen  Kör- 
pers ihrem  constituirenden  Charakter  nach  als  Einheiten  nimmt.  Es 
folgt  aus  diesem  Dalton'schen  Gesetze  durchaus  nicht  die  Nothwendigkeit, 
dass  diese  Individuen  überhaupt  untheilbare  seien;  die  Annahme  der 
Untheilbarkeit  ist  nur  eine  wahrscheinliche  Hypothese.  So  klein  auch 
diese  Individuen  immer  sein  mögen ,  wir  können  sie  wohl  in  Theile  zer- 
legt denken,  aber  ob  sie  in  Wahrheit  theilbar  sind,  wissen  wir  nicht. 
Eine  Theilbarkeit  auf  mechanischem  Wege  lässt  sich  nicht  gut  verstehen, 
denn  dann  müsste  ein  Individuum  das  andere  durchschneiden  und  gäbe 
also  letzteres  Individuum  eher  seine  Einheit  auf,  als  seine  Verknüpfung 
mit  benachbarten  anderen.  Ebenso  wenig,  wie  der  Verstand  die  Theil- 
barkeit auf  mechanischem  Wege  nothwendig  findet,  muss  er  das  Indi- 
viduum für  sich  als  aus  Theilen  constituirt  auffassen.  Denn  der  Umstand, 
dass  wir  wohl  eine  Vorstellung  von  Raumform,  aber  kein  Verständniss 
des  Raumes,  resp.  der  ihn  anfüllenden  Masse,  gewinnen,  führt  uns 
weder  zum  Individuum  als  Atom,  noch  zum  Individuum  als  aus  Atomen 
constituirt,  analog  der  Pflanzenzelle. 

Wir  können  also  diese  Individuen  eben  nur  als  Individuen  fassen 
und  ihrer  Constitution  nach  weiter  nicht  verstehen. 

Wenn  wir  die  Individuen  aber  auch   nur  als  Individuen  fassen,  so 
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wird  dadurch  die  Un Veränderlichkeit  der  Raumgrenzen  dieser  Individuen 
nicht  ausgeschlossen.  Es  folgt  aus  dem  Begriffe  des  Individuums  und 
aus  dem  Unverständniss  seiner  Kaumconstitution  nicht  die  Unmöglichkeit 
seiner  Formänderung.  Es  wäre  möglich,  dass  es  sein  Volumen  ver- 
grössere oder  verringere;  dass  es  seine  Form  ändere,  etwa  aus  der 
Form  des  Würfels  in  die  des  Oktaeders  übergehe.  Diese  Möglichkeit 
wird  heute  allgemein  nicht  angenommen  —  man  nennt  das  Individuum 
starr.  Die  Veränderlichkeit  der  Individuen  anzunehmen,  wird  man 
gezwungen,  wenn  man  den  Kaum  des  durch  sie  constituirten  Körpers 
nur  durch  sie  erfüllt  denkt,  in  welchen  Temperaturzuständen  der  Körper 
sich  auch  befinde.  Die  Individuen  als  starre  zu  nehmen  bedingt  in  der 
allgemein  gewordenen  Hypothese  des  Aethers;  man  denkt  sich  das  Indi- 
viduum starr,  dagegen  die  es  umgebende  Aethersphäre  elastisch. 

Suchen  wir  diese  Elastizität  des  Aethers  zu  verstehen,  so  kommen 
wir  zu  dem  Resultate,  dass  man  die  Individuen  der  Körper  als  starre 
nimmt,  dagegen  die  Individuen  des  Aethers  als  veränderliche.  Denn 
da  nach  unserer  Aetherlelire  kein  leerer  Raum  existirt,  so  heisst  Con- 
densation  des  Aethers  Condensation  des  Aether- Individuums.  Es  ist 
daher  ein  durchaus  falscher  Vergleich,  wenn  die  Freunde  des  Aethers 
lehren,  die  Condensation  des  Aethers  sei  analog  der  Condensation  eines 
Gases.  Denn  letztere  wird  als  Annäherung  der  Gas -Moleküle  erklärt, 
während  die  nächsten  Aethertheilchen  als  sich  berührende  gedacht 
werden.  —  Dies  denjenigen  Denkern,  welche  die  Veränderlichkeit  eines 
Körper -Individuums  ungereimt  linden! 

Der  Aether  ist  ein  Phantasiegeschöpf,  geschaffen,  die  Schwierig- 
keiten der  Erklärung  des  Leuchtprozesses  in  sich  aufzunehmen.  Seine 
"Existenz  ist  wegen  der,  durch  die  bis  unendlichfache  CondensibiHtät 
erhaltenen,  Eigenthümlichkcit,  dass  ein  phantasievoller  Physiker  von 
einigem  mathematischen  Takte  durch  ihn  alle  physikalischen  Erschei- 
nungen sinnlich  vorstellen  kann,  noch  keineswegs  erwiesen.  Ja  wegen 
dieser  seiner  Eigenthümlichkeit  führt  er  zu  vielen  Spielereien  der  Phan- 
tasie; ich  erinnere  nur  an  die  hübschen  Zeichnungen  der  Aether-EUipsoiden 
in  der  jüngst  erschienenen  Molekularphysik  des  Hrn.  Cornelius.  —  So 
geistreich  auch  durch  den  Aether  manche  Vorstellungen  entstanden  sind, 
als  z.  B.  die  Vergleichung  der  Körperconstitution  mit  dem  Makrokosmos 
—  diese  Vorstellungen  werden  dadurch  nicht  wahr,  sie  sind  eben  nur 
Zeugniss  einer  guten  Phantasie. 

Abgesehen  davon,  dass  durch  den  Aether  der  Begriff  des  Atoms 
ein  zweifacher  (Körper -Atom  =  starr,  Aether -Atom  =  veränderlich) 
geworden  ist,  und  dass  wegen  der  durch  ihn  hervorgerufenen  schwindel- 
haften Gedankenbahn  mehr  und  minder  die  Naturforscher  ihn  fallen 
lassen,  wie  z.B.  Schrauf  in  seinen  physikalischen  Studien;  so  viel  ist 
gewiss,    dass    durch    seine    Annahme    jedes    tiefere    Eindringen    in   die 
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Körperconstitution  abgeschnitten  ist  nnd  dass  er  gerade  hierbei  nicht  zn 
Grunde  gelegt  werden  darf,  da  ja  die  Annahme  seiner  Existenz  höchstens 
Fracht  dieses  Studiums  sein  könnte,  wenn  er  wirklich  existirte.  Wie 
man  aber  hierbei  den  Aether  bei  Seite  setzen  muss,  ebenso  auch  den 
leeren  Raum  —  eine  Meinung,  welche  der  Hr.  Rath  Karsten  in  seinen 
hierher  gehörigen  Aufsätzen  Qchon  ausgesprochen  hat.  Man  stellt  sich 
dadurch  freilich  auf  den  simplen  Standpunkt  eines  gewöhnlichen  Men- 
schen und  sieht  einen  Berg  voll  Schwierigkeiten ,  aber  so  nur  findet  man 
des  Pudels  Kern. 

Auf  diesen  Standpunkt  stelle  ich  mich.  Alsdann  muss  ich  annehmen, 
dass  die  kleinsten  Individuen  der  Elemente  ihr  Volumen  ändern.  Hierzu 
nehme  ich  noch  die  Hypothese,  begründet  durch  die  Polymorphie  der 
Körper,  dass  das  Individuum  auch  seine  Form  ändern  könne.  Der 
Uebergang  von  einer  Form  zur  anderen  geschieht  durch  einen  Wärme- 
prozess  (vergl.  Rose  über  TiOj,  äO^,  TaO^^  i^TftOj'etc.,  ferner  die  Modi- 
fikationen des  P,  S  etc.). 

Ob  diese  Hypothese  ihre  Wahrheit  hat,  wird  die  Untersuchung  über 
die  Form  und  Anordnung  der  Individuen  in  den  Krystallen  ergeben; 
welche  Untersuchung  freilich  erst  dann  geschehen  kann,  wenn  durch 
das  Studium  der  Aequivalentvolumiha  genug  Boden  zur  Abstraktion  ge- 
wonnen ist.  Ein  wesentliches  Mittel  für  diese  Untersuchungen  sind  die 
sogenannten  Vikariationen.  Wird  z.  B.  in  einem  Krystalle  FeO  durch 
MnO  vertreten,  ohne  dass  Form-  und  Volumen  -  Aenderung  eintritt,  so 
folgt  sofort,  dass  MnO  und  FeO  an  Form  und  Anzahl  gleiche  Individuen 
besitzen.  Auch  sehr  lehrreich  sind  in  dieser  Beziehung  gewisse  Ab- 
änderungen, z.  B.  die  des  Kieselzinkerzes  von  Nertschink  (nach  Her- 
mann) : 

I.     210  SiO^  =  26,0&     (gefunden  25,96 

390  ZnO  =  65,54  65,66 

225  iTO   ==    8,38  8,38) 

II.  210  SiO^  =  25,39   (gefunden  25,38 

(  384  ZnO  =  62,84  62,85 

\      6PbO=    2,70  2,70 

250  HO  =    9,07  9,07) 

In  n.  ist  nicht,  wie  Hr.  Rammeisberg  meint,  Pb.O'^SiO^  -j-  HO  mit 

I.  vermengt,  sondern  bei  gleichem  Verhältniss  der  Kieselerde  zu  den 
basischen  Oxyden  (=  7 :  13)  eine  grössere  Anzahl  von  Wasseratomen 
vorhanden.  Worin  hat  das  seinen  Grund?  Etwa  nur  darin,  dass  die 
P^O- Individuen  grösser  sind  als  die  ZnO- Individuen?  Mussten,  um  die 
räumliche  Ungleichheit  aufzuheben ,  gerade  ^  der  Wasseratome  von  I.  in 

II.  mehr  sein?  Um  diese  Fragen  zu  lösen,  muss  erst  diese  beantwortet 
sein:  Sind  die  Aequivalentvolumina,  oder  die  Individuen,  der  äOj,  ZnO^ 
HO  in  I.  und  II.  dieselben?  —  Sed  haec  hactenus! 
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Aas  der  Annahme  der  möglichen  Polymorphie  der  Individuen  folgt 
die  Möglichkeit  der  verschiedenen  Aequivalentvolumina  desselben  Ele- 
mentes, derselben  Verbindung,  oder  was  dasselbe  ist:  die  Möglichkeit, 
dass  dasselbe  Element,  dieselbe  Verbindung  verschiedene  spezifische 
Gewichte  haben  kann,  und  dass,  wenn  dies  ist,  wir  in  Wahrheit  ver- 
schiedene Körper  vor  uns  haben,  ebenso  verschieden,  wie  es  die  iso- 
meren Verbindungen  der  organischen  Chemie  sind.  Man  hatte  früher 
die  Meinung,  dass  das  verschiedene  spezifische  Gewicht  desselben  Kör- 
pers nur  Folge  schlechter  Beobachtung  sei  —  eine  Meinung,  welche 
dem  intelligenten  Herapath  seine  Ehre  kostete  bei  den  Deutschen  Buff, 
Kopp  und  Anderen  —  bis  man  durch  die  Polymorphie  der  Krystalle 
derselben  Verbindung  anders  denken  lernte.  Man  fand  jedoch  nicht 
gleich  das  Rechte.  Denn  man  nahm  die  Verschiedenheit  der  Moleküle 
nur  da  an,  wo  eine  augenfällige  Formänderung  dazu  zwang,  und  be- 
dachte nicht,  dass  wir  neben  dem  Gesichtssinne  noch  andere  Sinne 
haben,  welche  auch  ihre  Berechtigung  bei  Beurtheilung  der  Körper  haben. 
Denn  warum  sollen  die  Körper,  welche  dem  Gesichte  verschieden  er- 
scheinen, ihrem  spezifischen  Gewicht  nach  verschieden  angenommen 
werden,  und  nicht  auch  die  Körper,  welche  nach  Geschmack,  nach  Ge- 
fühl verschieden  sind?  Oder  aber:  wenn  die  Krystalle  des  Anatas, 
Rutils,  Brookits  uns  nicht  bekannt  wären  und  die  Individuen  dieser 
Mineralien  nur  in  scheinbar  amorphen  Pulvern  entgegenträten,  würden 
dann  diese  verschiedenen  Individuen  und  ihre  verschiedenen  spezifischen 
Gewichte  nicht  existiren  sollen? 

Hr.  Kopp  schreibt  im  Graham-Otto,  dass  die  Studien  der  Aeqiii- 
valentvolumina  fester  Verbindungen  darum  von  so  weniger  Frucht  gefolgt 
seien,  weil  man  nicht  die  Temperaturen  kenne,  bei  welchen  die  Volu- 
mina zu  vergleichen  seien.  Dies  ist  durchaus  nicht  Schuld,  denn  die 
Ausdehnungen  der  festen  Körper  sind  viel  zu  gering,  als  dass  durch  sie 
die  Fehlergrenze  bei  der  Angabe  der  spezifischen  Gewichte  merklich 
verändert  würde.  Die  Schuld  lag  darin,  d^ss  man  auf  die  mögliche 
Polymorphie  eines  jeden  Elementes,  einer  jeden  Verbindung,  nicht 
kam;  und  man  kam  nicht  darauf,  weil  man  nicht  vorsichtig  genug  zu 
Werke  ging.  Wie  man  aber  zu  Werke  ging,  ergibt  sich  daraus,  dass 
man  aus  verschiedenen  Angaben  des  spezifischen  Gewichts  einer  Verbin- 
dung das  arithmetische  Mittel  als  das  wahrscheinlichste  spezifische  Ge- 
wicht annahm,  ohne  zu  bedenken,  dass  die  verschiedenen  spezifischen 
Gewichte  der  Fingerzeig  für  verschiedene  Modifikationen  seien,  oder 
dass  die  eine  Angabe  die  genaueste  sei,  dagegen  die  anderen  weniger 
genau.  Hatte  man,  um  ein  handgreifliches  Beispiel  vorzufuhren,  etva 
für  CaO  die  Angaben  p  =  2,95  (für  Arragonit),  p"  =  2,72  (für  Kalk- 
spath),  so  nahm  man  das  wahrscheinlichste  spez.  Gewicht  für  CaO  = 
^  (2,95  -f-  2,72)  =  2,84,  also  ein  spez.  Gew.,  welches  keine  Modifikation 
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des  CaO  hat.  Freilich  kann  man  nicht  jede  Angabe  des  spezifischen 
Gewichts  eines  Körpers  als  wahr  annehmen,  am  wenigsten  bei  unkrystalli- 
sirten  Körpern,  weil  in  einem  solchen  verschiedene  Modifikationen  der- 
selben  chemischen  Verbindung  vorhanden  sein  können.  Dieses  Zusammen- 
sein hängt  von  der  Präparation  ab.  Am  einleuchtendsten  ist  dies  beim 
Schwefel.  Hr.  Rath  Karsten  machte  auf  die  Präparation  des  S  auf- 
merksam, indem  er  sagt,  dass  von  der  Vorsicht  beim  Abkühlen  abhinge, 
ob  die  äusseren  Schichten  krystallisirten ,  d.  h.  anderer  Modifikation  seien, 
als  die  inneren.  Eine  Norm  für  solche  IVäparate  kann  gelten  ihre  Lös- 
lichkeit in  den  verschiedenen  Lösungsmitteln.  —  Auch  sehr  lehrreich  in 
dieser  Hinsicht  sind  die  interessanten  Versuche   des  Hm.  Beudant*). 

Sehr  Recht  hat  dagegen  Hr.  Kopp,  wenn  er  obige  Bemerkung  bei 
flüssigen  Verbindungen  macht,  welche  mit  wenigen  Graden  schon  bedeu- 
tende Aenderungen  des  Aequivalentvolumens  haben.  Hier  wird  die  Frage : 
bei  welchen  Temperaturen  muss  man  ihre  Aequivalentvolumina  vorglei- 
cben,  um  sofort  einen  Einblick  in  die  räumliche  Constitution  zu  haben? 
sehr  kritisch.  Sie  ist  auch  schon  vielfach  der  Gegenstand  der  Diskussion 
gewesen.  Um  aus  dem  Multa  das  einzig  Brauchbare  zu  nennen,  gedenke 
ich  der  Untersuchungen  des  Hm.  Kopp,  welcher  die  Aequivalentvolu- 
mina  bei  den  Siedepunkten  verglich.  So  lehrreich  diese  Untersuchungen 
uns  auch  noch  werden,  so  erkennt  man  doch  sofort,  dass  durch  sie  zur 
in  Frage  stehenden  Aufklärung  wenig  geleistet  ist;  denn,  wenn  gewisse 
isomere  Verbindungen  beim  Siedepunkt  dasselbe  Volumen  haben,  so  ist 
für  diese  Verbindungen  nur  die  Thatsache  festgestellt,  dass  in  ihnen 
beim  Uebergang  in  die  Dampfform  die  constituirendcn  Elemente  resp. 
elementare  Verbindungen  gleiches  Volumen  haben,  aber  der  Grund  ihrer 
Verschiedenheit  ist  um  nichts  mehr  ergründet. 

Da  diese  Frage  so  eng  mit  der  Wärmelehre  zusammenhängt,  und 
letztere  durch  die  Beziehungen  zwischen  Raum  und  Wärme  in  der  orga- 
nischen Chemie  ausgezeichnete  Nahrung  erhält,  falle  ihre  Diskussion  hier 
weg,  wo  ich  vorläufig  mich  auf  die  Aequivalent Volumina  der  festen 
Körper  beschränke.  Bei  der  späteren  Behandlung  dieser  Frage  werde 
ich  auch  im  Stande  sein,  den  Beweis  zu  liefern,  dass  die  Individuen 
des  Wassers  bei  4^  Cels.,  wo  es  also  am  dichtesten  ist,  in  festen 
Hydraten  wieder  gefunden  werden.  Aus  diesem  Satze  lernen 
wir,  dass  nicht  gerade  nur  feste  Körper  mit  festen  zu  vergleichen  sind, 
um  einfache  Relationen  zu  gewinnen;  dass  man  nicht  gerade  das  Eis 
hierzu  in  Vergleichung  bringen  muss.  —  Die  Thatsache,  dass  die  Indi- 
viduen des,  Wassers  bei  4^  C.  in  festen  Körpern  auftreten,  neben  dem 
Umstände,  dass  die  spezifischen   Gewichte    der  festen  Körper  meist  auf 
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solches   Wasser  bezogen  sind,   ist  von  höchstem  Interesse   für   das  Be- 
rechnen der  Aequivalentvolumina,  wie  wir  gleich  sehen  werden. 

Beziehungen  der  Aequivalentvolumina  aufzufinden,  haben  bekannt- 
lich schon  Viele  angestrebt  (die  Meisten  in  den  Jahren  1842  — 1845), 
aber  noch  Keiner  hat  es  zu  einem  glaubwürdigen  System  gebracht.  Ich 
werde  in  Folgendem  mein  System  der  mathematischen  Chemie  für  feste 
Körper  skizziren.  Es  hat  Vieles  in  sich,  was  schon  Hr.  Schröder 
gesagt;  steht  aber  zu  dessen  Arbeiten  in  demselben  Verhältniss,  wie 
dasjenige  System,  welches  die  Beziehungen  der  Aequivalentvolumina 
durch  Potenz  Verhältnisse  erschlösse  —  wenn's  also  möglich  wäre  —  zu 
den  Priorität  suchenden  Anstrengungen  des  Engländers  Play  fair  sich 
stellen  würde,  welcher  Chemiker  alle  möglichen  Wurzeln  der  Aequiva- 
lentzahlen  und  ihrer  Multipla  mit  den  spezifischen  Gewichten  der  Ele- 
mente verglich. 

Mein  Hauptsatz  für  die  Aequivalentvolumina  fester  Körper  in  allen 
ihren  Modifikationen  ist  der,  dass  sie  in  rationalem  Verhältniss  zu 
einander  stehen;  und  der  durch  Untersuchungen  sich  heraus  teilende 
Untersatz  ist,  dass  diese  Verhältnisse  einfacher  Art  sind. 

Jetzt  macht  sich  die  Zabl  9  des  Aequivalentvolumens  von  Wasser 
bei  4^  C.  geltend.  Es  stellt  sich  heraus,  dass  die  Aequivalentvolumina 
durch  3  theilbar  sind.  Hierin  liegt  die  Norm  für  die  Bestimmung  der 
Aequivalentvolumina.  So  'finden  wir  in  den  Otyden ,  dass  der  Sauerstoff 
die  Aequivalentvolumina: 

...2,7;  3,9;  4,5;  4,8;  5,1;  5,4  ., . 
hat. 

Mancher,  welcher  in  dieser  Sache  noch  keine  Studien  gemacht  hat 
und  vor  dem  Prüfen  zu  verwerfen  leicht  geneigt  ist,  mag  denken,  ich 
schaffe  mir  mit  diesen  vielen  Zahlen  eine  Schablone  der  Willkühr.  Ich 
bitte  ihn,  diesmal  erst  nach  sorgfaltiger  Pmfuug  sein  Urtheil  fällen  zu 
wollen;  mag  dann  sein  Urtheil  mit  meiner  Ueberzeugung  von  meinem 
System  differiren,  zu  der  Ueberzeugung  glaube  ich  ihn  dann  doch  ge- 
führt zu  haben,  dass  die  Modifikationen  der  Elemente,  resp.  elementarer 
Verbindungen,  in  ihren  Verbindungen  uns  wieder  entgegentreten. 

Ehe  ich  jedoch  zur  wirklichen  Rechnung  übergehe,  glaube  ich  noch 
Etwas  sagen  zu  müssen  über  die  sogenannte  Binartheorie.  Durch 
meine  Untersuchungen  stellt  sich  heraus,  dass  in  einer  höheren  Verbin- 
dung die  Moleküle  der  elementaren  Verbindungen  ihren  individuellen 
Charakter  behalten,  sodass  sie  also  Individuen  sind,  wie  die  kleinsten 
Theile  der  Elemente.  Es  wird  sich  z.  B.  herausstellen,  dass  die  Indi- 
viduen des  Rubins,  Sapphirs,  Corunds  in  den  Thonerdesalzen  wieder 
zum  Vorschein  kommen. 

Ich  schicke  mich  an,  mein  System  und  meine  Ansichten  durch 
praktisch  gewonnene  Grössen  zu  vertheidigen.     Ich  bin^ir  dabei  recht 
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bewnsst,  dass  Naturwissenschaft  keine  Wissenschaft  ist,  bei  der  man 
a  priori  schliesst,  und  dass  meine  Angaben  bei  den  Lesern  am  besten 
dann  ziehen  würden,  wenn  diese  schon  die  Mühe  sich  genommen  hätten, 
die  sämmtlichen  bekannten  Mineralien  nach  ihrer  räumlichen  Constitution 
verstehen  zu  wollen.  —  Zunächst  will  ich  einige  Hydrate  anführen,  in 
denen  das  Aequivalentvolumen  des  Wassers  9  ist. 

Zur  Abkürzung  bezeichne  ich  die  Aequivalentzahl,  das  Aequivalent- 
voliimen,  das  spezifische  Gewicht  eines  Körpers  K  mit 

ae{K),     v{K),     p{K) 
z.B.  ae{Fe.,0,^)  =  80 

v{Fe.^^O,^    =15,3 

piFe^O.;)    =    5,225. 
Um  aber  z.  B.  das  Aequivalentvolumen  von  Fe  in  v{Fe2  0-^)  =  15,3 
anzugeben,  schreibe  ich  2 . FCp  {Fe.,  0^)   oder  kurz  Fei.    Die  berechneten 
p  markire  ich. 

(I/0\  =  9. 

1.  v{P)  =  n,4:',     /=  1,781 

p  =1,77     (Berzelius) 
v{P.HO)  =  17,4  +  9,0=  26,4;     p=  1,515 

p  =1,515     (Pelouzc) 

2.  «;(Z«0)  =  7,2;     p'  =  5,666 

p  =  5,657     (Rose). 
v{ZnO.HO)  =  7,2  +  9,0  =  16,2;     p  =  3,055 

p  =  3,053     (Filhol) 

.     ^(CaO.)  =  8,85;      /  =  3,164 

p  =  3,161     (Karsten) 

v{CaO.HO)  =  (8,85  +  9,0)  =  17,85;     p  =  2,073 

p  =  2,078     (Filhol) 

4.  v{KO)  =  17,7;     p  =^2,666 

p  =  2,656     (Karsten) 
t;(j^0.-ff0)  =  17,7  +  9,0  =  26,7;     />'  =  2,105 

p  =  2,10     (vulgo) 

5.  t;(iVaO)  =  11^1;     p  =  2,793 

p  =  2,805     (Karsten) 

v{]Sa0.ßO)  =  11,1  +  9,0  =  20,1;     p  =  1,948- 

p  =  2,0     (Dalton) 

G.     y(/'^2Ö3)  =  15,3;     p=  5,224 

^  p  =  5,225     (Boullay) 

viFe^  O.^.HO)  =  15,3  +  9,0  =  24,3;     p  =  3,662 

p  =  3,65     (Berzelius). 
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Diese  Hydrate  könnte  ich  noch  vermehren,  wenn  nicht  das  v  der 
Metalloxyde  in  den  gedachten  Hydraten  erst  nach  den  später  kommenden 
Regeln  bestimmt  werden  müsste.  An  betreifender  Stelle  werde  ich  sie 
erwähnen. 

Die  V  der  vorgeführten  Metalloxyde  lernen  wir  ihrer  Constitution 
nach  später  kennen,  und  zwar  nach  dem  System  als  mathematisch  genaue 
Grössen,  z.  B. 

v{CaO)  =  8,85  besteht  aus  Ca„  =  6,3 

0,    =2,55 
wo  Ov  die  oft  auftretende  Hälfte  von  5,1  ist  und  Ca„  die  Hälfte  des 
r(Ca)  =  12,6;     p  =  1,587 

p  =  1,584  (Bunsen). 
Es   gehört   nämlich  Ca   zu   denjenigen   Metallen,    welche  häufig   Verbin- 
dungen mit  der  Hälfte  des  v  im  freien  Zustande  eingehen. 

Dass  in  obigen  Hydraten  das  v(HO)  =  9,0  auftritt,  ist  sicher;  es 
käme  darauf  an,  die  Constitution  dieses  Wassers  kennen  zu  lernen.  Die- 
selbe lässt  sich  nur  durch  die  Volumenänderung  des  flüssigen  Wassers 
bei  anderen  Temperaturen  als  4^  C.  angeben  und  ihre  Erkennung  würde 
also  die  Frucht  der  Vergleichung  mit  den  Flüssigkeiten  der  organischen 
Chemie  sein.  Ich  poniro  in  v{HO)  =  9,0  das  II„  =  3,6  und  ö„  =  5,4. 
Dies  anzunehmen  hindert  nicht 

t;(^Ö2)  =  11,7  =  9,0  + 2,7;    /  =  1,453 

p  =  1,452     (Thenard) 
denn  das  zweite  0  ist  eine  vom  ersten  verschiedene  Modifikation*). 


*)  Darin  jedoch,  dass  das  zweite  0  bei  geringer  Erwärmung  weggeht,  liegt 
nicht  g^erade  der  Grund  seiner  Verschiedenheit  vom  ersten.  So  geht  z.  B.  auch 
aus  dem  Polianit  des  Hrn.  Plattner  das  0  und  fJO  fort,  obgleich  dies  fortgehende 
0  von  derselben  Modifikation  mit  dem  im  MnO  zurückbleibenden  zu  sein  scheint. 
Dieser  Polianit  nämlich  ist 

64(.WnO  +  0)  +  (MnO  +  BO) 
denn 

65  MnO  =  81,37       (gefunden  81,40 
64  0        =  18,31  18,28 

1  I/O     =     0,32  0,32). 

Hierin  scheint  nämlich  das  Mn  mit  dem  Fe  des  Hrn.  Beaudrimont: 
ü(Fg)=-3,6;    p'  =  7,778 

p  =  7,778  (Beaudrimont) 
isoster  zu  sein;  ebenso  aber  auch  das  Ov  des  entweichenden  Sauerstoffs  gleich 
dem  Op  des  aus'Z^Oj  entweichenden  0  und  gleich  dem  Oo  des  0  im  zurückblei- 
benden MnO.  Denn  ü[64(^i7iö  +  0)  +  MnO. HO]  =  64.  [(3,6  +  2,7)  +  2,7]  + 
[(3,6  +  2,7)  +  9,0]  =  573,3  liefert  p  =  4,877,  also  gleich  dem  p  =  4,88  des  Hrn. 
Plattner. 

Das  Studium  des  Entweichens  ein  und  desselben  Stoffes  bei  verschiedenen 
Temperaturen  aus  ein  und  derselben  Verbindung  ist  noch  wenig  in  Angriff  ge- 
nommen worden,  und  desswegcn  will  ich  an  diesem  Orte  nicht  unterlassen,  die 
chemische  Constitution  eines  Pyrolusits  vom  p  =  4,94 


:  anzugebom  j 
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{H0\  =  6,3. 

Man  hat  einen  gewissen  Anhaltspunkt  für  eben  angegebene  Consti- 
tution des  {H0\  =  9,0  in  dem  oft  als  Base  sich  geltend  machenden 
Wasser  vom  v  =  6,3.  Dieses  Wasser  hat  die  Constitution:  H„  =  3,6 
und  0„  =  2,7.     Die  Existenz  dieses  Wassers  ergibt  sich  aus: 

1.  v{MGO)  =  6,3;    p  =  3,174 

p  =  3,20     (Karsten) 

v{MGO.HO)  =  6,3  +  6,3  =12,6;     p  =  2,30 

p  =  2,30     (Kirvann) 

2.  V  (SnO,^  =  10,8 ;     p  =  6,944 

;,  =  6,96     (Kopp) 
v{ShO^.H())  =  10,8  +  6,3  =  17,1 ;     ;/  =  4,912 

p  =4,932     (Grh.-Otto). 

(HO),  =  7,65. 

Dass  in  diesem,  sehr  oft  auftretenden  Wasser  vom  v  =  7,65  auch 
//p  =  3,6  existirt,  hat  sehr  viel  Wahrscheinlichkeit.  Denn  dann  müsste 
0,  =  4,05  =  f. 2,7  sein,  welches  0„  uns  a.i.a.S.  in  v{SO.^)  =  20,25 
auch  entgegentritt: 

t;(S)  =  8,l;     /;'=  1,975 
p  =  1,976 
v{SO,;)  =  8,1  +  3.4,05  =  20,25;     p  =  1,975 

p  =  1,970     (Bussy). 
Dass  (HO)^  =  7,65  existirt,  ergibt  sich  aus 

1.  v{NaO)  =  lljl     (siehe  oben) 

v,{NaO.BO)  =  11,1  +  7,65  =  18,75;     p  =  2,133 

p  =  2,130     (Filhol) 

2.  v{Fe.^  O3)  =  15,3     (siehe-  oben) 

v{Fe.^  O3  +  HO)  =  15,3  +  7,65  =  22,95;    /  =  3,878 

p  =  3,878  (Vohl). 
Ich  habe  schon  drei  verschiedene  Modifikationen  des  Wassers  an- 
geführt; es  sei  mir  erlaubt,  hier  noch  auf  zwei  Modifikationen  aufmerksam 
zu  machen.  Die  eine  ist  die  Modifikation  von  (HO),  =  8,1,  welche  da- 
durch charakterisirt  ist,  dass  sie  gewöhnlich  bei  100^  C.  entweicht  und 
die  Verwitterung  so  leicht  möglich  macht.  Die  andere  ist  die  durch  ihr 
grosses  Aequivalentvolumen  merkwürdige  Modifikation 


Pyrolusit  =  1290  (MnO  +  0)  +  35  (MnO  +  2.  HO) +  2(2. BaO  +  HO) ; 

gefunden:     MnO  80,44;         17,90    0;       1,13    //O;       0,53    BaO\ 

berechnet:       „     80,444;       17,901,,        1,124    „         0,531    E),gitized  byGoOglc 
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Hü„  =  15,0. 

1.  i;(iVaÖ)=ll,l     (siehe  oben) 

v{NaO,HO)  =  11,1  +  15,0  =  26,1;     p  =  1,533 

p  =  1,536  (GehlersLex.) 

2.  v{KO)  =  17,7     (siehe  oben) 

v{EO.HO)  =  17,7  +  15;0  =  32,7;     p  =  1,721 

p  =  1,708     (Gehl.  Lex.) 

Es  wäre  manchem  Leser  gewiss  interessant  gewesen,  neben  den 
erwähnten  Modifikationen  des  Wassers  nicht  die  des  Eises  vermissen  zu 
müssen;  es  thut  mir  leid,  darin  nicht  entsprechen  zu  können;  auf  dem 
Dorfe,  worin  ich  zur  Zeit  mich  aufhalten  muss,  habe  ich  keine  Gelegen- 
heit, die  mir  verloren  gegangenen  Notizen  über  das  Eis  wieder  ersetzen 
zu  können. 

Ich  will  jetzt  dazu  übergehen,  die  einfachen  Verhältnisse  zwischen 
den  Oj,  an  verschiedenen  Oxyden  zu  zeigen.  Dazu  i^t  nothwendig,  über 
die  V  der  Metalle  gewiss  zu  werden.  Wie  sollich  es  anfangen,  hierüber 
so  üherzeugend  als  möglich  für  die  Leser  mich  auszudrücken?  Es  würde 
mancher  Leser  vielleicht  erwarten ,  dass  ich  erst  die  v  aller  Metalle 
systematisch  anführe  und  darauf  die  v  ihrer  Oxyde  mit  ihnen  vergliche. 
Dies  zu  thun  finde  ich  für  meinen  2^weck  nicht  angemessen.  Ich  will 
vielmehr  also  verfahren:  ich  will  erst  an  mehreren  Oxyden,  in  denen 
solche  Metall -Individuen,  welche  im  freien  Zustande  bekannt  sind,  uns 
entgegentreten,  die  Existenz  verschiedener  Modifikationen  des  Sauerstoffs 
und  die  v  derselben  bis  zur  Gewissheit  lehren ;  dann  nach  Kenntnis« 
der  Oy  auf  die  v  solcher  Metall -Individuen,  welche  als  freie  nicht  be- 
kannt sind,  zurückschliessen. 

0„  =  1,35  =  i.2,7      . 
0,  =  2,7. 

Die  dichteste  Modifikation  des  0  finden  wir  als  öj,  =  ^.2,7  =  1,35 
im  Zinnstein  und  krystallisirten  Kadmiumoxyd : 

1,  t;(Sw)  =  8,l;    /  =  7,284 

p  =  7,291     (Karsten) 
t;(S«0,)  =  8,1  +  2 . 1,35  =  10,8;     //  =  6,944 

p  =  6,96     (Kopp) 

2.  i;(a/)  =  6,45;     p'  =  8,682 

p  =  8,677     (Herapath) 

v{CdO)  =  6,45  +  1,35  =  7,8;     //  =  8,205 

p  =  8,183     (Herapath). 

Die  Modifikation  des  0,  deren  v  doppelt  so  gross  ist,  finden  wir  im  CdO 

des  Hrn.  Kopp:  Digi.izedbyGoOgk 
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3.  v{CdO)  =  6,45  +  2,7  =  9,15;    /  =  6,994 

p  =7,00     (Kopp); 
ferner  in  {nO)^,  =  6,3  =  3,6  +  2,7;  ferner  in 

4.  r(Ft>)  =  3,6;     p=  7,778 

p  =  7,778     (Beaudrimont) 
V  {Fe^  O3)  =  2 . 3,6  +  3 . 2,7  =  15,3 ;    /  =  5,224 

p  =  5,225     (Boullay) 

5.  t;(Z«)  =  4,5;     p'  =  7,24 

p  =  7,24     (Böckmann) 
v{ZnO)  =  4,5  +  2,7  =  7,2 ;     p  =  5,666 

p  =  5,657     (Rose). 
Die  eben  erwähnte  Modifikation;  0^,  ==  2,7  tritt  sehr  oft  auf,  wie  wir 
später  sehen  werden.     Eine  fast  nicht  minder  oft  nns  begegnende  Modi- 
fikation ist 

ö,  =4..3,9=1,95 
0,  =  3,9. 

1.  v{Ni)  =  3,6;     Ni  isoster  mit  dem  eben  erwähnten  Fe  und   dem 
6V,  dessen  p  =  7,3  angegeben  wird. 

v{^W)  =  3,6  +  1,95  =  5,55;     p  =  6,666 

p  =6,661     (Rammeisberg) 

2.  v{Sn)  =  S,l     (siehe  oben!) 

v{SnO)  =  8,1  +  1,95  =  10,05 ;     p  =  6,666 

p  =  6,666     (Herapath) 

3.  V  {Ag)  =  10,2 ;     p  =  10,587 

p  =  ]  0,567     (G.  Rose) 
v{AGO)  =  10,2  +  3,9  =  14,1;     p  =  8,227 

p  =  8,256     (Karsten) 

4.  t;(Si)  =  5,7;     p  =  2,456 

p  =  2,490     (Wöhler) 
viSiO^)  =  5,7  +  2.3,9  =  13,5;     p  =  2,222 

p  =  2,222     (Schaffgotsch). 

0,  =-^.5,1  =  2,55. 

Die  Modifikation  0„  =  2,55,  welche  auch  oft  auftritt,  haben  wir  in 

1.  {CaO)  =  6,3  +  2,55  =  8,85     (siehe  oben!) 
kennen  gelernt.     Als  fernere  Beispiele  gelten: 

2.  «;(Cm)  =  3,6;     Cu„=Fe„  =  Ni„=3,ß', 
v[CuO)  =  3,6  +  2,55  =  6,15;     p  =  6,455 

p    s=  6,451        (J©ötZ6<<QQQQl^ 
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3.     t)(P6)  =  9,15;     p'  =  11,312 

V  {Pb.,  (>3)  =  2 . 9,15  +  3 . 2,55  =  25,95 ;     p  =  8,902 

p  =  8,902     (Ilerap.) 
•1.     v{Pb.^O^  =  Mennige)  =  3.9,15  +  4.2,55  =  36,75; 

/  =  9,097 

p  =  9,096     (Herap.). 
Hierhin  wäre  vielleicht  etwa  noch  zu  rechnen 

5.  v{Pb())  =  9,15  +  2,55  =11,7;     ;/  =  9,530 

p  =  9,50  (Bonllay), 
aber  nicht  mit  Gewissheit.  Denn  es  existirt  auch  die  Modifikation  {Pb)r 
=  9,0,  und  da  könnte  v{PbO)  =  11,7  die  Constitution  Pb^  =  9,0  +  0^ 
=  2,7  haben.  Sehr  oft  begegnen  uns  Verbindungen,  deren  v  so  be- 
schafl'en  ist,  dass  verschidene  Modifikationen  der  sie  constituirenden  Ele- 
mente der  Grösse  des  v  Genüge  leisten.  So  z.  B.  die  andere,  oktaed. 
kryst.,  Modifikation  von  PbO: 

t,(/>60)  =  13,95;     y  =  8,025 
p  =  8,02. 
Hier  kann  nun  sein  v{PhO)  =  9,15  +  4,8,  aber  auch  =  9,0  +  ^»^^  (dies 
wahrscheinlich!);    denn   dass    Op  =  4,95    existirt,    ergibt    sich    a.  a.  O. 
auch  aus 

v{As)=  13,2;     p'  =  5,682 

p  =  5,672     (Herap.)*) 
v{AsO.^  =  regul.  Octaed.)  =  13,2  +  3.4,95  =  28,05; 

p  =  3,5294 

p  =  3,529     (Regn.  Stre.). 
Die  dritte  Modifikation 

t;(/>60)  =  9,0  + 3,0=  12,0;     /?'  =  9,277 

p  =  9,275     (Herap.) 
lässt  freilich  keinen  Zweifel  über  ihre  Constitution  übrig,  weil  0^  =  3,0 
wohl  oft  auftritt,  aber  nie  0„  =  2,85. 

Zu  den  Oxyden,  in  denen  0„  =^2,55  existirt,  gehört  auch  noch 

6.  v{nGO)  =  7,2  +  2,55  =  9,75;     p  =  11,077 

p  =  11,078  (Herapath). 
Man  verzeihe  mir,  wenn  ich  hier  von  der  Norm  abweiche  und  das  oft  auf- 
tretende HGo  =  7,2  hierhersetze,  ohne  seine  Existenz  im  isolirten  Zu- 
stande angeben  zu  können.  Ich  that  es,  weil  ich  nicht  wusste,  wie  ich 
diese  Constitution  später  passend  anbringen  könne,  und  um  gleich  durch 
folgendes 


•)  Dieses  As  ist  isoFter  und  isomorph  mit  dem  rothen  krjstallisirten  Phosphor: 
v{P)^13,2;    p'  =  2,348;     p  =  2,34     (Hittorf).  GoOglc 
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v{HG^O)  =  2.7,2  +  5,1  =  19,5;     p  =  10,G7 

p  =  10,G9     (Herapath) 

den  Ammermüller'scLen  Satz*),  dass  im  Oxydul  das  0^  doppelt  so  gross 
auftreten  kann  als  im  Oxyd,  in  Erinnerung  zu  bringen. 

Wir  haben  in  den  vorgeführten  Oxyden  nun  schon  verschiedene  Mo- 
difikationen des  0  kennen  gelernt,  als: 


=  1,35 

2,7 

=  1,95 

3,9 

=  2,55 

,     5,1 

=  3,0 

,     4,95 

=  4,05 

=  3.1,35 

vergl. 

v{SO,)  = 

=  20,25 

Diese  Anzahl  von  Modifikationen  wird  gentigen,  um  die  weiteren 
Untersuchungen  über  Oxyde  ohne  Meinungsdifferenz  mit  mir  durchzu- 
gehen. 

BO,. 

Wir  haben  oben  v{Sn)  =  8,1  kennen  gelernt.  Mit  diesem  Sn  ist  iso- 
morph das  diamantenartige  Bor  (dimetrisch)  vom  p  =  2,681.  Dieser 
Modifikation  des  Bor  entspricht  das  v  =  4,05  =  ^.8,1  =  ^.v{Sn).  Die  v 
würden  für  diese  isomorphen  Stoffe  gleich  sein,  wenn  man  statt  BO^ 
schriebe  jP( 0*^)2;  und  diese  Schreibweise  würde  zweifelsohne  zweckmässiger 
sein,  als  das  dieser  Isomorphie  einst  zur  Liebe  geschriebene  SnO.^  flir  SnO.t. 

Die  Individuen  dieses  Bor  finden  wir  mehrfach  wieder : 

1.  Im  Boracit  =  MG(P .  BO.^^.     Es  ist  hierin 

3  {MGO)„  =  3 . 6,3  =  18,9     (siehe  oben !) 

4(i503%  =  4(4,05  +  3.2,7)  =  4.12,15  =  48,6 

V  {MGO^ .  BO^^)  =  67,5 ;     p  =  2,956 

p  =  2,955     (Rammeisberg). 

2.  Im  oktaedrischen  Borax  =  NaO .  BO.;^  +  5  HO. 
NaO„        =  11,1         =  11,1 

2(^03)^  =2.12,15  =  24,3 
6{H0)„    =5.9,0_   =45^0  _ 

t;="80,4";     p  =  1,813 
p  =  1,815 

3.  In  NaO.BO^'^-{-  10, HO. 

NaOr,  =11,1         =    11,1 

2(^03)^     =2.12,15=    24,3 
10{H0)„    =  10.7,65  =    76,5 

"  V  =  111,9 ;     p  —  1,705 
p  =  1,692     (Filhol). 

*)  Vergl.   Ammermüll er's  Dissertation  in  Poggend.  ann.   tom.  49  pag.  341  j 
1840,  Nr.  2.  C^i^i^n]i> 
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In  den  drei  erwähnten  Verbindungen  war  das  {BO^)^  dasselbe;  in  den 
beiden  letzten  finden  wir  verschiedene,  schon  bekannte,  Modifikationen 
des  Wassers. 

Jene  Individuen  des  Bors  finden  t^ir  wieder : 

4.  im  Borax  anhjdre  =  NaO.BO^i 
{NaO)„      =  11,1         =  11,1 

2 .  {B0.^)„  =  2 .  15,75  =^31^5_ 

't;  =  42,6;     p  =  2,366 

p  =  2,367     (Filhol). 
Diese  Borsäure   enthält  nicht    die  Modifikation   0„  =  2,7,    sondern   die 
0,  =  3,9  d.  h.  {B0^\  =  4,05  +  3.3,9  =  15,75. 

5.  In  der  geschmolzenen  BO^  des  Hrn.  Davy: 
v(^BO^)  =  4,05  +  3.5,1  =  19,35;     p  =  1,804 

p  =  1,803     (Davy). 
Hierin  ist  also  0»  =  5,1,  wie  oben  in  {HG^O\, 

6.  Die  eben  erwähnte  BO^  des  Hrn.  Davy  begegnet  uns  wieder  in 
BO^  +  3Ä^0  oder  BO.^HO  +  2 HO.  Es  ist  bekannt,  dass  2 HO  hieraus  bei 
Erhitzung  weggehen.  Dies  hat  hier  seinen  Grund  darin,  dass  zwei  ver- 
schiedene Modifikationen  von  HO  in  der  Verbindung  existiren,  nämlich  die 
abgehende  ist  vom  H0„  ==8,1,  die  zurückbleibende  dagegen  die  schon 
kennen  gelernte  HO,,  =  6,3.     Demnach 

v{B0^,H0  -\-2H0)  =  19,35  +  6,3  +  2.8,1  =  41,55 

p'  =  1,479 
p  =  1,480     (Berzel.) 
p  =  1,4797  (Böttger). 

Würde  man   die  2 HO  so  entfernen,   dass  das  Restirende  fiO^HO  dabei 

keine  Aenderung  erleidet,  so  würde  man 

Eine  dieser  Constitution  ganz  ähnliche  haben  wir  in  CjOj.^O-f-  2 HO. 
Es  ist  hierin  (C^O^)»  =  16,2,  welche  (C2O3)- Modifikation  uns  auch  in 
anderen  Verbindungen  wieder  entgegentritt.     Es  ist  alsdann 

i'CCjOa. 7/0  +  2^0)  =  16,2 +  6,3 +  2. 8,1  =  38,7;  p  =  1,628 

p  =  1,629  (Buignet) 
p  =  1,63   (Bödeck.) 
und 

V  (^2  O3 .  HO)  =  16,2  +  6,3  =  22,5 ;     p  =  2,000 

p  ==  2,00     (Bödecker). 
Durch    das    Zusammenhalten    solcher    analoger    Verbindungen    wie 
HO,BO,^  -\-2H0  und  HO,C^O^  +  2 HO  kann  man  viel  lernen.     Aus  der 
Differenz: 


v{HO,C^O^  +  2H0)  —  viHO.C^O^)  = 
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ergibt  sich  HOv  =  8,1.  Denke  ich  mir  dieses  Wasser  auch  iq  H0,B0^ 
+  2 HO,  so  ist  v{HO.BO.^)  =  25,65  d.  h.  gleich  dem  H0„  =  6,3  und 
{B0^)„  des  Hrn.  Davy.  Setze  ich  nun  wieder  HO,,  =  6,3  in  H0,C20.^y  so 
bleibt  {CjO^)^  =  16,2,  was  auch  durch  Oxalsäure  Salze  als  recht  erkannt 
wird.     Welche  Constitution  hat  {C^  0^)„  =16,2? 

Es  ist  hierin  C„  =  4,05  und  0„  =  2,7.     Diese  Kohle  hat  man  freilich 

im  freien  Zustande  noch  nicht  wahrgenommen ,  obgleich  sie  oft  auftritt,  wie 

auch  in  (Cöj)«,  =  10,05.  Von  den  als  freien  beobachteten  C- Individuen  ist 

die  Modifikation,  welche  am  Öfteren  auftritt,  diejenige  des  Hrn.  Kenngott: 

t;(0  =  2,7;     ;>'=  2,222 

p  =  2,229     (Kenngott). 
Diese  existirt  z..B.  im  Arragonit  und  im  PbO.  CO^  des  Hrn.  Beudant.   Es 
ist  hierin 

(C02),  =  2,7 +  2.2,7  =  8,1, 
daher 

1 .  {CaO\  =  8,85     (siehe  oben !) 

v{CaO.CO^  =  8,85  +  8,1  =  16,95;     p'=  2,9498 

p  =  2,949     (H.  Rose) 

2.  {PbO)^  =  11,  7     (siehe  oben!) 

v{PbO.CO^)  =  11,7  +  8,1  =  19,8;     p  =  6,742 

p  =  6,7293     (Beudant). 
In  der  erwähnten  Kohlensäure  -  Modifikation  ist  €„  =  ^r. 

Einige  Erdmetalle. 
I.     Ba,  5r,  Th. 
Zunächst  will  ich  an  einigen  Erdmetallen  eine  noch  nicht  beachtete 
Gleichheit  des  Aequivalentvolumens  zeigen,  nämlich  an  Barium,  Strontium 
und  Thallium. 

t;=17,l;     /=  4,006 

p  =  4,00     (Gehl.  Lex.) 
r=17jl;     p'=  2,561 

p  =  2,504  —  2,580     (Bunsen) 
v=17,l;     y=  11,901 

p=ll,9     (Crookes). 
Mit  dem  v  =  17,1  aber  treten  diese  Metalle  in  Verbindungen  höchst  selten 
auf;  ja  {Ba)p  =  17,1  liegt  gar  nicht  vor. 

Wie  wir  später  sehen  werden,  tritt  in  den  salpetersauren  Salzen  sehr 
oft  (iV^5)r  =  26,1  auf;  diese  AOy,  -  Modifikation  existirt  auch  in  den  Salzen: 

1.  v{SrO,Nn,;)  =  (17,1  +  2,7)  +  26,1  =  45,9;  p  =  2,305 

p  =  2,305  (Buign.) 

2.  v{Tl0.m,;)  =  (17,1  +  2,7)  +  26,1  =  45,9;  ;/=  5,80 

p  =  5,80 
(Wien.  Ac.  Ber.  voJ.JS,  jpga.  370  ff.) 


ae{Ba)=  68,5 
ae{Sr)  =  43,8 
ae{Tl)  =203,5 
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Obgleich  es  keinem  Zweifel  unterliegt,  dass  in  diesen  zwei  Verbin- 
dungen das  V  des  Metalls  gleich  17,1  ist,  so  will  ich  doch  noch  eine  analoge 
Constitution  zur  weiteren  Erhärtung  hinzufügen :  •         '  .    ^ 

3.     v{4G)  =  10,2     (siehe  oben!) 

v{AGO,NO^)  =  (10,2  +  2,7)  +  26,1  =  39,0;  p  =  4,3590 

p  =  4,3554  (Karst.) 
In  den-  meisten  Verbindungen  des  Ba  und  Sr  tritt  uns  das  v  der  Metalle 
bald  als  |.17,1  d.  i.  als  11,4,  bald  als  ^-.17,1  =  8,55  entgegen.  Wir 
haben  also  dann  speziell  hier  eine  Gesetzmässigkeit,  welche  Hr.  Schoder 
(I'ogg-  aiö.  1842)  allgemein  für  die  Aequivalentvolumina  der  Elemente 
geltend  gemacht  hat. 
So  ist  z.  B. 

v{BaO)  =  11,4  +  2,7  =  14,1 ;     p  ^  6,425 

p  =  5,456     (Filhol). 
Diese  5«0- Modifikation  begegnet  uns  wieder  z.  B.  in 

1.  v{BaO  +  9^0)  =  14,1  +  9.9,0  =  95,1;  p  =  1,657 

p=  1,656  (Filhol) 

2.  v{Ban.NOrJ  =  14,1  +  26,1  =  40,2;  p  =  3,246 

p  =  3,240—3,242  (Krem.) 
Die  Uebereinstimmung  der  p{BaO -{-  9  HO)  und  p{BaO.  NOr^)  mit  ihren 
;/  lehrt,  dass  das  p(BaO)  des  Hrn.  Filhol  nicht  exact  ausgefallen  ist. 

Sollte  nicht  auch  r  (tS'rO)=  14,1  existiren?  Diese  Modifikation  des 
SrO  ist  noch  nicht  beobachtet  worden,  aber,  dass  sie  existirt,  ergibt 
sich  aus 

v(SrO  +  dlW)  =  14,1  +  9.9,0  =  95,1;  p  =  1,396 

p  =  1,396  (Filhol). 
Es  ist  also  dieses  Strontianhydrat  gleicher  Constitution  mit  dem  angeführten 
Barythydrat. 

Dass  auch  {Ba)p  und  (5r)„  in  Oxyden  mit  der  Hälfte  von  17,1  auf- 
treten, will  ich  nun  zeigen.  Ein  solches  BaO  liegt  mir  zwar  augenblick- 
lich nicht  vor,  aber  seine  mögliche  Existenz  ergibt  sich  aus  einem  sol- 
chen SrO. 

1.  r{SrO)  =  8,55  +  2,7  ==  11,25;     p'=  4,605 

;i  =  4,611     (Filhol). 
Wir  haben  hier,  wie  in  der  angeführten  Modifikation  von  SrO,  die  Modi- 
fikation Op  =  2,7;  es  wird  uns  aber  nicht  wundern,  wenn  auch  die  Modi- 
fikation Op  ==  1,95  in  diesem  Oxyde  existirte.    Und  es  exisirt  in  der  That: 

2.  {SrO),  =  8,55  +  1,95  ==  10,5. 
Dies  erhellt  aas:  ^ 

1.  V  {SrO,  HO)  =  10,5  +  6,3  =  16,8;  jr/=  3,619 

p  =  3,625  (Filhol) 

2.  V  {SrO .  Nor)  =  10,5  +  26, 1  =  36,6 ;  ;/  =  2,8907 

p  =  2,8901  (Karsten). 
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Wir  h»ben  demnach  bis  jetzt  vier  Modifikationen  von  iSrO  kennen  gelernt: 
1.     »(SfrO)  =  17,1  +  2,7    =19,8 
2/    r(5r0)  =11,4 +  2,7    =14,1 

3.  vlsrO)  =  8,55  +  2,7    =  11,25 

4.  vlsrO)  =  8,55  -f  1,95  =  10,5. 
Und  zwei  Modifikationen  von  SrO.NO^: 

1.  v{SrO.NO^)  =  19,8  -f-  26,1  =  45,9 

2.  r(5rO.A05)  =  10,5  + 26,1  =  36,6. 

Sollten   dies  die  einzigen  Modifikationen  von  SrO  nnd  SrO.NO^   sein? 
Ganz  wahrscheinlich  nicht ! 

II.     lieber  Ca  nnd  MG. 

Die  merkwürdige  Eigenschaft  der  Volnmenändemng  des  Ba  nnd  Sr 
t heilt  im  gleichen  Maasse  das  Ca  nnd  das  MG, 

1.  v{Ca)  =  12,6     (siehe  oben!) 

vlcaO)  =  i.  12,6  +  2,55  =  8,85     (siehe  oben !) 

2.  v{CaO)  =  \.  12,6  +  3,9  =  12,3;    /=  2,277 

p  =  2,3     (Berzel.) 

3.  r(^C)  =  7,2;    /=  1,667 

p  =  1,69  —  1,71     (Kopp) 
v{MGO)  =  i.7,2  +  2,7  =  6,3     (siehe  oben!) 

4.  V  \mGO)  =  1 . 7,2  +  3,9  =  8,7 ;     p  =  2,30 

p  =  2,3     (Berzel.). 
Man  findet  hier  v{CaO)  =  12,3  nnd  v{MGO)  =  8,7  paralleloster! 

m.     lieber  Al^O^, 

Wie  nach  ihrem  zahlreichen  Auftreten  die  Thonerde  eine  grosse  Rolle 
nnter  den  elementaren  Verbin dnngen  spielt,  so  auch  nicht  minder  dnrch 
ihre  zahlreichen  Modifikationen.  Ohne  letztere  wahrscheinlich  nicht  die 
erstere !  Die  Verschiedenheit  dieser  Modifikationen  lässt  sich  leicht  klar  dar- 
thnn,  weniger  jedoch  die  spezielle  Constitution,  denn  die  meisten  Modi- 
fikationen existiren  für  sich  und  lassen  sich  in  Verbindungen  meist  leicht 
wieder  erkennen;  dagegen  ist  das  Aluminium -Metall,  so  wie  es  in  den 
verschiedenen  Modifikationen  der  Thonerde  auftritt,  nicht  in  freiem  Zn- 
stande wahrgenommen:  es  ist  selbst  mehrerer  Zustände  fähig  und  in  diesen 
nur  durch  Schlussfolgerung  per  analogiam  aus  dem  vi^Al^O^  zu  bestimmet. 
Fttr  gewalztes  Aluminium  gibt  Devilledasj9  =  2,67,  wofür  &  =  5,1  und 
p  as  2,686  ist  Neben  diesem  p  findet  man  noch  ftir  krystallis.  Aluminium 
p  s=  2,56,  wofür  V  =  5,4  ist.  Aus  den  von  mir  bald  vorgeführten 
Thonerde -Modifikationen  werden  wir  aber  schliessen,  dass  (^/j)»  weder 
mit  t;  «a  2.5,1  noch  mit  r  =  2.5,4,  überhaupt  mit  einem  v  über  8  wohl 
nicht  auftritt,  und  dass  das  Aluminium -Metall  nicht  zu  denjenigen  gehört, 
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welche   die   Sehr  öd  er' sehe   Eegel  befolgen.      Nar   bei   einer   einzigen 
Modifikation  scheint  dies  stattzufinden,  nämlich  bei  {Al20^)p  =  13,2: 

V  {Al^  O3)  =  5,1  +  3 . 2,7  =  13,2. 
Die  Existenz  dieser  Modifikation  ergibt  sich  auö 

pI.AI^  O.^.SeO^^  +  KaO  SeO^  +  24: HO]  =  1,971  (R.  Weber). 
Hierin  ist  nämlich     HO^  =^    8,1 

KaO  =  17;7     (siehe  oben!) 

SeO.^  =  15,9. 
Diese  SeO^  =  15,9  ergibt  sich  aus 

1.  v{BaO.SeO^)  =  14,1  +  15,9  =.30,0;  p  ==  4,666 

p  =  4,67  .  (Schafarik) 

2.  v{PbO.SeO.;)  =  11,7  +  15,9  =  27,6;  /?'=  6,341 

p  =^  6,37     (Schafarik) 
und  ist  also  constitnirt: 

{SeO^)r  =  7,8  +  3.2,7  =  15,9, 
worin  das  {Se)p  =  7,8  entspricht  dem 
t;(S)  =  7,8;     y  =  2,051 

p  =  2,050     (Karsten). 
Demnach  ist 

V {Al^  O3 . SeO^^  +  KaO. SeO^  -f-  24 HO)  = 

(13,2  +  3.15,9)  +  (17,7  +  1 .  15,9)  +  24.8,1  =  288,9;  p  =  p. 
Diese  ^/2  03 -Modifikation  begegnet  uns  noch  im  Wermiculith  des  Hm. 
Crossley. 

In  anderen  Thonerde-Modifiikationen   ist  man  gezwungen  das  (^2)*' 
=  4,8  anzunehmen,  als  im 

1.  orientalischen  Sapphir  des  Hrn.  Scholz: 
v^Al^O^)  =  4,8  +  3.1,95  =  10,65;     p'=  4,836 

p  =  4,830     (Scholz). 
Die  Individuen  dieses  Sapphirs  haben  wir  wieder  in 

a)  reinem  Diaspor  =  Al2  0^.B0;  v=  10,65  +  7,65  =18,3;  p=  3,306 

p  =  3,303 
h)  Hydrargillit  =  ^/j  O3  +  3  ^0;    v=  10,65  +  3 . 7,65  =  33,6  ; 

p'=  2,336;    p  =  2,34. 

2.  Orient.  Sapphir  des  Hm.  £  rissen: 

V  {Al^  O3)  =  4,8  -f-  3 . 2,7  =  12,9 ;     p  =  3,997 

p  =  3,994     (Brisson). 
Die  Modifikationen   dieses  Sapphirs   finden  wir   wieder   im  Spinell 
Al^O^.ZnO.     Denn, 

{ZnO)„    ='7,2     (siehe  oben  .V) 
{Al20,\=12,9_ 

f?  =  2Ö,l;     p'=4,58;     ;j  =  4,58     (Ebelmen). 
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3.  Orient.  Sappbir  des  Hm.  Brisson: 

V  {Al^  O3)  =  4,8  +  3 . 3,9  =  16,5 ;    p  =  3,115 

p  =  3,131     (BriBflon)» 
Ebendies  {M^^  =  4,8  scheint  auch  zu  existiren  in  der  nur  ans  Verbin- 
dangen  bekannten  Modifikation : 

4.  {M^  O3),  —  13,8  =  4,8  +  3 . 3,0. 

War  man  genöthigt,  in  den  vier  erwähnten  Modifikationen  des  (Al^p 
=  4,8  anzunehmen ,  so  ist  man  in  den  beiden  folgenden  {JQv  '^  5,4  od«r 
=»  4,5  anzunehmen  genöthigt. 

5.  Orient.  Sapphir  des  Hrn.  Mnschenbroek: 

V  {Jl^  O3)  =  5,4  +  3 . 3,0  =  14,4 ;     p  =  3,569 

p  =s  3,562  (Mnschenbroek). 
Man  findet  die  Individnen  dieses  Sapphirs  wieder  im  künstlichen  Spinell 
des  Hm.  Ebelmen: 

v{Jl^  O^.MQO)  =  14,4  +  6,3  =  20,7;     p  =  3,450 

p  =  3,452     (Ebelmen) 
und  in  der  Gemme 

v{MGO.jil^O,/)  =  6,3  -f-  2.14,4  =  35,1 ;    p=  3,500 

p  =  3,523     (Mobs). 
Die  Differenz  zwischen  p'  und  p  findet  ihre  ErklSrang  darin ,  dass  stets  ein 
FeO'  Gehalt  das  p  erhöht. 

6.  Komnd: 

^(^2^3)  =  4,5 +  3.2,7  =  12,6;     p'  =  4,079 

p  =  4,0  —  4,07. 
DasB  diese  Modifikation  existirt,  ergibt  sich  aus 

v{j41^0.^  +  8^0)  =  12,6  +  8.9,0  =  84,6;  /=  1,459 

p  =  1,459   (Filhol). 

7.  Wie  aber  ist  die  Constitution  des  oft  auftretenden  Orient,  purpur- 
rothen  Rubins  zu  fassen  ? 

V  (Rubin  =  Jl^  O3)  =  12,0 ;    i>'  =  4,2833 

p  =  4,2813     (Brisson). 
Etwa  p  =  6, 15  +  3 . 1,95  =  12,0  ? 

Ueber  die  Alkalien  ICaO,  NaO,  LiO. 

Wir  haben  oben  schon  je  eine  Modifikation  zweier  Alkalien  kennen 
gelernt,  nämlich  {KaO)^  »s  17,7  und  {NaO)^,  r=  11,1.     Diese  alkalischen 
Individnen  sind  die  einzigen,  welche  allein  für  sich  erkannt  worden  sind. 
Von  LiO  liegt  leider  keine  Bestimmung  vor.     Es  ist 
v(Ka)    =45,0;    p=  0,871 
ae  {Ka)  =  39,2 ;    p  =  0,865     (Gay  -  Lussac) 
v{fia)    =23,4;     ;>'=  0,983 

p  =  0,988     (Schröder) 

Di|i&e*dby  Google 


206  Mathematische  Studien  über  die  Materie. 

v{Lt)  =  11,7;     /  =  0,6983 

p  =  0,598     (Bunsen), 
Zwischen  v{Na)   und   v{Li)  herrscht  die  merkwürdige   Gesetzmässigkeit: 
p(Na)  =  2.v{Li). 

In  den  bemerkten  Oxyden  existiren  die  ^  dieser  v : 
v{KaO)  =  i.45,0  +  2,7  =  15,0  +  2,7  =  17,7 
r(AaO)  =^.23,4  +  3,3  =  7,8  +  3,3  =11,1. 
Aus  v{NaO)  =  11,1  ergibt  sich  also  als  wahrscheinlich  0»  =  3,3.     Diese 
0- Modifikation   scheint    auch   im   Lithion    des    folgenden    Salpetersäuren 
Lithion  zu  existiren : 

v{LiO)  =  i.11,7  +  3,3  =  3,9  +  3,3  =  7,2 
vluO.NO^)  =  7,2  +  21,0  =  28,2  ;    p'=  2,447 

p  =  2,442     (Trooßt), 
Es  existirt  neben  (iVöj),,  =  26,1,   welches  wir  schon  kennen  gelernt 
haben,   nämlich   auch  die  Modifikation  {NO^p  =  21,0,   wie  sich   aus  fol- 
genden Salzen  ergibt: 

1.  v{NaO.NO^)  =  11,1+21,0  =  32,1;  /=  2,649 

p  =  2,654    (Kremers) 

2.  V {SrO.NO,;)  =  14,1  +  21,0  =  35,1 ;   p  =  3,0050 

p  =  3,0061  (Hassenfratz). 
Es  wäre  freilich  auch  mtiglich ,  dass 

{LiO)p  =  7,2  =  i.  11,7  +  1,35  =  5,85  +  1,36 
wäre.     Denn  dass  (Zt%  =  5,85  existirt,  ergibt  sich  aus  dem  Lithion  der 
andern  XtO .  iVOg  -  Modifikation  : 

v{LiO,NOrJ  =  8,55  +  21,0  =  29,55;  /=  2,335 

p  =  2,334     (Kremers) ; 
dieses  (Xi 0)„  =  8,55  ist  5,85  +  2,7 1 

In  einer  iVaO- Modifikation  ist  {Na)r  =  i.w(iVrt)  =  7,8  und  0^  =  4,95, 
welche  0-Modifikation  wir  oben  fanden  im  regul.  octaed.  As,0^  und  im 
octaed.  PhO\  demnach 

{TfaO\  =  7,8  +  4,95  =  12,75. 
Die  Existenz  dieser  Natron -Individuen  ergibt  sich  aus 

1.  v{NaO.NO,^)  =  12,75  +  26,1  =  38,85;  p=  2,1880 

p  =  2,1880     (Marx) 

2.  v{NaO.C^O^)  =  12,75  +  16,2  =  28,95;  p=  2,315 

p  =  2,315     (Bnignet). 
Wenn  so  der  Calcul  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt,  muss   wohl  jeder 
Zweifel  weichen  1 

In  den  bisher  kennen  gelernten  alkal.  Oxyden  ^aO  nnä  NaO  nnä  LiO. 
mit  Ausnahme  des  (ZtO)^  =  8,55,  nehmen  wir  das  v  des  verbundenen 
Metalls  als  ^  des  freien  Metalls.  Ich  werde  nun  zeigen  an  Oxyden ,  dass 
wie  in  {LiO\  =  8,55  =  ^.v{Lt)  -}-  2,7  so  auch  in  {JNaO)^  und  {KaO)^  das 
(Na)r  und  {Ka)^  gleich  ^.r(iVa)  und  i^.v{Kü)  gefunden  wurden. 
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Entflprechend  dem  (iiO)^  =  ^.11,7  +  2,7   finden    wir    (NaO),  = 
i.23,4  +  2,7  =  14,4in 

p.  (NaO.NO^)  =  14,4  +  26,1  =  40,5;  /«-  2,099 

p  =  2,096   (Klapproth,  Mohe). 
Ich  komme  nun  zu  einem  ICaO^  das  durch  ein  besonderes  Op  aus- 
gezeichnet ist,  nämlich  zu 

{ICaO)„  =  28,5  =  ^.45,0  +  6,0  =  22,5  +  6,0. 
Diese  üTaO- Modifikation  ergibt  sich  aus 

1.  v{iCaO.BO/)  =  28,5  +  2.19,35  =  67,2;  p  =  1,741 

p  =  1,740  (Buignet) 

2.  v{KaO,HO  +  2 . C^ O3)  =  28,5  +  9,0  +  2 .  16,2  =  69,9 ; 

p'  =  1,834;  p  =  1,836  (Buignet) 

3.  v{ICaO.Njff^O.C^ff^  Ojo),  dessen  p  =  1,700  (Schiff)  ist. 
Auch  dass  (iVa)p  als  ^  v{Na)  auftritt,  scheint  gewiss  zu  sein;  denn 

{NaO)„  =  |.23,4  +  3,9  ==  15,6  +  3,9  =  19,5 
scheint  wirklich  zu  existiren  in 

v{NaO.NO.^)  =  19,5  +  26,1  =  45,6;  p  =  1,864 

p  =  1,8694  (Muschenbroek). 
In  Vorstehendem  habe  ich  gezeigt,  wie  man  sich  aus  den  verschie- 
dentlichsten  Angaben  des  spezifischen  Gewichtes  für  ein  und  dieselbe  Ver- 
bindung zurechtfinden  kann.   Die  Verbindung  NaO,  NO^,  deren  p  folgende 
sind: 

p{NaO.NOr;)  =  1,8694  (Muschenbroek) 
=  2,096     (klapproth) 
=  2,188     (Marx) 
=  2,654     (Kremers) 
ist  sehr  lehrreich.     Aus  ihr  kann  man  lernen  den  Glauben  an  die  mehr- 
fachen Modifikationen  ein  und  derselben  Verbindung  und  dass  das  wahre 
spezifische  Gewicht  nicht  das  arithmetische  aus  seinen  verschiedenen  An- 
gaben ist. 

Ich  habe  nur  vier  verschiedene  Modifikationen  der  NaO.NO^  angeführt, 
ich  will  noch  eine  hinzufügen : 

v{NaO.NO^)  =  37,5;     p  =  2,266 

p  =  2,265     (Buignet). 
Ist  hier  p  =  11,4  -j-  26,1?     Diess  stimmte  mit 

v{NaO.ClO^)  =  11,4  +  35,1  =  46,5;  p  =  2,289; 
denn  dass  {ClOr^)p  =  35,1  existirt,  ergibt  sich  aus 

1.  v{KaO,ClO^)  =  17,7  +  35,1  =  52,8;  p  =  2,325  (Buignet) 

2.  r(^aO. (7/05.^0)  =  10,5 +  35,1 +  8,1  =  53,7;  p  =  2,988  (Buign.) 
und  seine  Constitution  ist  einfach  diese 

v(ClO^  =  21,6  +  5.2,7  =  35,1; 
denn 

1.    .(iV.«)  =  3,6 +  21,6  =  25,2;    ^  =  2,56    (SchiflO^^^^^^^^^^Q^^gl^ 
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2.  p(F«.C/)  =  3,6  +  21,6  =  25,  2;    />  =  2,53 

3.  V [hG^ .Cl)  =  2, 7,2  +  21,6  ==  36,0;    p  =  6,56     (Schiff). 

Nach  dieser  Uebereinatimmang  zwbchea  v{NaO.NO^)  =  37,5  und 
v{NaO, ClO^)  =»  46,5  scheint  es  gewiss  zu  sein,  dass  {NaO),  =»  11,4  =  7,8 
-{-  3,6  existirt.  Aber  es  scheint  nur  so!  absolute  Gewissheit  ist  ea  nicht, 
wie  man  aus  Folgendem  erkennen  kann. 

Hr.  Kremers  (vergl.  Liebig's  und  Kopp's  Jahresbericht  für  1852 
pag.  15)  fand 

p^  (BaO .  NO^ ,  bei    14»  krystallis.)  =  3,240  —  3,242 
p.^lBaO.NO^,  bei  100«  krysUlHs.)  =  3,222  —  3,228 
Wir  haben  oben  kennen  gelernt  v{BaO)  =  14,1,     Dieses  v{BaO)  ist 
in  v{BaO.NO^)  vom  p^ ;  denn 

t;,  {BaO,NO^)  =  14,1  -f-  26,1  =  40,2;  p\  =  3,246 
aber  in 

v.^ {BaO.NO^)  =  40,5  {p\  =  3,222  =  p.^) 
kann  BaO  oder  auch  NO-^O^  modifizirt  sein.  Wäre  hier  {BaO)p  =  14,4,  so 
wäre  oben  auch  {NaO),  =  11,4;  ist  dagegen  hier  {N0^%  =  26,4,  so  ist 
oben  auch  (iVOj)»  =  26,4.  Diese  exakte  Untersuchung  des  Hm.  Kremers 
lässt  also  sehr  wahrscheinlich  erscheinen,  dass  obiges  NaO.NO^  des  Hm. 
Buignet  nach  nochmaliger  Auflösung ,  bei  niederer  Temperatur  mit  einem 
um  0,3  geringeren  v  krystalli^iren  würde. 

Ueber  SiO^. 

Oben  haben  wir  kennen  gelernt 

i,(5i)  =  5,7 
a.     V  {SiO^)  =  6,7  +  2 . 3,9  =  13,5 ;     p  =  2,222 

p  =  2,222     (Schaffgotsch). 
Diese  5t02- Modifikation  finden  wir  wieder  im 

1 .  Leacit  =  M^  0.^ .  äO.,»  +  JTa  0 .  SiO.^ 

V  =  (16,5  +  3.13,5)  +  (17,7  +  13,5)  =  88,2;  p'=  2,479 

p  =  2,480  (Ranunelsb.). 
In  diesem  Al^  0^  (siehe  oben !)  ist  also  dasselbe  Op  wie  im  S/Oj. 

2.  Eudnophit  =  Al^O^,SiO.^^  +  NaO.SiO^  +  2E0. 

V  ==  (16,5  +  3.13,5)  +  (11,1  +  13,5)  +  2.7,65  =  96,9; 

p  =  2,274;  p  =  2,27     (Berlin). 
Man  kann  diesen  Eudnophit  als  ein  Natron  -  Leucit  -  Hydrat  auffassen. 

3.  Natrolith  =  Al^O^.SiO.^^  +  NaO.SiO.^  -f-  2jB^0;  er  gibt  leicht  sein 
Wasser  ab  {BO^  =  8,1). 

V  =  (16,5  +  2.13,5)  +  (11,1  +  13,5)  +  2.8,1  =  84,3; 

p'=  2,259;  p  =  2,254  ~  2,258  (Kenngott). 

4.  Apophyllit   aus  dem  Badanthale  am  Harze  =  i^.CaO'^ ,SiO^  -f 
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V  =  4(2.8,85  +  3.13,5)  +  (17,7  +  3.13,5)  +  16.9,0  =  435,0       . 
p=  1,966;    p  =  l,96     (Rammelsberg). 
Man  übersehe  nicht,  dass  hier  2{CaCi)„  =^  {KaO\  ist!   Hat  {KaO)^  viel- 
leicht noch  einmal  so  viel  Individuen  als  (C^aO)»? 

5.  Bronzit  =  MGO.SiO^, 

t,  =  8,7  +  13,5  =  22,2 ;    P^p  =  2,252. 
Hier  haben  wir  also  das  oben  discutirte  v{MGO)  =  8,7,  worin  0»  =  3,9 
ist,  wie  in  v(SiO^  =  13,5. 

6.  Thomsonit  von  Dumbarton: 

S{Al^O^.SiO^)  +  Q(CaO,SiO^)  +  NaO^.SiO^^  +  20^0. 

t;=8(12,6  +  13,5)  +  6(8,85+13,5)  +  (2. 11,1+3.13,5)4-20.7,65=558,6 

p'  SS  p  =  2,383    (Rammeisberg). 
In  diesem  Thomsonit  haben  wir  also  die  Individuen  des  Korunds. 

7.  Glas,  von  Pelouze  kurz  vor  seinem  Tode  hergestellt  (Compt. 
rend.  i4  Janvier  1867) : 

102  ÄOj    =  74,97  (75,00);      y  =  102 ,  13,5  =  1377,0 

23  ^aO    =17,46(17,40)  23.11,1=    255,3 

6^/^03=    7,57    (7,60)  6.13,8=      82,8 

i;=  1715,1 
p'  =  2,380;     p  =  2,380     (Pelouze). 

8.  Tayalit  des  Hrn.  6m el in:  FeO\SiO.^^. 

t,  =  5 . 6,6  4-  2 .  13,5  =  60,0;     p  =  4,133 

p  =  4,138     (Gmelin). 
Hier  haben  wir  {FeO)„  =  6,6;  wie  z.  B.  auch  in 

V {FeO.SO.;)  =  6,6  -f  20,25  =  26,85 ;    p  =  2,840 

p  =  2,841     (Filhol). 
In   diesem  schwefelsauren   £isenoxydul  haben   wir    nämlich   das   v{SO^) 
=  20,25,  was  für  p{SO^)  =  1,970  (Bussy)  oben  kennen  gelernt  wurde. 

9.  CuO.SiO^  +  2irO;  schönste  Varietät. 

V  =  6,6  +  13,5  +  2 . 9,0  =  38,1 ;     p  =  2,302 

p  =  2,304  (Breithaupt). 

b.  v{SiO^)  =  11,7  =  5,7  +  2.3,0;     p=  2,5641 

p  =  2,5648    (Brisson). 
Diese  Modifikation  nennt  Brisson  ägyptischen  Kiesel.     Wir  finden  sie 
wieder  in 

v{jil.O^KSiO^^)  =  4.12,0  +  3.11,7  =  83,1;     p  =  3,559 

p  =  3,559  (Mobs), 
worin  wir  die  Individuen  des  purpurrothen  Knbins  haben. 

c.  v{SiO^)  =  11,25;     p  =  2,666 

p  =  2,664     (Brisson). 
Auch  diese  Modifikation  nennt  Brisson  ägyptischen  Kiesel,  ^re  Gon- 
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stitution    lässt   sich   bis  jetzt    nicht  feststellen.     Die  Individuen  dieser 
Modifikation  finden  vir  wieder  im 

1.  Wollastonit  =  CaO .  SiO^ ;     v  =  8,85  +  1 1,25  —  20,1  ; 

p'=«  2,889;    /*  =  2,885     (Molis) 

2.  'v{FeO.  SiOj)  =  6,6  +  1 1,25  =  17,85 ;    /  =  1,709 

p  s=  1,713    (Neumann). 
Hier  haben  vir  dieselbe  FeOy  vie  in  FeO.SO^l 

3.  Gymnit  =  MGO^ .  SiO^^  +  6  iTO ; 

t;  =  4.6,3 +  3.11,25  +  6.7,65=  104,85;    /=  2,136 

p  =  2,136. 
d.    v{SiO^  =  Bergkrystall)  =  5,7  +  2.2,7  =  11,1;  p  =  2,70 

p  =  2,70(Gmel.) 
Die  Individuen  dieses  Bergkrystalls  finden  wir  neben  den  Individuen 
des  Sapphirs  von  ^uschenbroek  im 

1.  Andalusit  =  Al^  0^^ .  SiO^ ;  ^ 
t;=  2.14,4 +  3.11,1  =  62,1;     p'=  3,105 

p  =  3,104     (Mohs) 

2.  Al^On^.SiO^  +  2HO', 

V  =  14,4  +  2.11,1  +  2.7,65  =  51,9;  p'=  2,686 

p  =  2,690  (Finkenscher). 
Die  Individuen  des  Bergkrystalls  finden  wir  wieder  im 

3.  Serpentin  =  MGO.  HO^  +  2  {MGO .  SiO^ ; 

t;=  (6,3  +  2.6,3)  +  2(6,3  +  11,1)  =  53,7;    //=  2,570 

p  =  2,57     (Hermann) 

4.  Sarkolith  vom  Vesuv  = 

52 .  Al^  O3 .  ÄOj  +  1 3 .  AaO .  ÄO2  +  3  KaOSiO.^  +  47 .  CaO»  ÄO./ ; 
V  =  52(16,5  +  11,1)  +  13(11,1  +  11,1)  +  3(17,7  +  11,1)  + 
•  +  47(3.8,85 +  2.11,1)  =  17  =  4101,45;    /  =  2,932;  p  =  2,932 

(Rammeisberg). 
Die  übrigen  Modifikationen  der  Kieselerde  und  ihr  Auftreten  in  den 
Silikaten  in  der  Fortsetzung. 
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Beiträge  zur  Holecularphysik. 

Von 

Prof.  Dr.  WiTTWEK 

in  Reg^onsburg-. 


Bekanntlich  war  es  die  Lehre  vom  Lichte,  welche  zuerst  darauf 
aufmerksam  machte,  dass  es  ausser  den  schweren  Stoffen  noch  einen 
anderen,  den  sogenannten  Aether,  gebe,  der  sich  dadurch  auszeichnet, 
dass  seine  einzelnen  kleinsten  Theilchen  sich  nicht  anziehen ,  wie  das 
Gravitationsgesetz  von  den  Körpern  erheischt,  sondern  sich  ahstossen; 
denn  wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  wäre,  so  würde  es  unmöglich 
sein,  dass  der  Aether  den  ganzen  Kaum  erfüllte  und  durch  seine 
Schwingungen  das  Licht  veranlasste.  Die  Erfüllung  des  allgemeinen 
Baumes  wäre  allenfalls  noch  denkbar,  wenn  die  Aethertheilchen  auf  ein- 
ander weder  eine  anziehende  noch  eine  abstossende  Wirkung  ausüben 
würden,  aber  die  Oscillationen ,  welche  anzunehmen  die  Optik  gezwungen 
ist,  weisen  mit  strenge  Nothwendigkeit  auf  eine  gegenseitige  Abstossung 
hin,  welche  einerseits  das  schwingende  Aethertheilchen  wieder  in  die 
Ruhelage  zurückzuführen  strebt,  andererseits  einem  andern  mit  dem 
ersten  nicht  in  unmittelbarer  Berührung  stehenden  Theilchen  Bewegung 
mittheilt.  In  unmittelbarer  Berührung  können  aber  die  Aethertheilchen 
nicht  sein,  und  dabei  doch  den  ganzen  Raum  erfüllen,  denn  sonst  wäre 
alle  Bewegung  unmöglich.  Es  bleibt  aldo  nur  die  Annahme  übrig,  dass 
die  Aethertheilchen  sich  ahstossen ,  und  dieser  Annahme  folgen  auch  die 
sämmtlichen  Physiker  unserer  Zeit. 

Bezüglich  der  gegenseitigen  Einwirkung  der  Aether-  und  der 
schweren  Theilchen  gilt  zumeist  als  Thatsache,  dass  dieselbe  eine  An- 
ziehung sei,  während  einzelne  Stimmen  (z.  B.  Wiener,  die  Grundzüge 
der  Weltordnung)  sich  für  eine  Abstossung  aussprechen. 

Als  Resultat  des  Zusammenwirkens  von  Aether-  und  schweren  Theil- 
chen findet  man  die 'Theorie  als  allgemein  herrschend,  dass  um  ein 
schweres  Atom  herum  eine  Atmosphäre  von  Aethertheilchen  sich  lagere, 
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in  deren  Schichten,  wie  bei  der  Atmosphäre  unserer  Erde,  die  Aether- 
theilchen  um  so  dichter  bei  einander  sind,  je  näher  erstere  dem  schweren 
Kerne  sind,  während  bei  wachsender  Entfernung  von  dem  Kerne  die 
Dichtigkeit  der  Schichten  immer  geringer  wird,  bis  endlich  der  Unter- 
schied zwischen  der  Schichte  und  .dem  allgemeinen  Baume  verschwindet. 
Am  deutlichsten  ausgesprochen  findet  sich  dieser  Satz  in  Bedten- 
bachers  „Dynamidensystem*^ 

Was  die  Bewegung  der  Lichtstrahlen  anbelangt,  so  heisst  es  in 
sämmtlichen  mir  bekannten  Lehrbüchern  der  Physik,  die  darüber  sprechen, 
dass  die  Schwingungen  sich  in  dem  dichteren  Aether  weniger  rasch  fort- 
pflanzen als  in  dem  dünneren,  dass  also  das  Licht  im  allgemeinen  Baume 
schneller  gehe  als  in  den  durchsichtigen  Körpern,  weil  in  letzteren  der 
Wirkung  der  schweren  Atome  auf  die  Aethertheilchen  wegen  diese 
Aethertheilchen  dichter  bei  einander  sind.  Man  denkt  sich  das  Licht 
etwa  so  durch  das  Medium  gehend,  wie  eine  Kugel  durch  die  Luft  oder 
einen  andern  Körper  wandert,  wobei  sie  in  dem  dichteren  Medium 
des  grösseren  Widerstandes  wegen  nur  langsamer  vorwärts  kommen  kann. 
Es  lässt  sich  schwerlich  behaupten,  dass  diese  Vorstellung  über  jedes 
Bedenken  erhaben  sei ,  denn  der  Aether  ist  nicht  das  die  Bewegung  des 
Lichtes  hemmende  Medium,  sondern  er  ist  selbst  der  Träger  derselben, 
und  die  Bewegung  muss  sich  im  Allgemeinen  um  so  rascher  fortpflanzen, 
je  grösser  die  gegenseitige  Einwirkung  der  Aethertheilchen  ist,  und  dass 
diese  wächst,  wenn  die  Distanzen  der  Aethertheilchen  kleiner  werden, 
wenn  also  deren  Dichtigkeit  wächst,  dürfte  wohl  als  sicher  angenommen 
werden.  Will  man  das  Licht  rücksichtlich  seiner  Fortpflanzung  mit 
einem  andern  Vorgänge  vergleichen,  so  eignet  sich  weit  besser  als  die 
fliegende  Kugel  oder  die  bekannte  Cavalerieabtheilung  der  Schall,  und 
von  diesem  weiss  man ,  dass  er  in  den  festen  Körpern  und  in  den  tropf- 
baren Flüssigkeiten  rascher  geht  als  in  den  Gasen,  und  seine  grössere 
Geschwindigkeit  fällt  also  auf  die  dichteren  Medien.  Es  gibt  nun  sicher- 
lich Umstände  genug,  welche  veranlassen  können,  dass  der  Schall  bei 
nicht  sehr  bedeutender  Dichtigkeits verschiedenkeit  in  dem  dichteren 
Medium  langsamer  geht;  allein  die  Vergleichung  des  Verhaltens  der  die 
grösste  Verschiedenheit  bietenden  Stoffe,  der  festen  und  der  tropfbar- 
flüssigen Eiörper  einerseits,  der  Gase  andererseits,  spricht  offenbar  dafür, 
dass  der  Schall  in  dichteren  Körpern  schneller  geht.  Bei  dem  Lichte,  das 
mit  dem  Schalle  so  viel  Analogie  hat,  kann  man  nun  nicht  wohl  das 
Entgegengesetzte  annehmen. 

Offenbar  ist  die  Lehre  vom  Lichte  unter  den  physikalischen  Disci- 
plinen  diejenige,  welche  am  ehesten  geeignet  ist,  uns  über  die  Verhält- 
nisse des  Aethers  Aufschluss  zu  geben,  und  sie  sagt  uns,  dass  der 
Aether  in  der  Nähe  der  schweren  Atome  weniger  dicht  sei 
als  im  allgemeinen  Baume.  r^^^^^T^ 
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Ausser  diesen  theoretischen  Schlossfolgernngen  kann  ich  mich  auch 
auf  einen  mathematischen  Beweis  stützen,  und  mein  Gewährsmann  ist 
Cauchy,  welcher  in  seinem  Memoire  sur  la  dispersion  de  la  lumiere 
§  9  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  untersucht,  wie  sie  in  denjenigen 
Medien  stattfindet,  welche  keine  Farhenzerstreuung  hahen,  und  hierhei 
gefunden  hat  (S.  193),  dass  in  denselben  die  Lichtgeschwin- 
digkeiten sich  direct  (also  die  Brechungsco^fficienten  um- 
gekehrt) verhalten,  wie  die  Quadratwurzeln  der  Aetherdich* 
tigkeit. 

Ich  muss  gestehen,  dass  es  mir  höchst  auffallend  war,  dass  dieser 
Satz,  der  sich  in  einem  eben  so  berühmten  als  vielfach  dtirten  Werke 
findet,  so  ganz  in  Vergessenheit  gerathen  konnte,  dass  die  ihm  direct 
widersprechende  Annahme,  die  Aetherkugeln  seien  in  der  Nähe  der 
Körper  näher  bei  einander  als  im  allgemeinen  Baume,  so  unbedingt 
herrschend  wurde.  Allerdings  bezieht  sich  der  Cauchy'sche  Satz  zu- 
nächst nur  auf  das  Verhältniss  von  allgemeinem  Baume  und  Gasen, 
unsem  einzigen  Medien,  die  keine  Farbenzerstreuung  haben;  aber  man 
kann  doch  nicht  annehmen,  dass  bei  den  farbenzerstreuenden  Medien 
bezüglich  der  Aetherdichtigkeit  gerade  das  Entgegengesetzte  von  dem 
eintrete,  was  die  Medien  ohne  Dispersion  zeigen.  Einen  Bechnungs- 
fehler,  der  dieses  allgemeine  Stillschweigen  in  den  allgemeineren  Werken 
rechtfertigte,  habe  ich  in  der  in  Bede  stehenden  Abhandlung  nicht  finden 
können,  und  Badike  hat  wohl  dasselbe  Schicksal  gehabt,  denn  sonst 
würde  er  diesen  Satz  nicht  zweimal  (Handbuch  der  Optik  11  466  und 
Abhandlung  über  die  Optik  in  Doves  Bepertorinm  der  Physik)  in  ver- 
schiedenen Bearbeitungen  wiedergegeben  haben. 

Die  Ursache  der  in  der  Nähe  der  schweren  Atome  vorkommenden 
Verdünnung  des  Aethers  sind  diese  Atome  selbst,  und  da  jede  Ursache  in 
der  Nähe  ihrer  Quelle  stärker  wirkt  als  in  der  Ferne,  so  müssen  wir 
annehmen,  dass  zunächst  um  die  Atome  herum  diese  Verdün- 
nung des  Aethers  den  höchsten  Werth  erreiche,  so  dass  also 
entgegengesetzt  von  der  allgemein  herrschenden  Ansicht 
die  Dynamiden  eine  von  innen  nach  aussen  zunehmende, 
nicht  abnehmende  Aetherdichtigkeit  zeigen. 

W-  —  1 
Bekanntlich  gilt  für  die  Gase  die  Gleichung  —  —  =  c,    wenn    n 

den  Brechungscoefficienten ,   d   die  Dichtigkeit   des  Gases,   c   eine  Con- 
stante  bedeutet,     Bezeichnjet  man  mit  q  die  Aetherdichtigkeit,  so  wird 

«^  =  — ,   wenn   a    eine   Constante  ist,    und    durch  Verbindung    dieser 

Gleichung  mit  der  vorhergehenden  erhält  man: 
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^-1 

-^r- =  c,    d.i.  Q  = 


d  y    '  -  ^     ca  +  1' 

wenn  also  d  (im  allgemeinen  Räume)  =  0  wird ,  so  wird  ^  ss  a ,  welch 

letzteres  mithin  die  Aetherdichtigkeit  im  freien  Räume  angibt,     q  ist  die 

mittlere  Dichtigkeit  des  Aethers  der  Dynamide,  und  da  dieselbe  abnimmt, 

wenn  das  Volumen  sieh  vermindert;   d.  i.   die  Dichtigkeit  d  des  Oases 

wächst,  so  ergabt  sich,  dass  die  einzelnen  Aetherschichten  von  aussen  nach 

innen   immer  weniger  dicht  sein  müssen.     Das  Brechungsvermögen  der 

V— 1 
nichtluftförmigen  Körper,   also   die   Grösse  — - — ,   scheint  constant  zu 

bleiben,  so  lange  der  Körper  nicht  in  den  gasförmigen  Zustand  über- 
geht (Müll  er- Po  uill  et  s  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  6.  Aufl. 
I  561)  und  soweit  diese  Beständigkeit  anhält,  muss  auch  für  sie  bezüg- 
lich der  Aetheratmosphäre  die  nämliche  Norm  gelten  wie  bei  den  Oasen. 

Es  möge  mir  gestattet  sein,  über  die  Annahme,  dass  bei  sehr 
kleinen  Distanzen  die  kleinsten  Theilchen  der  Körper  nach  einem  andern 
Gesetze  als  bei  grossem  wirken,  wie  z.  B.  nach  der  Formel  a'*,  in  wel- 
cher a  eine  Constante,  r  die  Entfernung  bedeutet,  einige  Bemerkungen 
zu  machen. 

Auf  solche  Formeln  musste  man  zu  einer  Zeit  kommen,  als  die 
Lehre  vom  Aether  noch  nicht  anerkannt  war,  denn  es  ist  klar,  dass, 
wenn  man  die  Existenz  des  Aethers  ignorirt,  man  durch  die  einfache 
Beobachtung  der  Porosität  der  Körper  darauf  geführt  werden  muss, 
dass  die  Newton' sehe  Attraction  nicht  ausreicht,  dieselbe  zu  erklären. 
Nimmt  man  Dynamiden  mit  einem  schweren  von  Aetherkugeln  umgebenen 
Kerne  an,  so  kann  man,  wie  ich  in  einer  andern  Abhandlung*^)  gezeigt 
habe,  die  verschiedenen  Erscheinungen  der  Cohäsion,  als  da  sind  Ab- 
stossung  bei  sehr  geringer  Distanz,  Indifferenzpunkt,  dann  Anziehung, 
die  bei  wachsender  Entfernung  zweier  Dynamiden  zuerst  grösser  wird, 
dann  abnimmt,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst  u.  s.  w«,  ganz 
leicht  aus  den  Differenzen  der  verschiedenen  Wirkungen  ableiten,  ohne 
dass  man  andere  Gesetze  zu  Hülfe  zu  nehmen  brauchte,  als  man  jeden 
Tag  zu  beobachten  Gelegenheit  hat. 

Bekanntlich .  nimmt  die  gegenseitige  Wirkung  zweier  Magnete  ab, 
wie  die  dritte  Potenz  der  Entfernung  wächst;  sie  thut  dieses,  solange 
die  Entfernung  gegen  die  Dimensionen  der  Magnete  gross  ist,  und  bei 
NichterfEillung  dieser  Bedingung  kommt  ein  ganz  anderes  Resultat  zum 
Vorschein.  Wollte  man  all  den  Wechsel,  der  hier  stattfindet,  der  Wir- 
kung einer  einzigen  Kraft  zuschreiben,  so  müsste  diese  wohl  nach  einem 
ganz  sonderbaren   Gesetze    wirken;    nimmt    man   aber  Differenzen    von 
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Kräften  an,  die  stets  abnehmen,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung 
wächst,  so  erklären  sich  die  beobachteten  i^scbeinnngen  auf  die  ein- 
fachste Weise  von  der  Welt.  Ist  es  unmöglich ,  ist  es  nur  unwahrschein- 
lich, dass  es  bei  den  Molecularerscheinungen  auch  so  sei?  Die  Erfahrung 
lehrt,  dass  diejenigen  Naturgesetze,  welche  die  einfachsten  sind,  sich 
am  besten  bewähren,  und  hieven  sollte  man  ohne  die  äusserste  Noth 
nicht  abgehen.  Dass  eine  einfache  Kraft  in  geringer  Entfernung  nach 
einem  andern  Gesetze  wirke  als  in  grösserer,  ist  meines  Wissens  in  der 
Natur  ohne  Beispiel,  denn  wo  scheinbar  eine  solche  auftritt,  ergibt  sich 
bei  näherer  Betrachtung  ein  Zusammenwirken  von  mehreren.  Ich  werde 
daher  in  dem  Nachstehenden  von  dem  Satze  ausgehen,  dass  die  gegen- 
seitige Einwirkung  zweier  Elementarkörper  in  jeder  Entfernung  dem 
nämlichen  Gesetze  gehorche. 

Betrachten  wir  nun  das  Zusammenwirken  von  Aether  und  Massen- 
theilchen  in  den  Djnamiden  etwas  näher,  und  nehmen  wir  der  all- 
gemeinen Ansicht  folgend  an,  jede  Dynamide  bestehe  aus  einem  schweren 
Kerne  und  einer  ihn  umgebenden  Atmosphäre,  die  aus  einer  ungezählten 
Menge  von  Aethertheilchen  besteht  I 

Die   Aethertheilchen   stossen   sich   ab.     Dieses   ist  notorisch.      Der 
schwere  Kern  kann  auf  die  Aethertheilchen 
L     anziehend, 
II.     gar  nicht, 
m.     abstossend 
wirken. 

I.  Ist  die  Wirkung  eine  anziehende,  so  haben  wir  folgende  zwei 
Möglichkeiten.     Es  kann 

a)  die  Anziehung  bezüglich  der  Entfernungen  dem  nämlichen  Gesetze 
gehorchen,  welches  die  Abstossung  der  Aethertheilchen  unter  ein- 
ander beobachtet; 

b)  die  Anziehung  kann  mit  einer  höheren  Potenz  also  rascher,  oder 
sie  kann  mit  einer  niedrigeren  Potenz  also  langsamer  abnehmen 
als  die  gegenseitige  Abstossung  der  Aethertheilchen. 

a)  Wenn  beide  Wirkungen  das  nämliche  Gesetz  befolgen,  so  muss 
sich  um  den  Massenkem  eine  Anzahl  von  Aethertheilchen  sammeln  und 
dieses  wird  solange  fortdauern,  bis  die  Anziehung,  welche  der  Massen- 
kem auf  ein  femstehendes  Aetheratom  ausübt,  durch  die  Abstossung 
der  bereits  angezogenen  aufgehoben  wird.  Es  tritt  hier  der  Fall  ein, 
den  ich  in  meinem  Entwürfe  einer  Mplecularphysik  S.  179  Gleichung  1 
nnd  2  abgeleitet  habe.  Die  durch  den  Massenkern  angesammelten 
Aetherkugeln  sind  entweder  sämmtlich  mit  dem  Kerne  in  unmittelbarer 
Berührung  (oder  bilden  bei  gehöriger  Anzahl  eine  Art  von  Rinde  um 
ihn),  oder  sie  thun  dieses  nur  zum  Theile.  Im  ersten  Falle,  welcher 
eintritt,  wenn  die  Kräfte  abnehmen,   wie   das   Quadrat   der  Entfernung 
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wächst,  haben  wir  einen  Massenkern  und  fest  damit  verbundene  Aether* 
kugeln,  und  die  ganze  Verbindung  ist  auf  den  äussem  Aether  ohne 
Einflufls,  da  Anziehung  der  Hassenkugel  und  Abstossung  der  Aether- 
rinde  sich  aufheben,  und  wir  haben  daher  den  oben  unter  IL  vorgesehenen 
Zustand.  Befolgen  die  beiden  Wirkungen  ein  anderes  Gesetz,  so  ent- 
steht im  Allgemeinen  um  den  Massenkern  herum  eine  Aetheratmosphäre, 
die  durch  die  Anziehung  des  Kernes  festgehalten  wird  und  auch  bleiben 
würde,  wenn  der  allgemeine  Baum  frei  von  allem  Aether  wäre.  Kommt 
der  Aether  des  allgemeinen  Baumes  noch  in's  Spiel,  so  vermehrt  sich 
durch  den  Druck  desselben  die  Dichtigkeit  des  von  der  um  den  Kern 
stehenden  Atmosphäre  erfüllten  Baumes  noch  um  eine  der  Dichtigkeit, 
welche  der  Aether  des  allgemeinen  Baumes  hat,  entsprechende  Orösse 
und  es  ergibt  sich  also,  dass  der  Aether,  der  den  Massenkern  umgibt, 
jedenfalls  dichter  bt  als  äei  fern  stehende. 

b)  Wenn  die  Anziehung  zwischen  Aether  und  Massenkern  ein  anderes 
Gesetz  befolgt,  als  die  Aetherabstossung,  so  ist  die  eben  angegebene 
Sättigung  des  Kernes  nicht  möglich ,  oder,  wenn  man  will,  die  Sättigung 
für  die  eine  Entfernung  gilt  nicht  auch  für  die  andere.  Es  wäre  in 
diesem  Falle  gar  nicht  denkbar,  dass  der  in  einiger  Entfernung  von 
einem  Weltkörper  befindliche  Aether  die  nämliche  Dichtigkeit  hätte,  als 
der  Aether,  welcher  fem  von  allen  Sternen  sich  befindet.  In  diesem 
Falle  wären  die  verschiedensten  Brechungen  des  Lichtes  im  allgemeinen 
Banme  selbst  die  unausbleibliche  Folge,  von  dem  regelmässigen  (schein- 
baren) Laufe  der  Gestirne  wäre  keine  Bede  mehr.  Man  könnte  allen- 
falls, insoweit  die  Erde  im  Spiele  ist,  die  eintretende  Lichtbrechung  als 
in  der  Strahlenbrechung  des  Luftkreises  einbegriffen  betrachten ;  aber  bei 
Stembedeckungen  des  Mondes  mflsste  die  Wirkung  nothwendig  eintreten. 
Bekanntlich  beruht  auf  der  Erscheinung  der  Sternbedeckungen  der  Be- 
weis, dass  der  Mond  keine  Atmosphäre  hat.  Der  Fall  b)  kommt  also 
in  der  Natur  nicht  vor,  die  Anziehung  zwischen  Massentheil  und  Aether 
und  die  gegenseitige  Abstossung  der  Aethertheilchen  befolgen  rücksicht- 
lich der  Entfernung  das  nämliche  Gesetz,  es  möge  dieses  sein,  welches 
immer  es  wolle. 

IL  Wenn  Aethertheilchen  und  Massentheilchen  gar  nicht  auf  ein- 
ander wirken,  so  ist  auch  kein  Grund  vorhanden,  warum  in  der  Nähe 
der  letzteren  eine  andere  Vertheilung  der  ersteren  eintreten  sollte  als 
ferne  davon. 

m.  Stossen  Massenkern  und  Aether  sich  ab,  es  mag  dieses  nach 
was  immer  für  einem  Gesetze  geschehen ,  so  sind  die  zwei  Fälle  möglich : 

a)  die  Massenkeme  ziehen  sich  an; 

b)  sie  stossen  sich  ab. 

ä)  Ziehen  sich  die  Massentheilchen  an ,  so  werden  unter  vorstehender 
Bedingung  die  porösen  Körper  unmöglich,    d.  h.   es   kann   nicht  mehr 
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vorkommen,  dass  swei  Kerne  in  einiger  Entfernung  stehen  bleiben. 
Befindet  sieb  eine  Aetberkngel  zwischen  zwei  Massenkngeln ,  so  wird 
jede  der  letzteren  abstossend  auf  sie  wirken,  und  man  kann  diese  Ab- 
stosaung  in  zwei  Kräfte  zerlegen,  von  denen  die  eine  in  der  Verbin- 
dungslinie der  beiden  Massenkugeln  liegt,  während  die  andere  senkrecht 
darauf  steht.  Letztere  drückt  die  Aetherkugel  weg  und  die  Massen- 
kugeln nähern  sich  einander  bis  zur  Berührung.  Es  wäre  denkbar,  dass 
die  Aetherkugel  genau  in  der  Verbindungslinie  der  Massenkugeln  Hegt, 
dasB  also  die  auf  dieser  senkrecht  stehende  Componirende  der  Abstossung 
verschwindet;  allein  dieses  wäre  nur  ein  dem  labilen  Gleichgewichte 
entsprechender  Specialfall,  der  im  nächsten  Augenblicke  bei  der  gering- 
sten Bewegung  (und  Oscillationen  hat  man  ja  fortwährend)  aufgehoben 
würde. 

b)  Stossen  sich  auch  die  Massenkeme  ab,  so  haben  wir  in  der 
ganzen  Natur  keine  Anziehung,  und  das  Vorkommen  der  Körper,  die 
aus  mehreren  Theilen  bestehen  und  deren  Theile  zusammenhängen, 
würde  unmöglich. 

Es  bliebe  nun  noch  übrig,  die  Möglichkeit  zu  besprechen,  dass  die 
Massenkeme  auf  einander  abstossend ,  auf  den  Aether  anziehend  wirken, 
sowie  der  Fall,  dass  die  Massenkeme  keine  Kugeln  sind,  sondern  be- 
liebige Gestalt  haben. 

Wenn  Abstossung  zwischen  Massenkern  und  Massenkem,  Anziehung 
zwischen  Kern  und  Aether  stattfindet,  so  haben  wir,  insoweit  es  sich 
wie  hier  nur  um  die  AetherhüUe  des  Kernes  handelt,  den  oben  unter 
I.  besprochenen  Fall. 

Weicht  die  Gestalt  der  Massenkerne  von  der  der  Kugel  ab ,  so  wird 
dämm  wohl  die  Gestalt  der  Dynamide  geändert,  auf  die  Frage  aber, 
ob  die  Aetherkugeln  der  Hülle  in  der  Nähe  des  Kernes  dichter  seien 
als  ferne  davon,  ist  dieser  Umstand  ohne  Einfluss. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ergibt  sich,  dass  die  Ent- 
stehung von  Aetherhüllen  der  schweren  Körper  unmöglich  sei,  wenn 
man  die  Bedingungen  stellt,  dass  diese  Hüllen  aus  einer  grossen  Menge 
von  Aethertheilchen  zusammengesetzt  und  dabei  weniger  dicht  sein  sollen 
als  der  Aether  im  allgemeinen  Baume.  Wenn  nun  die  Beobachtung 
lehrt,  dass  in  dem  die  schweren  Atome  rings  umgebenden  Baume  Aether 
von  geringerer  Dichtigkeit  sich  befindet,  so  muss  die  erste  der  obigen 
Bedingungen  nicht  in  der  Natur  begründet  sein.  Ich  kann  mir  nun 
keine  andere  Zusammensetzung  der  Dynamiden  denken  als  die,  welche 
der  von  mir  in  meinem  Entwürfe  einer  Molecularphysik  (S.  189)  an- 
gegebenen analog  ist,  und  die  darauf  beruht,  dass  die  Zahl  der  sich 
an  einen  Massenkern  anlagernden  Aethertheilchen  kleiner 
ist,  als  dieZahl  der  einem  Aethertheilchen  des  freien  Baumes 
zunächststehenden. 
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C auch 7  hat  in  seinem  Memoire  sur  la  dispersion  de  la  lumere{§9 
p.  191)  auch  das  Gesetz  angegeben,  nach  welchem  sich  die  gegenseitige 
Abstossung  der  Aethertheilchen  regelt,  er  hat  nämlich  gefunden,  Aus 
sie  abnimmt  wie  die  vierte  Potenz  der  Entfernung  wächst.  Man  hätte 
demnach  alles,  was  man  zur  Ableitung«  der  MolecularerscheinuDgen 
braucht,  und  es  wäre  nur  noch  die  Constantenbestimmung  ttbrig.  Denn 
setzt  man: 

1)  Massentheilchen  und  Massentheilchen  ziehen  sich  mit  einer  Kraft 
an,  welche  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional 
ist  (Newton'sches  Gesetz),  und 

2)  die  Aethertheilchen  stossen  sich  mit  einer  Ejrafk;  ab,  die  im  um- 
gekehrten Verhältniss  zum  Biquadrate  der  Entfernung  steht  (Can- 
chy'sches  Gesetz), 

so  bleibt  nur  die  Wirkung  zwischen  Aether  und  Massentheilchen  zn 
suchen  übrig.  Diese  Wirkung  muss  eine  Anziehung  sein,  denn  sonst 
gäbe  es  nach  dem  oben  angeführten  Satze  III.  keine  porösen  Körper, 
nur  muss  die  Zahl  der  sich  um  ein  schweres  Atom  gruppirenden  Aether- 
theilchen eine  kleine  sein,  und  ausserdem  nimmt  diese  Beziehung  ab, 
wie  das  Biquadrat  der  Entfernung  wächst,  weil  nach  I.  b)  die  Dyna- 
miden  auf  den  ihnen  fern  stehenden  Aether  des  allgemeinen  Raumes 
ohne  Einflass  sein  müssen. 

In  meiner  mehrerwähnten  Abhandlung  bin  ich  von  dem  Satze  ans- 
gegangen,  dass  alle  einfachen  Kräfte  in  der  Natur  abnehmen  wie  das 
Quadrat  der  Entfernung  wächst,  und  da  hicbei  auch  die  gegenseitige 
Abstossung  der  Aethertheilchen,  für  welche  C auch 7  das  Biquadrat  ge- 
funden hat,  eingeschlossen  ist,  so  haben  wir  hier  allerdings  einen 
Widerspruch,  allein  es  gibt  doch  Verhältnisse,  welche  darauf  hinzudeuten 
scheinen,  dass  auch  bei  Zugrundelegung  meiner  Annahme  den  von 
Gauch 7  aufgestellten  Bedingungen  Genüge  geleistet  werden  kann. 

Bezeichnet  man  die  Menge  materieller  Substanz  eines  Theilchens 
aus  der  Umgebung  eines  zunächst  betrachteten  mit  m,  sind  Uy  ß^  y  die 
Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  beider  Theilchen  mit  den  Coordi- 
natenazen  machen,  ist  femer  f(r)  die  von  der  Entfernung  r  abhängige 
Anziehung  oder  Abstossung,  so  ist  fUr  den  Ruhezustand :  • 

S  (m  cosa  f(r))  =  0 

S  (m  cosß  f{r))  =  0 

slm  cosy  f{r))  =^0 
'Niinmt  man  nun  an,  das  eingeschlossene  Theilchen  werde  aus  der 
Ruhelage  entfernt  und  bedeuten  //§,  //17,  Jt  die  Componirenden  der 
Verschiebung,  r(l  -}-  e)  die  nunmehrige  Entfernung  zweier  Theilchen, 
so  bekommt  C auch 7  (S.  4  Gleichung  16)  als  Werthe  der  das  Theilchen 
in  die  Gleichgewichtslage  zurückführenden  Kraft: 
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wobei 


ff 

d 
d 


Ifi  +  '^  (cosa  ^'^  +  eo8ß  Jri  +  cosy  ^?)  +  \^  (^J^^.  ^,^2^^f2)^p 

Dieso  Gleichungen  lassen  sich  als  das  Fundament  betrachten,  auf 
denen  das  ganze  Werk  Cauchy's  beruht. 

Als  Bedingung  flir  das  Ausbleiben  der  Farben dispersion  im  Aether 
des  allgemeinen  Kaumes  findet  nun  Canchy  (S.  190  Gleichung  26),  dass 

wenn  ff  eine  Constante  bedeutet  und  das  Zeichen   —  eine  gegenseitige 
AbstosBung  der  Aetherth eil  eben  angibt. 
Demzufolge  wird 

Nimmt  man  an,  es  sei 

wenn  n  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet,   und  berücksichtigt 
man,  abweichend  von  Cauchy,    der  bei  den    ersten  Potenzen  von  /^|, 
Jt}^  Ji  stehen   bleibt,    auch    die   höheren  Potenzen   dieser  Grössen,  so 
erhält  man   nachstehende  Haupt gleichung: 
^^fc  I  cosci  1     F 

(fosa*-*  J^'^  4"  ^f>sic  cosß^  Äff  -|-  eoscc  cosy'^  -^?^  +  2ro5a'"^  cos  ß  J^  Jij 
-f-  2cosa'^  ro$y  A^A^  +  2cosa  cosß  cosy  ArjAS)  —  («  -j-  1)  (rosa  A^ 

+  ro5/3  A\A^  +  cosy  A\A'c\  +  ~^''  "^^ V  "^  ^^^  ('"''*'''  ^^' 
+  roscr-  A^Aif  -|-  cosa^  ^^A^-  -(-  cosci  cosß  A^^  Ar]  -\-  cos  et  cosß  Aij'^ 
-{■  cosa  cosß  Ari  A^^-\-cos€(  cosy  A^'^A^-\-cosa  cosy  ArfA^-\-cosa  cosy  A^^) 

_  ^^  «   _/ I^Jly  ^"T  •^y  (^cosa*  A^^-\- cos  neos  ß^Ari^-\- cosa  cos  y^'^A^^ 

-\-  i^cosa^  cosß  A^'^At]-\'^cosf(^  cosy  A^  A'^-\-  ^cosa  cosß'^  cosy  Arf  A^ 
+  3  cos a''  cos j3'  AI  Aif  -\-  3  cos ct^  cos y^  A'6,  A^  -f"  ^  ^^^"  ^^^ß  ^^^  y'^Atj  A^*^) 

-  -^-"I -^  (^1»  +  ^1  ^V'  +  ^1  ^ro  +  ^  -  +  'i^  ^"  +  '^  (rosa^  ^r' + 
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-f-  cos  ß^  J^  Af^  -}-  cos  y^  z/|  A^  +  2  co5  a  cos  ß  Al^  Ari-{'2  cos  a  cos  y  Al^  AI 

+  2C05/5  cosy  AlAr\A^\  -\ \ 

Wechselt  man  die  Ausdrücke  cosa^  cosßy  cosy^  A^^  Ari,  A^mit  einander  ans, 

so  erhält  man    die  Werthe   von  -r-^ ,    0  ->  >    deren    Gleichungen    ich    im 

ci       et" 

Interesse  des  Raumerspamisses  weglasse. 

Die  Vertheilung  des  Aethers  im  allgemeinen  Räume,  die  zu  wissen 

a^£      d^fi      d'^t 
zur  genauen  Berechnung  der  Werthe  von  --^  ,   —  2'  »   ^2  nothwendig  ist, 

kennen  wir  allerdings  nicht,  es  hleibt  aber  kaum  eine  andere  Annahme 
übrig,  als  die,  dass  diese  Vertheilung  eine  regelmässige  sei.  Sind 
ausserdem  die  Aethertheilchen  kleine  Kugeln,  die  nach  allen  Richtungen 
in  gleicher  Weise  thätig  sind,  so  muss  es  möglich  sein,  durch  ein  solches 
Aethertheilchen  ein  rechtwinkliges  Axensystem  so  zu  legen ,  dass  die  um 
die  eine  Axe  stattfindende  Gruppirung  des  Aethers  sich  bei  den  andern 
wiederholt,  dass  die  Aethertheilchen  sich  etwa  so  um  das  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  bildende  herum  lagern,  wie  die  Ecke  eines 
tesseralen  Krystalles  um  dessen  Mittelpunkt.  Ist  dieses  richtig,  und 
befindet  sich  ein  Aethertheilchen  auf  der  einen  Seite  einer  Axe,  so  muss 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  in  der  gleichen  Entfernung  von  dem 
Ursprünge  wieder  ein  Theilchen  sein,  und  die  Gruppirung  um  die  eine 
Axe,  sie  möge  sein,  welche  immer  sie  wolle,  wiederholt  sich  bei  den 
beiden  andern.  Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die  Verbindungs- 
linie eines  Aethertheilchens  und  des  Coordinatenanfangspunktes  mit  den 
drei  Axen  machen,  mit  a,  6,  c,  geben  also  cosüy  coshy  cos c  die  Lage 
dieses  Theilchens,  so  muss  sich  auch  ein  Theilchen  vorfinden,  das  auf 
der  andern  Seite  der  Z-Axe  gelegen  durch  cosa^  cos  by  — cos  c  bestimmt 
wird.  Weitere  zwei  Theilchen  werden  bestimmt  durch  cosa,  — cosby 
cos  c  und  cosay  — cosb,  — cos  c  und  jenseits  des  Anfangspunktes  sind 
wieder  vier  Theilchen,  deren  Lage  bestimmt  wird  durch 


cos     üy 

cos  by 

cos  c 

—  cos  a , 

cos  by 

—  cos  c 

—  cos  äy 

—  cos  by 

cos  c 

—  cos  a  y 

—  cos  by 

—  cos  c. 

Bilden  diese  acht  Theilchen  je  eine  Gruppe  auf  der  positiven  und 
auf  der  negativen  Seite  der  A^-Axe,  so  müssen  auch  solche  Gruppen 
um  die  beiden  andern  Axen  vorhanden  sein.  Tauscht  man  daher  a,  b 
und  c  ordnungsgemäss  aus,  so  erhält  man: 

j4,     für  die  um  die   T-Axe  stehenden  Gruppen 
cos  Cy  cos  «,  cos  b 

cos  Cy  cos  tty     —  cos  b 

cos  Cy     —  cos  a y  cos  b 
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cos  Cy     — cosa^     — cos  b 

—  cos  c ,  cos  a ,  cos  h 

—  cos  c,  cos  ö,     —  cos  h 

—  cos  c,     —  cos  «,  cos  b 

—  cos  c ,     —  cos  a ,     —  cos  b. 
B,     für  die  um  die  Z-Axe  stehende  Gruppen 

cos  6,  cos  c^  cos  a 

cos  ft,  cos  c,     —  cos  a 

cos  by     —  cos  c,  cos  a 

cos  b ,     —  cos  c ,     —  cos  a 

—  cos  6,  cos  c,  cos  a 

—  cos  by  cos  c,     —  cos  a 

—  cos  6,     —  cos  c,  cos  a 

—  cos  by     —  cos  c,     —  cos  a. 

Die  Glieder  der  ersten  Yorticalreifae  beziehen  sich  insofern  auf  die 
Axe  der  X^  als  sie  die  Cosinusse  der  Winkel  angeben ,  welche  die  ver- 
schiedenen Verbindungslinien  der  zum  ganzen  Systeme  gehörigen  Theil- 
chen  und  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  mit  der  X-Axe  machen. 
Man  hat  also  diese  verschiedenen  Cosinusse  in  der  obigen  Formel  an 
die  Stelle  von  cos  a  zu  setzen.  Ebenso  repräsentiren  die  Glieder  der 
zweiten  und  dritten  Verticalreihe  den  cos  ß  und  cos  y  der  Formel.  Mit 
dem  Worte  System  bezeichne  ich  die  Gesammtheit  der  zusammengehörigen 
Aethertheile,  etwa  analog  der  Bezeichnung,  die  man  bei  den  Linsen 
der  Mikroskope  benutzt. 

Im  Allgemeinen  machen  24  Aethertheilchen   ein  System   aus,   doch 

24    24    24 
sind  auch  Specialfälle  vorhanden,   in   denen  nur  "ö"»  "ö"»  T*    Theilchen 

vorkommen.  Ist  z.  B.  eine  der  vorstehenden  Grössen ,  etwa  cos  c  ==  0, 
so  deutet  der  Rest  auf  12  Theilchen  hin,  die  sich  in  den  Ebenen  der  XY, 
XZ  and  YZ  selbst  befinden ,  wie  dieses  bei  den  Ecken  der  Fall  ist,  welche 
die  charakteristischen  Kanten  des  Pentagondodecaeders  abschliessen. 
Wird  auch  co5  6==0,  so  werden  noch  6  Theilchen  angegeben,  die  in 
den  Axen  selbst  liegen  (Octa^derecke).  Ist  cos  a  ^^^  cosb  =  cosc^  so 
erhält  man  8  Theilchen,  deren  Gruppiiung  die  der  Würfelecke  ist.  Ist 
cosc^=0  und  cos  a  =  cosb^  so  erhält  man  die  12  Ecke  der  Combi- 
nation  von  Würfel  und  Octafe'der.  Das  Rhombendodecaöder  besteht  aus 
zwei  Systemen,  die  auch  schon  die  verschiedene  Entfernung  der  Ecke 
von  dem  Mittelpunkte  nothwendig  macht.  Das  eine  System  umfasst  die 
8  Würfelecke,  das  andere  die  6  Octaederecke. 

Nimmt  man  die  vorstehende  Anordnung  als  Grundlage,  so  erhält 
man  ans  der  Hauptgleichung  für  je  ein  System,  wenn  man  nach  Cauchy 
1}  =  4  setzt,  und  mit  p  die  Zahl  der  Glieder  des  Systems  bezeich- 
net, da 
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S  cos  a  =  0 
—  = ^  (~y^  (cü5«2  -|-  cos  b'^  +  cos  c2)  J^  —  pJ^j 

Wir  haben  also  eine  Kraft,  deren  Werth  positiv  ist,  und  die  abnimmt, 
wie  die  fünfte  Potenz  der  Entfernung  wächst. 

Nimmt  man  nach  meiner  Voraussetzung  n  =  2,  so  wird 

S  cos  a  =  0 

S  [(«  -j-  1)  {cosa^  z/|  -f-  cos  a  cos  ß  /Iri  -\-  cos  a  cos  y  A^  —  z/§] 

=    -^  {cos  a^  +  ^®*  ^^  +  ^ö*  ^^)  —  P  ^1  =  0. 

Dieses  Glied  füllt  also  aus.  Ebenso  ist  es  mit  dem  nächstfolgenden 
Gliede,  weil  seine  sämmtlichen  Theile  ungerade  Potenzen  von  Cosinussen 

enthalten.     Das   zweitnächste    Glied    (das   mit  -^    multiplicirt    ist)    ver- 
schwindet nicht,  weil  in  ihm  die  Prodncte 
^  cosa^  ^S  (^|2  +  Afi^  +  Jf^)  —  ^f  cos  a'J^^  —  '^f  •  3  J^  {cosa'^  cosß^  ^i?^ 

■^cosa^cosy^Ai^)—  ?-z^|(^f +z/iy2^^^^)4--^j^^J  (rosa^^^'^+ros/J^  ^tr 

vorkommen,  und  es  wird,  wenn  wieder  p  die  Zahl  der  zum  System  ge- 
hörenden Aethertheilchen  bedeutet,  die  Wirkung  des  Systemes 

—  —  'pA^  {cos  a^  cos  b^  -\-  cos  er  cos  c^  -f-  cos  6^  cos  c?)  (Aif  -|-  A^^) 

-j-  ^  (cos  «^  cös  b'^  -[-  ros  «^  C05  r*  -|-  co*  i>^  co*  r^)  (-^i?*'  +  ^f '^)  )  -|- . . . 

um  das  Aethertheilchen,  das  oben  als  Anfang  der  Coordinaten  ge- 
nommen wurde,  und  das  sich  irgendwo  im  allgemeinen  Räume  befinden 
mag,  lagert  nun  eine  unendliche  Anzahl  anderer,  die  sich  alle  zu 
Systemen  von  6,  8,  12  oder  24  Gliedern  vereinigen  lassen.  Bei  jedem 
einzelnen  dieser  Systeme  heben  sich  die  ersten  Glieder  der  Haupt- 
gleichung anf ,  also  auch  für  alle  zusammen.   Das  mit  —^  versehene  Glied 

verschwindet  im  Allgemeinen  fttr  jedes  System  nicht  und  wenn  mehrere 
derselben  zusammenwirken,  so  wird  das  Verschwinden  immer  unwahr- 
scheinlicher.    Bezüglich  der  Frage,  ob  dieses  Glied  einen  positiven,  ob 
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einen  negativen  Werth  habe,  ist  darauf  anfmerksain  zu  machen,  dass 
die  Yertheiluug  des  Aethers  jedenfalls  eine  Gleichgewichtslage  desselben 
darstellen  muss,  und  dass  bei  der  geringsten  Verschiebung  eines  Theil- 
chens  nothwendig  eine  Thätigkeit  auftritt,  welche  die  Gleichgewichtslage 
wieder  herzustellen  sucht. 

Es  hat  also  -^  einen  positiven  Werth  wie   bei  Cauchy,    und   die 

von  ihm  reprlisentirte  Kraft  nimmt  für  jedes  System  ebenfalls  ab  wie 
die  fünfte  Potenz  der  Entfernung  wächst.  Diese  Abnahme  ist  eine  sehr 
rasche ,  und  es  werden  daher  nicht  allzuviele  Systeme  in  der  Natur  in's 
Spiel  kommen,  denn  für  die  ferneren  wird  die  Wirkung  bald  ver- 
schwinden. 

an 

Was  für  ^-7  gilt,  findet  selbstverständlich  mulalis  mutandis  auch  auf 

'-1  und  TT^  seine  Anwendung. 
dr  Cr 

Geht  die   Verschiebung    in    der   Richtung    einer   Axe   vor   sich,   so 

kann  nicht*  wohl  etwas  anderes  eintreten  als  das,  was  man  Polarisation 

des  Lichtstrahles  nennt,  und  es  ergibt  sich 

fH  _  ^^^^ 

wenn  A  eine  Constante  bedeutet. 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  Cauchy'schen  dadurch, 
dass  die  beschleunigende  Kraft  nicht  der  ersten,  sondern  der  dritten 
Potenz  der  Verschiebung  proportional  ist.  Dass  auch  im  letzteren  Falle 
Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage  stattfinden  müssen,  ist  offenbar 
und  ebenso  haben  wir  auch  Interferenzen  und  Beugungen  des  Lichtes, 
es  könnte  aber  schon  sein,  dass  es  die  eine  oder  andere  Lichterschei- 
nung gibt,  die  mir  bis  jetzt  entgangen  ist,  und  die  sich  mit  der  vor- 
stehenden Annahme  nicht  verträgt. 

Nach  dem,  was  ich  in  meinem  Entwürfe  einer  Molecularphysik 
(S.  196)  über  die  Construction  der  Gase  gesagt  habe,  ist  es  leicht,  sich 
die  Erscheinung  zu  erklären ,  warum  die  Gase  die  Eigenschaft  des  freien 
Aethers,  die  Farben  nicht  zu  zerstreuen,  theilen,  denn  die  Vertheilung 
der  einzelnen  Aetherkugeln  in  den  Gasen  kann  sich  von  der  des  Aethers 
im  allgemeinen  Kaume  nicht  wesentlich  unterscheiden,  solange  jedes 
Massenatom  eine  grosse  Aetherhülle  besitzt,  solange  die  Dichtigkeit 
der  Luft  nicht  bedeutend  ist.  Es  hat  dieses  jedoch  seine  Gränzen, 
und  bei  dichten  Gasarten  wird  auch  eine  Farben dispersion  eintreten 
müssen.  Bei  den  tropfbar- flüssigen  und  den  festen  Körpern  ist  die 
Vertheilung  der  Aetherkugeln  um  den  Massenkern  eine  andere,  es  ver- 
schwinden die  ersten  Glieder  der  Hauptgleichung  nicht  mehr,  und  die 
Farbenzerstreuung  tritt  ein.   Bei  den  farbenzerstreuenden  Kö: 
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die  in  die  Oleichgewichtslage  zurückführende  Kraft  nicht  wie  die  dritte, 
sondern  wie  die  erste  Potenz  der  Verschiebung. 

Auf  die  Bestimmung  des  Aethergesetzes  lässt  Cauchy  eine  Unter- 
suchung über  die  Dichtigkeit  des  Aethers  im  Räume  und  eine  Yerglei- 
cbung  der  mittleren  Aetherdichtigkeit  und  der  Dichtigkeit  der  schweren 
Atome  auf  der  Erde  folgen.  Er  findet  (S.  192  Gleichung  35)  die  Zahl 
Q  der  in  einem  Kubikmeter  enthaltenen  Aetherkugeln 

^==22968  (10)»^-?  » 
Ji 

wenn  ff  die  in  Metern  ausgedrückte  Endgeschwindigkeit  angibt,  welche 

ein    1  Meter   von   einem   andern   entferntes   Aetherth eilchen    unier   dem 

Einflüsse   desselben   in   einer   Secunde    bekommt.     Das   Yerhältniss   der 

Aetherdichtigkeit  q  zur  Dichtigkeit  2>  der  schweren  Atome  findet  Cauchy 

in  Gleichung  40 

1=62448  (10)"  |. 

wenn  Q  die  Anziehungsconstante  zweier  schweren  Theilchen,  die  in 
1  Meter  Entfernung  sind,  vorstellt. 

Was  das  erste  dieser  beiden  Resultate  anbelangt,  so  müssen  wir 
uns  in  Ermangelung  aller  weiteren  Anhaltspunkte  mit  demselben  zufrieden 
stellen,  doch  glaube  ich,  dass  es  nicht  unzukömmlich  wäre,  wenn  B 
nicht  einen  sehr  geringen,  sondern  einen  etwas  beträchtlichen  Werth 
hätte,  damit  der  Aetherkugeln  nicht  allzuviele  werden. 

Bezüglich  der  zweiten  Gleichung  ist  es  unbedingt  nothwendig,  dass 

der  Bruch ^  keinen  gar  grossen  Werth  hat,   denn   nach  dem,   was   ich 

oben  über  die  Aetherdichtigkeit  der  Dynamidenhüllen  angeführt  habe, 
muss  die  Zahl  der  ein  schweres  Atom  umgebenden  Aethertheilchen  eine 

beschränkte  sein,   und    aus   diesem   Grunde   darf   der   Bruch   —  keinen 

grossen  Werth  bekommen.  Folgt  man  dem  Satze,  dass  die  Aethertheilchen 
sich  der  vierten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  abstossen, 
so  muss  ff  im  Yerhältniss  zu  G  sehr  gross  gesetzt  werden.  Bei  der 
Annahme,  dass  die  Aethertheilchen  sich  mit  einer  Kraft  abstossen,  die 
dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  ist  der  er- 
wähnte Satz  an  und  für  sich  Grundbedingung  (mein  Entwurf  n.  s.  w. 
S.  179  und  180).  Die  Schwere  muss  gegen  die  Molecularwirkung  ausser- 
ordentlich klein  sein. 

Nimmt  man  an,  es  stossen  sich  die  Aethertheilchen  der  vierten 
Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ab,  so  wird  sich  um  ein 
im  allgemeinen  Räume  befindliches  Massentheilchen  eine  Aetherhülle 
bilden,  die  sich  nach  der  Abstossung  von  Acther  und  Aether  und   der 
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AnziehuDg  zwischen  Aetlier  und  schweren  Theilchen  regelt.  Folgt  die 
Anziehung,  was  man  nach  dem  oben  sub  I.  b)  Gesagten  voraussetzen 
darf,  dem  nämlichen  Gesetze  wie  die  Aetherabstossuug,  so  wird  eine 
auf  solche  Weise  construirte  Dyuamide  auf  ein  fernstehendes  Aether- 
theilchen  ohne  Einwirkung  sein,  und  setzt  man  voraus,  dass  die  Zahl 
der  Aetherkugeln  einer  Dynamide  eine  beschränkte  sei,  so  ist  nicht  ein- 
zusehen, wanim  sich  nicht  unter  diesen  Verhältnissen  gerade  so  gut 
poröse  Körper  und  Krystalle  bilden  sollten,  als  nach  meinen  früheren 
Annahmen.  Es  bleibt  noch  übrig,  für  das  Zusammenwirken  der  Massen- 
theilchen  eine  zweckmässige  Norm  zu  Grunde  zu  legen,  und  welche 
diese  sei,  darüber  lässt  das  Newton'sche  Schweregesetz  keinen  Zweifel 
walten.  Diese  Annahme  hat  vor  der.  in  meinem  „Entwürfe  u.  s.  w. " 
vorgetragenen  Theorie  den  grossen  Vorzug,  dass  die  Körper  zu  ihrer 
Bildung  nicht  in  demselben  Maasse  den  äussern  Aetherdruck  nothwendig 
haben,  und  gerade  dieser  dürfte  wohl  manchem  Mathematiker  mehr  als 
anstössig  sein.  Andererseits  hat  die  Theorie  den  nicht  unbedeutenden 
Nachtheil,  dass  man  das  Schweregesetz  nicht  recht  rein  herausbringt. 
Nach  der  Entwicklung,  die  ich  in  meinem  „Entwürfe  u.  s.  w. "  (S.  179 
Gleichung  1 — 4)  gegeben  habe,  bekäme  man,  wenn  man  sich  der  dort 
benützten  Bezeichnung  bedient,  als  gegenseitige  Einwirkung  zweier 
Körper 

also  zwei  Anziehungen,  von  denen  die  eine  dem  Quadrate,  die  andere 
dem  Biquadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 

Ich  habe  nie  etwas  davon  gehört,  dass  bei  irgend  einer  Erscheinung 
in  der  Stemenwelt  neben  der  Schwere  eine  Spur  von  einer  Anziehung 
beobachtet  worden  wäre,  der  man  die  letztere  Wirkung  zuschreiben 
könnte.  Bei  der  Ebbe  und  Fluth  hat  man  eine  Kraft,  die  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  zum  Kubus  der  Entfernung  steht,  alsbald  ge- 
funden. Sollte  es  wohl  möglich  sein ,  dass  die  andere  so  lange  verborgen 
bleiben   konnte?     Allerdings   nimmt   dieselbe   noch   etwas   schneller   ab, 

aber  es  ist  dabei   nicht   zu   übersehen,   dass   —    ohne  Vergleich   grösser 

sein  muss  als  c. 

Geht  man  von  dem  Satze  aus ,  dass  die  Aetherabstossung  dem  Qua- 
drate der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sei,  so  ist  die  weitere 
Annahme,  dass  auch  die  sogenannten  schweren  Theile  sich  gegen- 
seitig nach   dem    nämlichen   Gesetze   abstossen,   unbedingt   nothwendig, 

denn  die  Grösse  (  c  —  —1  muss  gegen   —  ausserordentlich    klein    sein, 

und  da  sie  dem  Schweregesetze  gemäss  (nach  meiner  bisherigen  Bezeich- 
nung) negativ  sein  muss,  so  ist  c  positiv  und  um  ein  Minimum  kleiner 
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als  — .     Bei    der  relativen    Grösse    der  Molecularanziehungen   und  Ab- 

stossungen  ist  es  sehr  leicht  denkbar,  dass  bei  durch  die  Zusaunmen- 
Setzung  bedingten  Differenzen  in  den  Wirkungen  bald  (für  uns)  bedeu- 
tende Härtegrade  u.  dgl.  der  Körper  eintreten  können.  Eine  andere 
Frage  ist  die,  ob  unter  meinen  Voraussetzungen  die  Weltkörper  auf 
ihrem  Wege  nicht  allzusehr  gehemmt  werden.  In  dieser  Beziehung  ver- 
lasee  ich  mich  darauf,  dass  man  sich  schon  seit  langer  Zeit  mit  dem 
Gedanken  befreundet  hat,  dass  die  Weltkörper  ihren  Weg  machen 
können,  ohne  sonderlich  gehemmt  zu  worden,  obwohl  sie  durch  einen 
Raum  müssen,  von  dem  nach  Cauehy  jede«j  Kubikmillimeter  von  Millionen 
von  Aethertheilchen  besetzt  ist.  Ein  Vorzug  meiner  Theorie  dürfte  wohl 
darin  zu  suchen  sein,  dass  sie,  ohne  mit  dem  Schweregesetzc  in  die 
mindeste  Collision  zu  kommen,  keine  anderen  Wirkungen  voraussetzt, 
als  man  jeden  Tag  allenthalben  zu  beobachten  Gelegenheit  hat.  Dass 
auch  in  der  Sternenwelt  polare  Wirkungen  auftreten,  ist  nicht  neu; 
schon  Bessel  hat  bei  der  Beschreibung  des  Halley'schen  Kometen  von 
1836  darauf  aufmerksam  gemacht. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten  übrig,  ob  es  nicht  mög- 
lich wäre,  dass  ein  System  von  Aethertheilchen  ein  von  diesen  ein- 
geschlossenes ebenfalls  mit  einer  Kraft  in  die  Gleichgewichtslage  zurück- 
zuführen strebe ,  welche  abnimmt  wie  die  fünfte  Potenz  der  Entfernung 
wächst,  wenn  die  ursprüngliche  Abstossung  zweier  Theilchen  der  ersten 
oder  dritten  Potenz  umgekehrt  proportional  ist. 

Im  ersten  dieser  beiden  Fälle  müssten  sich  die  ersten  vier  Glieder 
der  Hanptgleichung  auf  Null  reduciren,  das  fünfte  dagegen  bleiben;  im 
zweiten  Falle  müssten  die  ersten  zwei  Glieder  verschwinden,  das  dritte 
dagegen  nicht.  Man  sieht  sehr  leicht,  dass  beides  nicht  geschieht,  denn 
wenn  man   n  =  1   beziehungsweise  n  =  3   setzt,    so   verschwindet  das 

zweite  Glied  nicht,  wohl  aber  in  beiden  Fällen  das  mit  -^   multiplicirte, 

weil  seine  sämmtlichen  Theile  ungerade  Potenzen  von  Cosinussen  aU 
Factoren  haben. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Aetherabstossiing  einer  höheren  Potenz  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  sei  als  der  vierten,  so  kann  augen- 
scheinlich die  das  Aethertheilchen  in  die  Gleichgewichtslage  zurück- 
führende Kraft  nicht  der  fünften  Potenz  umgekehrt  proportional  sein, 
wie  es  die  Gau chy 'sehe  Gleichung  verlangt,  und  ebenso  ist.es  bei  der 
Annahme  irgend  eines  andern  Gesetzes.  Wir  haben  daher  nur  die  Wahl 
zwischen  der  zweiten  und  der  vierten  Potenz.  Welche  von  den  beiden 
Annahmen  die  richtige  sei,  wird  die  Zukunft  lehren. 
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üeber  Isophoten 

(Linien  gleicher  Liehtintensität). 

Von 
Dr.    L.   BURMESTER, 

Lehrer  dt'i   PhyMk -und  der  darsicllendon  Geotnclric  am  dculsrhen  Ilualg:yiunasiuni 
zu  Lodz  in  Russisch  -  Polen. 


Erster  Theil. 

§  1- 

Die  Linien  gleicher  Liehtintensität ,  welche  ich  der  Kürze  wegen  mit 
dem  Namen  Isophoten*)  bezeichne,  sind  bis  jetzt  noch  sehr  wenig 
analytisch  untersucht  worden.  Ich  habe  daher  diese  Linien  zum  Gegen- 
stande meiuer  gegenwärtigen  Untersuchung  gemacht.  Hierbei  habe  ich 
viele  interessante  Resultate  erhalten,  welche  ich  in  einem  besonderen 
Werke  zu  veröfFentlichen  gedenke.  Da  aber  das  Zeichnen  vieler  Tafeln 
viel  Zeit  und  Müsse  erfordert,  so  werde  ich  hier  vorläufig  einige  Resultate 
meiner  Studien  mittheilen. 

•  Nehmen  wir  an,  eine  Fläche  sei  von  parallelen  Lichtstrahlen  be- 
leacbtet,  deren  Intensität  t  constant,  also  unabhängig  von  der  Länge 
der  Lichtstrahlen  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  L  die  Beleuchtung  oder 
Lichtstärke  eines  Flächenelementes,  mit  l  den  Winkel,  welchen  die 
Normale  dieses  Elementes  mit  den  parallelen  Lichtstrahlen  bildet ,  so  ist 
bekanntlich 

L  =  i  cos  A.  « 

Die  Gesammtheit  aller  parallelen  Lichtstrahlen,  welche  eine  Fläche 
beleachten,  nennen  wir  ein  Strahlenbündel;  und  als  Richtung 
desselben  nehmen  wir  die  Gerade,  welche  den  Lichtstrahlen  parallel 
durch  den  Ooordinatenanfang  der  beleuchteten  Fläche  geht. 

Sind  V,,  Vy,  V.  die  Winkel,  welche  die  Strahlenrichtung  mit 
den  rechtwinkeligen   Coordinatenaxen   der  x^   y^  z  bildet,   sind   analog 


*)  L.  Burmester,  Elemente  einer  Theorie  der  Isophoten.  (Dise.)   QöU.  1865.  j 
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^xf  <fyi  ^z  die  Winkel,  welche  die  Normale  eines  Flächenelementes  mit 
diesen  Axen  einschliesst ,  so  ist  nach  einem  Satze  der  analytischen 
Geometrie 

cos  l  =  cos  Vx  cos  Cx  +  cos  Vy  cos  Oy  -f"  ^ö5  Vz  cos  tf« . 

Ist  die  beleuchtete  Fläche  durch  die  Gleichung 

^(^,!/,  0  =  0 
gegeben,  dann  haben  wir 

dx 


COSCjr 


/©'+(|^)'+0" 


dF 


COSOg,    = 


dF 

Hiernach  ist  die  Lichtstärke  irgend  eines  Flächenelemeutes  dieser  Fläche 

durch  die  Gleichung 

dF   .               dF   ,  dF 

COS  Va^ h  ^^^  ^y  ^ r  ^05  l'c   ^ 

r    ^     '      _     ^  J _^ ^  j 

bestimmt.  Diese  Gleichung,  welche  eine  Fläche  repräsentirt,  ist  die 
Grundformel  der  Isophoten,  die  durch  ein  Bündel  paralleler  Lichtstrahlen 
erzeugt  werden.  Geben  wir  dem  L  successive  verschiedene  Werthe, 
welche  die  Grenzen  +  i  und  —  t  nicht  überschreiten  dürfen ;  dann  sind 
die  Durchschnitte  der  beiden  Flächen 


L  =  t 


dF   ,  dF   ,  dF 

cos  Vj.  -f-  cos  Vy  CS       +  <^ö*  ^s    o" 

dx  dy    ^  dz 


F{pc,  fj,  z)  =  0 

die  Isophoten  der  letzteren  Fläche.  —  Je  nachdem  wir  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  o:,  y  oder  z  eliminiren,  erhalten  wir  die  Gleichungen  für 
die  Projectionen  der  Isophoten  in  den  Coordinateneben  yz,  xz  oder  xy. 
Da  es  für  unseren  Zweck  nur  erforderlich  ist,  die  Lichtstärke  relativ  zu 
bestimmen,  so  nehmen  wir  die  Intensität  t  des  Strahlenbündels  gleich 
der  Einheit  an;  dann  ist  ^  , 
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dF   ,  dF   ,  dF 

Um  nun  ein  vollständiges  regelmässiges  Isophotensystem  einer  Fläche 
zu  erhalten,  mittelst  dessen  die  Auftragung  der  Farbentöne  leicht  aus- 
geführt werden  kann,  bestimmen  wir  eine  beliebige,  aber  ausreichende 
Anzahl  Isophoten,  so  dass  der  Lichtstärkenunterschied  je  zwei  auf  ein- 
ander folgender  Isophoten  gleich  ist. 

Wir  geben  daher  dem  L  der  Reihe  nach  die  Werthe 

-"""'.-1*). 
n 

Diese  Werthenreihe ,  in  wel<^her  n   eine  ganze   positive  Zahl  bezeichnet, 

liefert  uns  ein  regelmässiges,   aus  2ra  -{-  1    Isophoten  bestehendes   Iso- 

photensystem. 

Bezeichnen  wir  mit  a  und   ß   beziehungsweise    die  Tangenten   der 

Winkel,  welche  die  Projection  der  Strahlenrichtung  in  der  zx-  und  xy- 

Ebene  mit  der  2-Axe  bildet,  ist  ferner  die  Gleichung   der  beleuchteten 

Fläche  in  der  Form 

z  =  f(x.y) 

gegeben,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  II. 

^"     ^^  .  .  III. 


Diese  Gleichung,  die  nur  noch  die  Coordinaten  x^  y  \vl  sich  trägt, 
liefert  uns  die  Projectionen  der  Isophoten  in  der  xy- Ebene,  d.  h.  im 
Grundriss.  —  Können  wir  die  Projectionen  der  Isophoten  im  Grundriss 
ermitteln,  und  ist  die  beleuchtete  Fläche  coustruirbar,  so  können  wir 
mittelst  der  darstellenden  Geometrie  die  Isopbotenprojectionen  im  Auf- 
riss  und  Seitenriss  stets  construiren. 

Die  Gleichung  III.  können  wir  noch  vereinfachen,  wenn  wir  das 
Coordinatensystem  um  die  z-Axe  drehen,  so  dass  die  positive  a;-Axe 
mit  der  Grundrissprojection  der  positiven  Strahlenrichtung  zusammen- 
Hillt.  Hierdurch  wird  die  Allgemeinheit  nicht  beschränkt.  Bezeichnen 
wir  mit  v  den  Winkel,  welchen  die  positive  Strahlenrichtung  mit  der 
positiven  z-Axe  bildet,  so  wird 


*)  In  der  Praxis  genügt  im  Allgemeinen  n  =»  10  für  die  Auftragung  der  Far- 
bentöne. ^  T 
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und  folglich 


(I)"  [.-. n=v] +  (!)'_  2, «»."^-0. 


of  =  —  tan  V 

13  =  0, 

_L    •        ^^ 
cos  V  -f-  stn  V  '  :—- 

dx 
£ _  __ ^*^ lY 

"/'+"17^^' ■  ■  ■  ■  ■  ■ 

Von  allen  Isophoten  des  ganzen  Systems  zeichnen  sich  die,  welche 
der  Lichtstärke 

X  =  0,     cos  Vj     +1 
entsprechen,  besonders  aus. 

Für  L  =  0  erhalten  wir  aus  IV. 

14-tanv-  P-  =  0. 

dx 

Diese  Gleichung  giebt  uns  die  Grundrissprojection  der  Isophoten,  welche 
die  Grenze  zwischen  Licht  und  Schatten  bildet.  Wir  wollen  sie  deshalb 
mit  dem  Namen  Grenzisophoten  bezeichnen. 

Setzen  wir  L  =  cosv^  so  ergiebt  sich  aus  der  genannten  Gleichung 

dz 
^dyJ         "  '""  '  dx 
Diese  Gleichung  liefert  die  Grundrissprojection   der  Isophote  der  Licht- 
stärke, welche  auf  der  o:^- Ebene  auftritt. 

Specielle  Betrachtungen  zeigen,  dass  wir  im  Allgemeinen  nach  der 
Gestalt  dieser  Isophote  oft  die  Form  des  ganzen  Isophotensystems  be- 
urtheilen  können.  —  Wir  wollen  diese  Isophote  desswegen  die  Typus- 
isophote  nennen. 

Die  Lichtstärke  X  =  +  1    kann   nach   der  Gleichung  IV.   wie  man 

leicht  erkennt  nur  eintreten,  wenn 

dz 

-—  =  tan  V 

dx 

ist.  —  Die  Isophote,  welche  durch  diese  Doppelgleichung  bestimmt  ibt. 
wird  im  Allgemeinen  durch  einen  oder  mehrere  isolirte  Punkte  reprä- 
sentirt,  in  denen  die  grösste  positive  oder  negative  Lichtstärke  auftritt. 
—  Wir  wollen  dieselbe  daher  mit  dem  Namen  Maximalisophote  be- 
zeichnen. 

Es  wird  für  die  Folge  von  Nutzen  sein,  wenn  wir  in  die  Gleichung  IV. 
statt  der  rechtwinkeligen  Goordinaten  die  sogenannten  cylindrischen 
Coordinaten  einführen,  welche  durch  die  Gleichungen 

X  =  r  cos  $ 

y  =i  r  sinO 
definirt  sind.  —  Dann  ist  r^  T 
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$  s=  arctan  (  —  l  ; 

dz  __dz   ar        dz^  m__dz    .  dz  lujs ö 

dy  ~  dr  dy  "^  äö   dy~~dr^^     "*"  ^9       r     ' 

Snbstitniren  wir  diese  Werthe  in  die  Oleichung  IV.,  so  erhalten  wir 

,      ,       [dz        ^       dz  sin  öl 

C08V  '\-  $inv\  --  cos  0  —  -  -  

'  Ldr  a©     r   J 


Z  = 


/■+[a+[i-a 


Diese    Gleichung  liefert   die   Grnndrissprojectionen   der  Isophoten    einer 
Fläche,  deren  Gleichung  in  cylindrischen  Coordinaten  und  in  der  Form 

z  =  /-(r,  ö) 
gegeben  ist. 

Obgleich  die  Formel  V.  weniger  eiufach  ist  als  die  Formel  IV.,  so 
wird  sie  uns  doch  in  der  Folge  wichtige  Vortheile  bieten.  Wir  können 
der  Formel  V.  noch  eine  andere  Gestalt  geben,  wenn  wir 

dz 

— -  =  n  COS  CO 

dr 


setzen,  worin 


1  dz 

—  ---  =  p  sin  <o 

r   dO        '^ 


''-(D'+Cl:)' 

dz 

d^  1  dr 

ianm=     -    = 

dz  r   dO 


dr 


ist.     Wir  erhalten  dann 


cos  V  +  sin  V  ,  p  ,  cos  (ö  -|-  co) 
L  =  .....      VI. 

y\  +  p* 

Geometrisch  bedeutet  p  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  die 
Flachennormale  de«  Punktes  z,  r,  ö  mit  der  2-Axe  einschliesst ,  ca  den 
Winkel,  welchen  der  Radinsvector  r  mit  der  Normale  der  Dnrchschnitts- 
curve 


:  =  fir,  6)  ] 
z  =  consl.     ] 


bildet. 
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Die  Isophoten  der  Botationsfläohen. 


Die  allgemeine  Gleichung  der  Rotationsflächen  ^  welche  durch  Um- 
drehung einer  einfach-  oder  doppelt  gekrümmten  Curve  um  die  c-Axe 
erzeugt  werden,  ist  in  cylindrischen  Coordinaten 

z  =  f(r)*) 

Betrachten  wir  z  als  Ordiüate  und  r  als  willkürliche  Abscisse,  so 
giebt  diese  Gleichung  die  Meridiancurve  der  Rotationsflächen. 

Es  ist 

Diese  Wertbe,  in  die  Gleichung  V.  gesetzt,  liefern 

coi  V  -j-  sin  V  .  f'  (r)  .  cos  9  . 

7^TWW~~ 

Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Isophoten**)  der  Rotations- 
flächen. Hierin  ist  r  der  Radiusvector,  0  die  Anomalie,  welche  von 
der  positiven  Strahlenrichtung  aus  gezählt  wird.  Die  Gleichung  1)  giebt 
für  gleiche  entgegengesetzte  Wertbe  von  ^  gleiche  Werthe  für  r,  das 
ganze  Isophotensystem  wird  daher  durch  die  Strahlenrich- 
tung symmetrisch  getheilt. 

Wenn  wir  die  Gleichung  1)  auf  cos  0  reduciren,  so  wird 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Auf  den  Parallelkreisen  der  Rotationsflächen  ist  die 
Grösse  cos  0  eine  lineare  Function   der  Lichtstärke  L 
Bezeichnen  wir  mit  t  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  Meri- 
diancurve {z  ==  f{r))  mit  der  Axe  der  r  bildet,  so  ist 

f(r)  =  tont, 
und 

cos 0  =  CSC  V  .  CSC  X  ,  L  —  coiv  , cot X 3) 

Betrachten  wir  die  Grössen  cos  0  und  L  als  rechtwinkelige  Coordi- 
naten, so  repräsentirt  diese  Gleichung  eine  Gerade,  deren  Abschnitte 
von  den   entsprechenden  Axen   durch   die  Grössen  —  cot v  ,  coli  nnd 


^}  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  das«  die  Gleichung  auf  z  reducirt  werden  kann. 
**)  Wir  wollen,   wenn    nichts  besonders  bemerkt  wird,    unter  Isophoten  der 
Kürze  wegen  dio  Projcctionen  derselben  im  Orandriss  verstehen,    ebenso  nnt^r 
Strahlenrichtung  die  Projection  derselben  im  Qmndriss. 
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cos  V  cos  t  gegeben  sind.  Beide  Abschnitte  lassen  sich  leicht  constrniren. 
Wenn  wir  nan  dem  L  die  Lichtstärken  der  Werthenreihe  Seite  231 
geben,  so  erhalten  wir  entsprechende  Werthe  für  cos  d,  welche  diejenigen 
Fnnkte  auf  einem  beliebig  angenommenen  Parallelkreis  vom  Radios  r 
bestimmen  >  in  denen  jene  dem  L  beigelegte  Lichtstärken  auftreten. 
Bestimmen  wir  nach  dieser  Angabe  auf  mehreren  beliebig,  aber  zweck- 
mässig angenommenen  Parallelkreisen  die  Lichtstärken  der  erwähnten 
Werthenreihe,  dann  liefern  uns  die  so  erhaltenen  Punkte  die  Isophoten 
der  Fläche. 

Zu  jedem  Parallelkreis  gehört  ein  bestimmter  Werth  von  r  und 
daher  entspricht  jedem  Parallelkreis  eine  Gerade,  mit  deren  Hülfe  wir 
die  Orte  gegebener  Lichtintensitäten  bestimmen  können.  Wir  wollen 
diese  Geraden,  deren  Lage  durch  die  leicht  zu  construirenden  Werthe 
cot  V  col  z  und  cos  v  cos  t  bestimmt  ist,  die  Hülfs geraden  nennen. 

Die  Construction  der  Isophoten  der  Rotationsflächen  ist  hiernach 
auf  das  Problem  des  Tangentenziehens  an  die  Meridiancurve  {z  =  f(r)) 
zurückgeführt. 

Obgleich  die  Hülfsgeraden  durch  die  Werthe  —  cot  v  cot  v  und 
cos  V  cos  Xy  welche  die  Abschnitte  auf  den  Axen  des  cos  0  und  der  L 
darstellen,  gegeben  sind,  so  wollen  wir  noch  eine  andere  Methode  an- 
geben, die  den  Vortheil  bietet,  dass  wir  nicht  mit  Bestimmungswerthen, 
wie  cot  V  cotXy  zu  thun  haben,  die  sehr  gross  werden  und  die  Dar- 
stellung auf  der  begrenzten  Zeichnenfläche  nicht  gestatten.  Zu  diesem 
Zweck  suchen  wir  die  einhüllende  Curve  der  Hülfsgeraden. 

Wir  setzen 

cos  ^  =  ri^     X  =  I, 

so  ist  nach  Gleichung  3) 

ly  =  CSC  V  CSC  T  .  I  —  cotv  col  r. 
Differenziren  wir  diese  Gleichung  nach  r,.dann  erhalten  wir 

0  ==  —  CSC  V  .  cos  T  .  S  -|-  CO/  V. 
Durch   Elimination   der  Grösse  x  ergiebt  sich   aus   diesen   beiden   Glei- 
chungen die  Gleichung  der  einhüllenden  Curve  der  Hülfsgeraden 

_£ t 1. 

cos'^  V  COt^  V 

Dies  ist  die  Mittel punktsgleichung  einer  Hyperbel,  deren  halbe  Hauptaxe 
COS  V  und  deren  halbe  Nebenaxe  cot  v  ist.  Diese  Hyperbel,  an  der 
die  Hülfsgeraden  Tangenten  sind,  wollen  wir,  da  sie  indirect  ein  Hülfs- 
mittel  bei  der  Bestimmung  dieser  Geraden  ist,  die  Hülfshyperbel 
nennen. 

Bekanntlich  liegen  die  Fusspunkte  der  vom  Brennpunkt  auf  die 
Hyperbeltangenten  gefällten  Senkrechten  auf  der  Peripherie  des  Haupt- 
kreises.    Wir  können  hiernach  die  Hyperbeltangenten,   d.  h.  die  Hülfs- 
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geraden,  leicht  ziehen,  ohne  die  Hyperbel  selbst  zu  constmiren;  denn 
da  die  Richtnngsconstante  der  Hfilfsgeraden  nach  Gleichung  3}  esc  v  .csci 
ist,  so  ist  die  Richtnngsconstante  der  darauf  vom  Brennpunkte  gefHllten 
Senkrechten  durch  sin  v  sin  x  gegeben. 

Wenn  wir  die  Construction  der  Isophoten  der  Rotationsflächen  aus- 
führen wollen,  so  haben  wir  zwei  einfache  Hülfsfiguren  Fig.  1°  und 
Fig.  1^  nöthig,  die  für  alle  Rotationsflächen  gelten,  wenn  die  Strahlen- 
richtung  unveränderlich  genommen  wird. 


Es  seien  (Fig.  1*)  L^A  und  Zj^  die  Projectionen  der  Strahlen- 
richtnng  im  Grundriss  und  im  Aufriss,  AD  gleich  der  Einheit,  und  AZ 
senkrecht  auf  der  Projectionsaxe  AC\  dann  ist,  wie  man  leicht  ans  der 
Figur  ersieht, 

^DAZ  =  v,  BD  — sin  V 

AB  =  cos  V ,        CE  ^s=  cotv. 

In  Fig.  1**  seien  oL  und  ocos$  die  Coordinatenaxen ,  auf  welche 
die  Constructionsgeraden  bezogen  sind.  Die  Strecken  o(-j--Z)  =  ö(--  L)  =  l 
sind  in  w  =  10  gleiche  Theile  getheilt,  und  durch  diese  Theilpnnkte, 
welche  in  unserem  speciellen  Falle  den  Lichtstärken:  +1,  +0»^  •  •  • 
0  .  .  .  — 0,9,  — 1  entsprechen,  sind  Ordinaten  gezogen.  Auf  den  Axen 
sei  oa  =  AB  =  eosv^  ob^=^CE  =  eotv  gemacht;  a  und  b  sind  dann 
die  Endpunkte  der  Hyperbelaxen ,  und  der  mit  oa  beschriebene  Kreis 
ist  der  Hauptkreis.     Femer  sei  «6  —  oF,   Fd=l,,8o  ist   F  der   eine 
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Brennpunkt  der  Hülfshyperbel  nnd  dh  die  Gerade ,  auf  welche  die  Werthe 
sin  V  sin  z  abgetragen  werden.  Hiermit  ist  Alles,  was  wir  zur  Construction 
der   Isophoten  der  Eotationsfläcben  nöthig  haben,  vorbereitet. 

Wenn  wir  die  Strahlen ri ch tun g  so  wählen,  wie  sie  gewöhnlich  bei 
technischen  Zeichnungen  angenommen  wird,  dann  wird  die  Hülfsfigur  1'*, 
da  Z,  cos  ^  und  sin  v,  sin  x  nie  grösser  als  1  werden,  nur  die  Grösse 
eines  Quadrats  haben,  dessen  Seite  gleich  2  ist,  und  die  Hülfsfigur  1^ 
einen  noch  kleineren  Flächenraum  einnehmen.  Es  werden  daher  alle 
Grössen,  die  wir  zur  Construction  gebrauchen,  nie  die  Grenzen  der 
Zeichnenfläche  überschreiten. 

Nach  dieser  Vorbereitung  sind  die  Isophoten  der  Kotationsflächen 
sehr  leicht  zu  construiren.     Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiel  zeigen. 

Es  sei  in  Fig.  1  durch  Grund-  und  Aufriss  eine  Rotationsfläche 
dargestellt,   welche   durch  Umdrehung   einer   ebenen   Curve  MN  erzeugt 


wird.      Diese   Curve   ist   zugleich    die   Meridiancurve.      Es   sei   TM  eine 
Tangente  im  Punkte  M  an  derselben,   T  der  Durchschnitt  mir^er  | 
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joctionsaxe  und  TU  =  sinv=BD  (Fig.  1*);  dann  is»t  UV=sinvsinx. 
Diesen  Wertb  tragen"  wir  auf  rfÄ,  (Fig.  1**)  ab,  so  dass  dk^  =  ljr^= 
sin  V  sin  r  ist.  Hierauf  ziehen  wir  Ar,i^  und  durch  den  Schnittpunkt  p 
mit  dem  Hauptkreis  die  Htilfsgerade  GG  senkrecht  auf  kF.  Die  Ab- 
schnitte, welche  durch  diese  Gerade  auf  den  Ordinaten  ( — 1,  — 0,9, 
—  0,8,  .  .  .  0-.  .  .  +0,8,  +0,9,  +1)  entstehen,  geben  uns  die  Wertbe 
der  cosO.  Wir  beschreiben  (Fig.  1)  um  Q  einen  Kreis  S  mit  dem  Radius  1; 
tragen  auf  die  Projection  i,ö  der  Strahlenrichtung  die  Werthe  der  <?o^ö, 
welche  wir  aus  der  Fig.  1**  entnehmen,  ab.  So  erhalten  wir  die  Winkel  ß, 
die  auf  dem  Parallelkreis  M,,  die  Punkte  bestimmen,  in  denen  die  an- 
genommenen Lichtstärken  auftreten.  In  der  Fig.  1  ist  (p/>  =  +0,7<r 
(Fig.  1**),  PR  senkrecht  auf  Zjß,  dann  gicbt  der  Durchschnitt  der  Ge- 
raden QR  mit  dem  Parallelkreis  M,,  den  Punkt,  in  welchem  auf  diosoin 
Kreis  die  Lichtstärke  +0,7  auftritt.  Ebenso  ündet  man  die  Punkte  für 
die  anderen  Lichtintensitäten.  In  gleicher  Weise  kann  man  die  Orte 
der  gegebenen  Lichtstärken  auf  einem  anderen  Parallelkreis  N„  finden. 
Diesem  entspricht  in  Fig.  1**  die  Ilülfsgerade  G,G,,  Wenn  wir  so  auf 
mehreren  Parallelkreisen  diese  Orte  bestimmen,  dann  erhalten  wir  die 
Projectionen  der  Isophoten  im  Grundriss.  Um  die  Projectionen  im  Auf- 
riss  zu  erhalten,  brauchen  wir  die  gefundenen  Punkte  nur  hinauf  zn 
projiciren.  Eine  Controle  für  die  richtige  Lage  der  Hülfsgeraden  lieforn 
uns  die  Abschnitte  derselben  auf  den  Axen;  denn  es  muss  (Fig.  1'') 
Ol  =  cül  V  cotz  und  ol  =  cosv  cosx  sein,  und  diese  Werthe  lassen  sich 
auch  leicht  construiren. 

Die  Maximalisophote  (-^  =  +  1)  wird  im  Allgemeinen  durch  einen 
oder  mehrere  isolirte  Punkte  repräsentirt;  diese  kann  unsere  bisherige 
Constrnctionsweise  nur  dann  liefern,  wenn  zufällig  diese  Punkte  auf 
einigen  von  den  beliebig  angenommenen  Parallelkreisen  liegen.  Wir 
müssen  daher  diese  isolirten  Punkte  noch  besonders  zu  bestimmen  suchen. 
Aus  der  Gleichung  1)  folgt  für  Z  =  +  1 

C05  0  s=  1 ,     /an  r  =  tan  v. 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass  die  Projectionen  dieser  Punkte  auf 
der  Projection  der  Strahlenrichtung  liegen,  und  aus  der  zweiten  ergeben 
sich"  die  Abstände  dieser  Punkte  vom  Pol.  Um  diese  constnictiv  zu 
bestimmen,  müssen  wir  an  die  Meridiancurve  Tangenten  ziehen,  welche 
mit  der  Axe  der  r  den  Winkel  v  bilden.  —  Die  Abstände  'der  so  erhal- 
tenen Berührungspunkte  von  der  Axe  der  z  sind  dann  die  Abstände  der 
Grundrissprojectionen  der  isolirten  Punkte  von  dem  Pol. 

In  besonderen  Fällen  können  wir  die  Hülfsgeraden  noch  auf  einem 
anderen  als  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  bestimmen.  Nehmen  wir 
an ,  es  sei  die  Grundrissprojection  einer  Isophote  gegeben ,  deren  Licht- 
stärke w  ist;  dann  können  wir  umgekehrt  durch  die  Punkte,  wo  diese 
Cnrve  die  beliebig  zweckmässig  angenommenen  Parallelkreise  schneidet, 
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die  entsprechenden  Werthe  von  cos  d  ennitteln.  Diese  Werthe  tragen 
wir  auf  die  den  Theilpnnkt  m  gebende  Ordinate  ab,  nnd  durch  die 
erhaltenen  Punkte  legen  wir  Tangenten  an  die  Hülfshyperbel*)  (Fig.  1**), 
welche  dann  die  Htilfsgeraden  sind.  Hierauf  verfahren  wir  wieder  wie 
oben  gezeigt  worden  ist  nnd  bestimmen  die  übrigen  Isophoten.  Damit 
wir  auf  diese  Weise  unseren  Zweck  vollständig  erreichen,  wird  erfordert, 
da8s  die  Projection  der  gegebenen  Isophote  die  Projection  aller  nöthigen 
Parallelkreise  schneide.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  muss  noch  die  Pro- 
jection einer  zweiten  Isophote  gegeben  sein,  die  wenigstens  durch  die- 
jenigen Kreise  geht,  welche  von  der  erstgegebenen  nicht  getroffen 
werden.  Zwei  solche  Isophoten,  die  diese  Forderung  in  manchen  Fällen 
erfüllen  und  sich  oft  durch  die  Eigenschaften  ihrer  Gleichungen  direct 
construiren  lassen,  sind  die  Grenzisophote  und  Typusisophote.  Aus  der 
Gleichung  1)  folgt  für  Z  =  0  die  Gleichung  der  Grenzisophote 

1  + /an  v./'(r)  .  co5Ö  =  0 3) 

nnd  fiir  i  =  cos  v  die  Gleichung  der  Typusisophote 

r  ir)  [/•'  (r)  (1  —  ian^  v  .  cos^  Ö)  —  2  tan  v  co5  Ö]  =  0       .     .     4) 

Mit  Hülfe  dieser  Isophoten  kann  man  oft,  selbst  bei  complicirten 
Flächen,  die  Conetruction  des  ganzen  Isophotensystems  in  einfachster 
Weise  ausführen. 

Ist  z  =r^  f' {r)  die' Gleichung  der  Meridiancurve  der  durch  irgend 
eine  Curve  erzeugten  Rotationsfläche ,  so  ist  z  =  f{r  —  d)  die  Gleichung 
der  Meridiancnrve  der  Rotationsfläche,  welche  durch  Umdrehung  der- 
selben Curve  im  Abstände  d  von  der  Axe  erzeugt  wird. 

Die  Gleichung  der  Isophoten  dieser  letzteren  Fläche  ist  dann  nach 
Gleichung  1) 

cos  V  -{-  sin  V  .  /*'  (r  —  d)  .  cos  0 

~      Ki  +  crc'-'^^rf)? 

Denken   wir  uns  diese  Gleichung  auf  r  —  d  reducirt,   so   gilt   der 

Satz: 

Bei  den  Grundrissprojectionen  der  Isophotensysteme 
zweier  Rotationsflächen,  die  durch  dieselbe  Curve  in 
ungleichen  Abständen  von  der  Drehungsaxe  erzeugt 
worden  sind,  ist  die  Differenz  der  gleichgerichteten 
Leitstrahlen  gleich  der  Differenz  der  beiden  Ab- 
stände von  der  Drehungsaxe. 
Haben  wir  nun  die  Grundrissprojectionen  von  dem  Isophotensystem 

einer  Rotationsfläche  fertig  vor  uns,  dann  erhalten   wir  das  System  der 


*)  Dies  kann  leicht  mit  Hülfe  des  Hanptkreises  und  des  Brennpunktes  ans- 
geführt  werden,  ohne  die  Hülfshypcrbel  seihst  zu  construiren.  Tn  Fig.  1^  ist  diese 
Hyperbel  nur  der  Vollständigkeit  wegen  construirt.  C^ nna]^ 
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am  d  erweiterten  oder  verengerten  Rotationsfläche,  wenn  wir  aämintliche 
Licbtstrablen  jenes  fertigen  Systems  um  d  verlängern  oder  verkürzen. 

In  speciellen  Fällen  können  wir  die  Isophoten  der  Rotationsflächen 
oft  noch  in  einfacherer  Weise  constrniren,  als  dies  nach  der  allgemeinen 
Methode  ansgeführt  werden  kann.  Wir  wollen  dies  an  den  Isophoten 
der  Kngelfläche  zeigen. 

Die  Gleichung  der  Kugelfläche  in  cylindrischen  Coordinaten  ist 

wenn  q  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet. 
Es  ist  dann 

^«— ^,.-..- 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  Gleichung  1),  so  wird 

Cos  V  .  l/p'^  —  r^  —  sin  v  ,r  .  cos  $ 

L=  ^     -  C^ 

Q 

Führen  wir  in  diese  Gleichung  rechtwinkelige  Coordinaten  ein,  so  ist 

r«  =  a■'  +  y^ 

r  cos  0  =  X 
und  dann  ergiebt  sich 

^  y\ 1.1^  +  ^^  ^'"  '^^^  =  1 

gi  [1  -  r^J  "T-  ^2  ^l  __ 2;^-]  ^^g'z  y        *• 

Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  die  Projectionen  der  Isophoten 
der  Kngelfläche  Ellipsen  sind,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Projexstion 
der  Strahlenrichtung  liegen. 

Hieraus  lassen  sich  leicht  einige  Eigenschaften  ableiten,  die  für  die 
Construction  dieser  Ellipsen  von  besonderem  Nutzen  sind.  Bezeichnen 
wir  mit  b  die  grosse  Halbaxe  dieser  Ellipsen,  mit  e  ihre  Excentricität, 
und  mit  m  den  Abstand  der  Ellipsenmittelpunkte  vom  Coordinaten anfang, 
so  ist 

b  =  Qj/r^i^, 

e  =  Q  j/l  — L'^  sin  v, 
w  =  Lq  sin  V, 
Hiernach  ist 

Q^        {q  sin  v)'^ 
Die  Endpunkte  der  grossen  Axen  der  Ellipsen  liegen 
auf  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  q  und  q  sin  v  sind. 
Ferner  ist 

e^  -{-  tn^  =  ((>  sin  vf 

Die  Brennpunkte  der  Ellipsen  liegen  auf  einen  Kreise 
vom  Radius  ^  sin  v,  r^  i 
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Auf  diese  Eigenschaften  gründet  sich  eine  sehr  einfache  Constniction 
der  Isophoten  der  Kugelfläche. 

Es  sei  Fig.  2  die  Gnandriss-  und  Anfrissprojection  einer  Kugelflächc 
vom  Radius  ^,  welche  von  einem  Strahlenbündel  beleuchtet  wiid,  dessen 
Kichtung  in  Fig.  1*  gegeben  ist,  also  mit  der  r-Axe  den  Winkel  v  ein- 
schliesst. 

Fig.  2. 


Wir  machen  in  Fig.  l*  AW  =  q  und  beschreiben  mit  WB^  als  Radius 
in  Fig.  2  um  o  den  Kreis  if.  Auf  diesem  Kreis  liegen  die  Brennpunkte 
der  Ellipsen.  Die  Punkte  + 1  und  —  1  sind  die  isolirten  Punkte  der 
Maximalisophote.  Wir  theilen  jede  der  beiden  gleichen  Strecken  0,  + 1 
und  0,  —  1  in  n  =  10  gleiche  Theile.  Die  erhaltenen  Theilpunktc  sind 
die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Isophoten,  welche  den  Lichtstärken  +0,9, 
+  0,8  .  .  .  .  0  .  .  .  — 0,8,  — 0,9  entsprechen.  Wollen  wir  nun  eine  Iso- 
])hote,  z.B.  die  der  Lichtstärke  +0,8,  construiren,  so  ziehen  wir  durch 
+  0,8  eine  Gerade  auf  oL  senkrecht.  Diese  ist  dann  die  Axe  der 
Ellipse;  wo  sie  den  Kreis  K  schneidet,  liegen  auf  ihr  die  Brennpunkte 
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b  und  6].  Hierauf  ziehen  wir  durch  b  den  Radios  oc  und  cd  parallel 
der  Axe  oL^ ,  so  ist  d  der  eine  Endpunkt  der  grossen  Axe.  Wir  haben 
hiernach  den  Mittelpunkt,  die  Brennpunkte  und  die  grosse  Axe  der 
Ellipse  und  somit  Alles,  was  zur  einfachsten  Construction  der  EUipse, 
resp.  der  Isophoten  der  Kugelfläche,  uöthig  ist. 

Ganz  so  wie  im  Grundriss,  können  wir  bei  der  Kugelfläche  auch  im 
Aufriss  die  Construction  ausführen,  wenn  wir  von  dem  Hinfufprojicireu 
keinen  Gebrauch  machen  wollen.  In  der  Fig.  2  sind  die  Projectionen 
der  Isophoten  der  Lichtstärken  +1>  +0,8,  +0,5  und  — 0,5,  — 0,8,  —1, 
im  Grundriss  und  Aufriss  dargestellt. 

Die  Isophoten  der  Kugelfläche  können  auch  als  Fundament  einer 
zweiten  Isophotcnconstruction  der  Rotationsflächen  dienen. 

Für  die  Kugel  ist 

r(r)=    -'" 


wenn  q  den  Kugelradius,  r^  deu  Radiusvector  bezeichnet. 
Diesen  Werth  in  die  Gleichung  2)  gesetzt  giebt 

cos9  =  -t''^.L  +  '''''-'^'-'^-     ....    7) 

Dies  ist  die  Gleichung  für  die  Isophoten  der  Kugelfläche. 
Aus  der  Gleichung 

folgt,  wenn  wir 

f  ('•)  =  ian  z 
setzen, 

Tjt  =  9  sin  r. 

Haben  wir  an  die  Meridiancurve  einer  Rotationsfläche  Fig.  1  in  M 
eine  Tangente  MT  gezogen,  welche  mit  der  Axe  des  r  den  Winkel  x 
bildet,  so  erhalten  wir  aus  7)  die  Werthe  der  Winkel  Ö,  welche  auf  den 
Parallelkrcis  MM^  die  Punkte  gegebener  Lichtstärken  bestimmen. 

Um  die  Werthe  der  ö  zu  erhalten,  construiren  wir  den  Werth 
^K  =  Q  sin  T.  Es  sei  in  Fig.  2  der  Radius  der  dargestellten  Kugel  ?, 
MT  eine  zu  MT  parallele  Tangente;  so  ist,  wenn  wir  M'q  parallel  der 
Projectionsaxe  ziehen, 

M'q  =  rf^  =  Q  sin  r. 

Mit  M'q  beschreiben  wir  um  o  im  Grundriss  den  Kreis  J^',  Die 
Durchschnitte  a,  /?....  dieses  Kreises  mit  den  Isophoten  der  Licht- 
stärken 0,8,  0,5 ....  verbinden  wir  mit  dem  Mittelpunkt  o.  Diese  Ver- 
bindungsUnien  schliessen  dann  mit  oL  die  Winkel  $  ein,  welche  den 
genannten  Lichtstärken  entsprechen.  Ziehen  wir  (Fig,  1)  ^0,8  parallel 
Ott  (Fig.  2),  so  ist  der  Schnittpunkt  0,8  dieser  Geraden  mit  dem  Parallel- 
kreis   der   Rotationsfläche    der    Ort    der   Lichtstärke  ^8.      Li    gleicher 
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Weise  kann   man   die  Punkte  der  anderen    gegebenen  Lichtstärken  be- 
btimmen. 

Diese  zweite  Construction ,  mit  Benutzung  der  sogenannten  Kugel- 
hkala,  ist  schon  von  einigen  Autoren  ausgeführt  worden.  Wir  haben 
dieselbe,  nur  der  hier  angegebenen  leichten  Ableitung  wegen  mit  an- 
geführt. Diese  Construction  wird  ungenau,  wenn  der  Radius  des  Parnllcl- 
kreises  {K'  Fig.  2)  sich  dem  Radius  der  Kugel  nähert,  und  ohne  Aufriss- 
projection  ganz  unbrauchbar,  wenn  er  gleich  demselben  wird.  In  diesem 
Falle  liefert  aber  die  erste  Construction  mit  Benutzung  der  Linienskala 
die  schärfsten  Schnitte;  denn  im  Grenzfalle  werden  dort  die  Ilülfs- 
geraden  g'g'  Asymptoten  der  Hülfshyperbcl.  Ein  anderer  Vorthcil  besteht 
darin,  dass  wir  bei  der  Linienskala  durch  gerade  Linien  unseren  Zweck 
erreichen,  während  wir  bei  der  Kugelskala  viele  Ellipsen  gebrauchen. 

Die  Isophoten  der  Schraubenflächen. 
§3. 

Die  Schnittcurve ,  welche  eine  durch  die  Drehungsaxe  grlcgle  P]bene 
mit  einer  Schraubenfläche  bildet,  wollen  wir,  wie  bei  den  Rotations- 
flächen, auch  hier  Meridiancurve  nennen. 

Ist  nun 

z  =  rir) 

die  Gleichung  dieser  Meridiancurve,  so  ist  die  allgemeine  Gleichung  der 

Schraabenfläche ,    welche    durch    eine    einfach-    oder    doppeltgckrümmte 

Curve  erzeugt  wird,   deren   Drehungsaxe  in   der  z-Axe  liegt,    in   cylin- 

drischen  Coordinaten 

s  =  y.9  +  /'(r). 

Die  constante  Grösse  y  wollen  wir  den  Hauptparamet  er  der 
iScbraabenflächen  nennen.  Für  y  gleich  Null  gehen  die  Schraubenflächen 
in  Rotationsflächen  über. 

Aas  dieser  Gleichung  folgt 

dz 


dr        '   "■" 

'       dz 

f9  =  y- 

Setzen  wir  diese  Wertbe  in  die  allgemeine  Gleichung  VL, 

nächst 

so  wird  zu- 

y 
tan  w  =        ,    Y 

uud 
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+  sin  v.j/[fir)f  +  K,  ■  cos  («  +  «) 


COS  V 


V 


i  +  [r('-)r  +  ^^ 


Diese  allgemeine  Gleichung  der  Isopboteu  der  Schraubenflächen 
hat  ganz  die  Form  der  Gleichung  l)  (§  2).  Die  Construction  der  Iso- 
photen der  Schrauben  flächen  kann  demnach  ganz  in  derselben  Weise 
wie  bei  den  Rotationsflächen  ausgeführt  werden.  Dieselbe  Hülfsfigur  (!*•) 
kann  in  unveränderter  Gestalt  auch  bei  den  Schrauben  flächen  Anwen- 
dung finden;    ebenso  auch  die  Kugelskala  (Fig.  2).     Wir   brauchen  nur 

die  Werthe  "u  [/'(r)]^  -j-  j  ^^^  r'T'\  '^^  construiren,  was  mit  Leich- 
tigkeit geschehen  kann,  wenn  der  Werth  f'(f)  zu  ermitteln  ist.  Die 
Construction  der  Isophoten  der  Schrauben  flächen  ist  hiernach  auf  das 
Problem  der  Tangentenziehung  an  die  Meridiancurve  der  Schraubeu- 
fläche  zurückgeführt.  / 

Eleganter  gestaltet  sich  noch  die  Gleichung  1),  wenn  wir  den  Werth 

y 


tan  CO  =^       _, .  . 
rf  (r) 


substituiren ,  dann  ist 

-'    ^  '-^       '    r^  r  sm  o 


/^ 


f 


folglich 


y 

cos  V  +  sin  V  •  —  . cos  ($4-  cd) 

'  r  sinca  vi/ 


r  \r  stn  G)/ 


Auch  nach  dieser  Gleichung  kann  die  Construction  der  Isophoten 
der  Schraubenflächen  mit  Benutzung  der  Figur  1^  in  derselben  Weise^ 
wie  bei  den  Rotationsflächen  ausgeführt  werden.  Wir  haben  statt  f{r)  hier 

y 

.--   und  statt  cosO  hier  cos  (0  +  w). 

Geometrisch  bedeutet  oi  den'  Winkel  zischen  Radiusvector  and 
Normale  der  Schnittcurve  % 

z  =  yö +/•'(;.)   I 

2  =  0  J 

und  r  sin  co  den  Abstand  dieser  Normale  vom  Pol. 

Hiernach  ist  die  Construction  der  Isophoten  der  Schraubeufläche  auf 
das  Problem  des  Tangentenziehens  an  die  Schnittcurve  zurückgefäbtt, 
welche  die  Grund  riss  -  Ebene  mit  der  Schrauben  fläche  bildet.  Um  die 
Construction  der  Isophoten  der  Schraubenflächen  im  Grundriss  auszuführen, 
construirt  man   die  Schnittcurve   des   Grundrisses  —  die  überhaupt  bei 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  L.  Burmester.  243 


einer  Darstellung  einer  Schraubenfläche  nicht  fehlen  darf  —  und  beschreibt 
einen  Kreis  vom*  Radius  r  um  den  Pol.  Im  Punkte,  wo  dieser  Kreis 
die  Schnittcurve  trifft,  ziehen  wir  die  Tangente  resp.  Normale  derselben. 
Dann  haben  wir  den  Winkel  oi.  Diesen  legen  wir  mit  einem  Schenkel 
an  die  Axe  der  Polarcoordinaten ,  so  bildet  der  andere  Schenkel  den 
Anfang  für  die  Zählung  des  Winkels  ö.  Um  nun  cos  {0  +  o>)  zu  be- 
stimmen, verfahren  wir  ganz  wie  bei  den  Rotationsflächen,  indem  wir 
analog 

y 

=  lan  r. 
r  sin  9 

setzen. 

Die  Construction  der  Isophoten  der  Schraubenflächen  nnterscheidet 
sich  von  der  Construction  der  Isophoten  der  Rotationsflächen  nur  dadurch, 
dass  bei  diesen  der  Winkel  0  beständig  von  der  Projection  der  Strahlen- 
richtung, bei  jenen  aber  von  einer  mit  r  veränderlichen  Anfangsrichtung 
ausgezählt  wird,  welche  mit  der  Projection  der  Strahlenrichtung  den 
durch  r  bestimmten  Winkel  oo  einschliesst.  Haben  wir  so  auf  beliebig 
vielen  um  den  Pol  concentrisch  beschriebenen  Kreisen  die  Punkte 
gegebener  Lichtstärken  bestimmt,  so  geben  diese  die  Projectionen  der 
Isophoten  im  Grundriss.  Da  diese  concentrischen  Kreise  die  Grundriss- 
projectionen  von  Schraubenlinien  sind,  welche  auf  der  Schraubenfläche 
liegen,  so  erhalten  wir  durch  Hinaufprojiciren  die  Projectionen  der  Iso- 
photen im  Aufriss. 

Um  das  Isophotensjstem  der  Schraubenfläche  vollständig  zu  erhalten, 
müssen  wir  noch  der  isolirten  Punkte  der  Maximalisophote  gedenken, 
welche  unsere  Construction,  wie  schon  bei  den  Rotationsflächen  gesagt, 
nur  zufällig  liefern  kann. 

Es  wird  Z  =  +  1 ,  wenn  in  Gleichung  2) 

— ^ =  tan  V 

rsrnto  j. a) 

cos  (ö  +  a>)  =  1 
ist.     Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

y 

r  sm  (o  ==        -  . 
tan  V 

Um  nun  die  Orte  der  Lichtstärke  Z  =  +  1  zu  bestimmen ,  müssen  wir 
hiernach  die  Normale  der  genannten  Schnittcurve  zu  construiren  suchen, 

deren  Abstand  vom  Pol  -     —  ist;  dann  ist  a>  bekannt  und  hierdurch  sind 

tan  V 

es   auch   r,  ö,    die   Coordinaten    der   isolirten   Punkte.     Die   Bestimmung 

diefer  Normale  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  leicht.    Wir  müssen  daher 

diese  Punkte  theils  durch  Rechnung,  theils  durch  Construction  zu  ermitteln 

suchen. 
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Aus  den  beiden  Gleichungen  a)  folgt  auch ,  wenn  wir  für  tan  th  den 
Werth       S?  V  setzen 

y 


r  stnv  =  — 

ianv 

f 

r2 


\,\ 


Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt  der  Satz: 

Die   isolirten  Punkte   der  Maximalisophote   liegen  bei 

allen  SchraubenflÄchen  auf  einer  Geraden,  welche  im 

V 

Abstände ~    der   Grundrissprojection    der  Strah- 

tan  V  JT      ./ 

lenrichtung  parallel  ist. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich  der  Abstand  dieser  Punkte 
vom  Coordinatenanfang,  wenn  wir  dieselbe  auf  r  reduciren.*) 

Wir  wollen  hier  beispielsweise  einige  specielle  Fälle  betrachten: 
1)  Die  Isophoten  der  schiefen  SchraubenflUche  (Schraube 
mit  scharfem  Gewinde) 

;j  =  yö  +  «'•• 

Diese  Gleichung,  in  der  a  die  Gotangente  des  Winkels  bedeutet, 
welchen  die  erzeugende  Gerade  mit  der  Drehuugsaxe  einschliesst,  gebt 
in  die  Gleichung  der  geraden  Schraubeufläche  (Schraube  mit  flachem 
Gewinde)  über,  wenn  a  ==  0  ist. 

Es  ist  hier 

y 

tan  CD  =    

Die  Gleichung  dor  Isophoten  dieser  Fläche  ist  dann  nach  Gleichung  1)  d.  § 

cos  V  -f-  sin  vj/  a^  -] — ^  cos{0  -{-  cd) 

//i  +  «^  +  ^ 


L  = 


Da  nun  die  Werthe 

und 


ra  f  r^ 

mit  Leichtigkeit  construirt  werden  können,  so  ist  auch  die  Construction 
dieser  Isophoten  einfach. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  a)  für  oo  seinen  Werth,  so  wird 


•)  Giebt  diese  Gleichung,  auf  r  reducirt,  nur  einen  Werth  für  r,  so  besteht 
selbstveretändlich  die  Maximalisophote  nur  aus  einem  isolirten  Punkt. 
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cos  V  +  sin  V  \a  cos  0  —  —  •  « w  ö  ) 

x= ^.  V-  .-.A— ^ ß) 


y  1+«'+;, 


T 

Denken  wir   uns   diese  Gleichung  auf  -    reducirt)  so  gilt  der  Satz: 

Die   Leitstrahlen   der  Grundrissprojectionen   von    den 
Isophoten  der  Schraubenfläche 

2   =s   yö   -{•    <*^ 

sind  dem  Hauptparameter  y  proportional. 
Wenn  wir  also  das  Gnindrissisophotensystem  einer  dieser  Schrauben- 
flächen  vom  Hauptparameter  y^   fertig  vor   uns   haben,    so  können   wir 
das  System  einer  anderen,  deren  Hauptparameter  y^  ist,  leicht  mit  Hülfe 
dieser  Proportionalität  constrniren. 

Für  L  =  0  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Grenzisophote 

ysinv,  sin  ö 
cos  V  -\-  a  sin  v  .  cos  ö 
Die  Grenzisophote  geht  hiernach  stets  durch  den  Pol  und  erstreckt  sich 
in  die  Unendlichkeit,  wenn  a  sin  v  ^  cos  v  ist.    Für  den  besonderen  Fall 
a  sin  V  =  cos  v  wird 

r  ==i  y  ian  v  .  tan  ^ö. 
Aus  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  b)  folgt 

ytan^  V  —  a^ 
wodurch  auch  die  Maximalisophote  mit  Berücksichtigung  der  ersten  der 
Gleichungen  b)  bestimmt  ist. 

Die  Lichtintensität  2^  =  +  ^  kann   also  nur  auf  dieser  Schrauben- 
fläche auftreten,  wenn  tanv^a  ist. 

2)  Die^Isophoten  der  logarithmischen  Schraubenfläche 

z  =  y$  -^-  al{f). 

Diese  Gleichung,  in  welcher  a  eine  Constante  bedeutet,  geht  für  a  =  0 
auch  in  die  Gleichung  der  geraden  Schraubenfläche  über. 
Es  ist  dann 

Y 
tana>.  =      • 
a 

Aus  der  Gleichung  1)  d.  §  folgt  hier  die  Gleichung  der  Isophoten 

dieser  Fläche 


cos  V  +  sin  V ,--        cos  {0  -j-  to^) 


L  = 


^Google 
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Da  der  Winkel  w  constant  ist  und  die  Werthe 

a  r 

sehr  leicht  construirt  werden  können,  so  ist  auch  die  Construction  der 
Isophoten  dieser  Fläche  einfach. 

Aus  der  Gleichung  dieser  Isophoten  folgt  der  Satz: 

Die  Grundrissprojectionen  der  Isophoten  der  logarith- 
mischen Schraubenfläche 

z  =  y$  -{-  al{r) 
und  des  Rotationslogarithmoids  ^) 

sind  congruent,  und  unter  dem  Winkel  a)j  gegen  ein- 
ander gedreht,  wenn  diese  beiden  Flächen  von  gleicb- 
gerichteten  Strahlenbündeln  beleuchtet  werden. 

r 
Denken  wir  uns  die  Gleichung  dieser  Isophoten  auf  ^  2^ir^  '®^"' 

cirt,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Leitstrahlen  der  Grundrissprojectionen  von  den 
Isophoten  der  Schraubenflächen 

2  =  yd  +  al{r) 

sind  der  Grösse  ^y^  -f-  «^  proportional. 
Selbstverständlich  gilt  dies  auch  von  der  Rotationsfläche 

Mit  Hülfe  dieser  Proportionalität  können  wir  sehr  leicht  die  Isophoten- 
systeme  aller  Flächen  dieser  Gattung  constrniren,  wenn  wir  das  Iso- 
photensystem  einer  dieser  Flächen  fertig  vor  uns  haben,  und  uns  nur 
den  Parameter  y  veränderlich  denken. 

Die  Gleichung  der  Grenzisophote  dieser  Flächen  ist 

r  ==  tan  V  .  f/y^  -f"  "^  -  ^^*  (^  ~f"  '*'i)- 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  durch  den  Polgeht 
und  dessen  Durchmesser  gleich  tan  v}/y^  -{-  a^  ist. 
Die  Gleichung  der  Typusisophote  ist 


r 

Die  Curve  der  ersten  Gleichung  lässt  sich  leicht  direct  construiren.   Sie 
geht,  wenn  tanv^  1,  durch  den  Pol   und  erstreckt  sich  mit  zwei  sym- 

*)  Wir  bezeichnen  die  Rotntionsfläche,  welche  durch  Umdrehung  der  logarith- 
mischen Linie  {z  =  al{r)  -{-  b)  entsteht,  mit  dem  Namen  Rotationslogaritbmoii 
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metrischen  Zweigen  in  den  anendlich  grossen  Kreis,  welchen  die  zweite 
Gleichung  repräsentirt. 

Für  den  besonderen  Fall  ian  v  =  1  wird 

^  ^y-^~-f  a^     sin''  (g  +  a)|)  ^ 
^  2         '  cos  {$  +  (öj)  ' 

Dies  ist  die  Cissoide  des  Diokles. 

Ans  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  b)   d.  §  ergiebt  sich 

(anv 
Hierdurch  ist  die  Maximalisophote   mit  Beachtung   der  ersten   der  Glei- 
chungen b)  beistimmt. 

3)  Die  Isophoten  der  geraden  Schraubenfläche 

z  =  yO. 
Diese  Fläche  ist ,  wie-  schon  gesagt ,  der  specielle  Fall  a  =  0  von 
der  eben  betrachteten  Fläche.  Es  wird  aber  für  die  Folge  von  beson- 
derem Nutzen  sein,  wenn  wir  auf  die  Isophoten  dieser  Schraubenfläche 
specieller  eingehen.  Je  nachdem  y  negativ  oder  positiv  ist,  erhalten 
wir  die  rechts-  oder  linksgängige  Schraubenfläche.  Wir  wollen  der  Be- 
stimmtheit wegen  y  negativ  nehmen.  Dann  ist  die  Gleichung  der  rechts- 
gängigen Schraubenfläche 

z  =  —  yö. 
In  diesem  Falle  ist 

CO,  =  —  90«; 

folglich  die  Gleichung  der  Isophoten  dieser  Fläche 

y 

cos  V  4-  sinv  *  —  '  sin  $ 


/'+$ 


y 
Diese   Isophoten  lassen   sich   wegen   des   einfachen  Werthes  —  mit 

gröflster  Leichtigkeit  nach  der  für  Rotationsflächen  angegebenen  Methode 
construiren.  Da  die  Lichtstrahlen  r  dem  Parameter  y  proportional  sind, 
so  kaoyi  man  nach  einem  fertigen  Isophotensystem  einer  dieser  Schrauben- 
fläche die  Isophotensysteme  aller  Flächen  dieser  Gattung  sehr  leicht 
mit  Benutzung  dieser  Proportionalität  construiren. 

Aus  der  Gleichung  dieser  Isophoten  folgt,  da 
sin  Ö  =  cos  (90<>  —  ö) 
ist,   dass   das   ganze   Isophotensystem   im   Grundriss  von    der 
durch   den   Pol   gehenden   auf  der   Projection   der   Strahlen- 
richtung senkrecht  stehenden  Geraden  symmetrisch  getheilt 
wird. 

Die  Gleichung  der  Grenzisophote  ist  ^^ 
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r  =  —  y  tan  v  .  sin  d. 
Die   Grundrissprojection    der   Grenzisophoie    ist    ein    darch 
den  Pol  gellender  Kreis,  dessen  Radins  gleich  y  ianv  ist. 
Die  Gleichung  der  Typnsisophotc  ist 

y  *       y  ton  V    .    . 

'•==27«^"'^^-    "2-*"'* 

r 

Diese  Curve,  welche  aus  zwei  Theilen  besteht,  ist  schon  S.  247  be- 
sprochen. Die  Maximalisophote  wird  durch  einen  isolirten  Punkt  reprä 
sentirt,  dessen  Coordinaten 

tan  V 

ö  =  90« 
sind. 

Die  Isophoten  der  Conoidflächen. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Conoidflächen,  welche  durch  eine 
Gerade  erzeugt  werden,  die  senkrecht  an  einer  festen  Geraden  nnd 
zugleich  an  einer  Curve  hingleitet,  ist  in  cylindrischen  Coordinaten,  wenn 
wir  die  feste  Gerade  zur  z-Axe  nehmen 

t  =  r(«). 

Hiernach  ist 

und  diese  Werthe  in  die  Gleichung  V.  gesetzt,  wird 

cos  V  —  stnv  '  — ^-^  '  Sin  9 

Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Isophoten  der  Conoidflächen. 

Denken  wir  uns.  diese  Gleichung  auf    — --  reducirt,  so  ergiebt  sich  der 

r 

Satz: 

Die  Leitstrahlen   der  Grundrissprojectionen  von  den 

Isophoten  der  Conoidflächen  sind  der  Grösse /"(^)  P'^" 

poriional. 

Wir  können  daher  nach  dem  fertigen  Isophotensystem  der  einfachsten 

Conoidfläche,   der   geraden   Schraubenfläche,    die   Construction  der  Iso 

photen  aller   construirbaren  Conoidflächen   ausführen,   wenn   der  Wertli 

f\$)  ermittelt  werden  kann.  ^  j 
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Setzen  wir 

r(«) 

'•  =  -  7-<'^> 

so  ist 

y 

cos  vA-sinv'  —  •  sin  0 


/^+"(fj 


Dies  ist  die  Gleichung  des  Isophotensystems  der  geraden  Schrauben- 
fläche oder  des  um  90^  gedrehten  Isophotensystems  des  Rotation sloga- 
rithmoids.  Um  nun  die  Isophoten  der  Conoidflächen  zu  construiren, 
ziehen  wir  im  Grundriss  des  Isophotensystems  der  geraden  Schrauben- 
flache  einen  Leitstrahl  unter  einem  Winkel  Ö  durch  alle  Isophoten.  Die 
Durchschnittspunkte  geben  uns  die  Werthe  der  ^jr,  welche  den  Licht- 
stärken der  durchschnittenen  Isophoten  entsprechen;  dann  ist 

und  somit  haben  wir  auf  diesem  Leitstrahl  die  Punkte  jener  Lichtstärken 
auf  der  Conoidfläche  bestimmt.  Wiederholen  wir  dieses  auf  mehreren 
Leitstpahlen ,  so  erhalten  wir  alle  Punkte,  welche  verbunden  das  Iso- 
photensystem  der*  Conoidflächen  liefern. 

Da  für  den  Leitstrahl  des  hellsten  Punktes  der  geraden  Schrauben- 
fläche 0  =  90^  ist,  so  liegen  auch  die  Punkte  der  Maximalisophote  aller 
Conoidflächen  auf  einer  senkrecht  zur  Grundrissprojection  der  Strahlen- 
richtung  durch  den  Pol  gehenden  Geraden. 

Denken  wir  uns  den  Durchschnitt  der  Conoidfläche  z  =  f{&)  mit  der 
Fläche  des  Kreiscylinders,  dessen  Radius  1  ist  und  dessen  Axe  in  der 
r-Axe  liegt,  von  dem  Cylinder  abgewickelt  und  in  einer  Ebene  aus- 
gebreitet, so  ist  z  =  f{$)  die  Gleichung  dieses  Schnittes  in  rechtwin- 
keligen Coordinaten. 
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X.    Bemerkungen  über  einige  bestimmte  Integrale.     Setzt  man  zur 
Abkürzung: 

0  0  ' 

so  findet  man  leicbt: 

cx>  ob 

0  0  .. 

oder: 

Mnltiplicirt  man  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen  mit  i=-Y —  1, 
addirt  das  Product  zur  ersten,  so  folgt: 

Die  vorstehende  Gleichung  mit.e^  '  mnltiplicirt,  giebt: 


d{p 


+^y'--ii-<)/;^"- 


7t 

Da  nun   nach  1)  (p),-.©  =  o  >  W)t=o  =  0,   so   folgt  durch   Integration 
nach  z: 

P  +  li^-^e-  ^''  -  (1  -  0  ]/:Je-  (='  -  «•)  «•  a«. 

0 

Ans  dieser  Gleichnng  leitet  man  unmittelbar  die  beiden  folgenden  ab: 

;.  =  2  cos  (t')  +  j/'^^jsiniz'-u'')  du  -j/ ^J cos{z^-u'^  du, 
3) 

^  =  -  ^  sin  (z')  +  /^  2, /*'"(''  "    "')  '"'  +//    2 /'■"*(''" "'^  ^"• 
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Setzt  man  in  den  Integralen  rechts  zu  statt  t/,  so  folgt: 

1 

2{p  —  q)=n  {cos(z^)  +  sin  {z^)}  —  2z  j/2^   1  cos  z^  (1  —  u^)  du, 

Ü 

and  hieraus: 

*  z  •  z  1 

4)  2J{p—q)du^n  Ccos{u^)du  +  %  fsin{u^)du—}^ 

0  0  0  0 

Die  Gleichungen  2)  respective  2p,  2 q  maltiplicirt  und  addirt  geben: 


Diese  Gleichung  nach  z  integrirt  giebt: 

♦i2 


Setzt  man  links  Hir  p  und  q  ihre  Werthe  aus  3)  und  für  das  Integral 
rechts  den  in  4)  aufgestellten  Ausdruck,  so  erhält  man  nach  einigen 
sehr  einfachen  Reductionen: 

I  jL(,3  _  «.)  ^u  |V  {/.„  (.« -  u^  ,u  jL^k^il^«!)  a«, 

oder  auch  }/z    statt  z  gesetzt: 

Durch  Entwicklung  der  Integrale  folgt  far  2z=^x\ 

|^/~^^"        1.3.5...(4«_3)j+|^/~^^"      1.3.5.. .(4«_1)J 

^^    2«  — 1     1.3.  5...  (4« —  3)' 

Die  durch  p  und  ^  bezeichneten  Integrale  stehen  mit  den  beiden  Inte- 
gralen : 

op  op 

jcosiu^)  ß-^^z«  ^„^    jsin{u^)  e-2x«  ^,, 

in  nahem  Zusammenhang,  was  sich  leicht  direct  auf  folgende  Art  dar- 
thun  lässt.     Setzt  man  in  den  beiden  Integralen: 

«;  =  tt  +  17,  so  folgt:  C c^c^cAo 
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◦o  oo 


y\=    Icos (li^  +  p'  +  2uv)  dv  =  2jcos {u^  +  v^)  cos2uv  du, 

—So  Ü 

._  op  op 

l/"^  =   jsin  (m2  +  v'^  +  2iip)  a»  =  2  jsin  {u^  +  v^)  cos  2uv  dv. 

Die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  mnltiplicire  man  mit  cos  (ti^), 
die  zweite  mit  sin{ü^)  und  bilde  die  Summe  der  Producte;  ferner  mnl- 
tiplicire man  die  erste  Gleichung  mit  sin  (t^^)i  die  zweite  mit  cos{u^)  und 
bilde  die  Differenz  der  Producte,  hierdurch  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

/—  ?P 

{cos  (w^)  4-  sin  {y^))j/^  =  2  Icos  (v^)  cos2uv  dv, 


0 

oo 


{cos{u^)  —  sin  {u^)}J/  -=  2  j  sin  (»')  cosßuv  dv. 
Diese  Gleichungen  geben: 

2  /  jcos{v^)  cos2uv  e-^-'^du  dv  =-=j/ ^  J {cos (u^)  +  sin{u^)}  e-^-«'  du, 

ü     0  0 

OpCC  y—         op 

2  /  lsin{v^)cos2uve-^^''dudv^j/'^J\cos{u^)  —  sin{u^)}  «-2=«  du. 

0      0  0 

Integrirt  man  in  den  Doppelintegralen  links  zuerst  nach  t^,  so  folgt: 
ü  0  0 

0  0  '  0 

Setzt  mau  hierin  bz  statt  z,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 


oo 


)  +  «>i(M^)}^~^^'«aw, 


^  <x>  _    oo 

0 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  andere  ableiten,  in  welchen  cos{u'^ 
und  sin  (m^)  unter  dem  Integralzeichen  mit  ähnlichen  Functionen  von  u 
multiplicirt  erscheinen.  ^^ 
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Nimmt  man  in  den  Gleichungen  5)  b  =  — n ,  multiplicirt  mit 

( —  1)"""^,  legt  n  alle  ganzzahligen  Werthe  von  1  bis  oc  bei,    so  giebt 
die  Snmmation  der  Integrale,  mit  Bücksicht  auf: 

2»  — 1 
"^^  — ^ —  ^  1 

.  ^     (0+eT'-ref+r"' 

die  beiden  Relationen : 


w  __ü  r       "2  J      gunz    \    g—unz  ' 

e^  +  e     ' 
(6 


00  00 


/">»  (" )    a„  =  j  7/ «  r??*  (_« Vr  *'»  ("1)  a„ 
e'--\-e     '- 

0 

Für  z  ==  -'-  geben  die  vorstehenden  Gleichungen : 

^^-  0  r y  ""-^   y-  a«  =   r-^^^-y.  3«. 
ü  '  0  ' 

Setzt  man: 

0  u 

so  geben  die  Gleichungen  6)  durch  Division  die  Functionalgleichung : 

^\zj        9(«2)  —  1 
Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Gleichungen  6)  sich  auch  direct 
herleiten  lassen,  wenn  man  die  bekannte  Gleichung: 


oo 


e^  +  e     '      ^  « 

mit  cos{u^  du,  sin{u^)  du  multiplicirt  und  nach  u  zwischen  den  Grenzen 
— oo  und  -j-oo  integrirt. 

Göttingen.  Dr.  Enneper. 
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XL    Ableitung  der  Partialbrach-  and  Prodokt-Entwickelnagen  för  die 
trlgonometriBclien  Fonktionen.     Von   Prof.  Dr.  Schröter   zu  Breslau. 

Die  Partialbruch-Entwickelungen  der  trigonometrischen  Funktionen 
cotg  X  und  cosec  x  werden  gewöhnlich  aus  den  Produktentwickelungen 
und  diese  aus  dem  allgemeinen  Multiplikationstheorem  der  Trigono- 
metrie, d.  h.  aus  dem  algebraischen  Ausdruck  von  sin  nx  durch  sin  x 
hergeleitet;  dabei  bedarf  man  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra,  der 
eigentlich  mit  der  Trigonometrie  weiter  nichts  zu  thun  hat,  nftmlich  des 
Nachweises,  dass  jede  rationale  ganze  Funktion  sich  in  lineare  Faktoren 
zerlegen  lasse  u.  s.  w.  Dieser  beträchtliche  Apparat  von  Formeln  und 
Htilfsbetrachtungen  kann  ersetzt  werden  durch  die  einzige  trigono- 
metrische Formel  für  die  Verdoppelung  des  Winkels,  aus  welcher,  wie 
es  scheint,  in  der  elementarsten  Weise,  sowohl  die  Entwickelungen  der 
trigonometrischen  Funktionen  in  Partialbrüche,  als  auch  in  Faktoren- 
folgen hervorgehen ;  ein  schliesslicher  üebergang  zur  Grenze  ist  natürlich 
hier  wie  dort  unentbehrlich,  aber  bei  beiden  Arten  der  Herleitung 
durch  ganz  dieselben  Betrachtungen  ausführbar.  Da  sich  der  ange- 
deutete elementarere  Weg  für  Zwecke  des  Unterrichts  besonders  em- 
pfiehlt, so  sei  es  gestattet,  ihn  hier  mitzutheilen. 


(I-) 


Wir  gehen  von  der  bekannten  trigonometrischen  Formel  aus: 

X  + 


dg 


1    f        X     .  X  4-  ^] 


und   zerlegen  jede  der  beiden  ctg  auf  der  rechten  Seite  mit  Hülfe  der- 
selben Fanktionalgleichung  (I.)  in  die  Summe  zweier  neuen,  also: 


ctg  X 


1    f        X 
4   p  4 


+  ctg  ~-\ h  dg  L__  ^  ctg  -    ^-  —  \ 


4 


Wegen  der  Eigenschaft  der  Periodicität: 
ctg  [x—n)  =  ctg  x 
lässt  sich  die  letzte  Gleichung  auch  so  schreiben: 


ctg  X  =    - 


cigl  +  > 


X  +  it 
ctg  -^- 

X  —  n 
ctg    -,- 


+  «»(:-+!) 


Die  in  gleicher  Weise  weiter  ausgeführte  Zerlegung  jedes  ctg  in  die 
Summe  zweier  neuen  giebt: 
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c'flr  a:  =  -5- 


c'»8   +   ,' 


ctg  —^ f-  ctg '- 1-  ctg ^ 

,      ^    X  —  TT,          X — 2n    .      ^    X  —  3« 
+  c/^  — -^ h  <^^9  -  —^ h  ^^9 


8  '    ^'^         8 

+ «» (f + 1) 


Setzt  man  dieselbe  Operation  »Mal  fort,  so  ergiebt  sieb,  wie  leicbt 
zu  überseben  ist,  die  allgemeine  Formel: 


{\\:)ctgx^~ 


e«| +^'  W-^  +'*'-i^  +«'.(!+  •) 


aas  welcher,  wenn  wir  n  bis  in's  Unendliche  wachsen  lassen,  die  Par- 
tialbmch-Entwickelang  für  ctg  x  hervorgeht.  Das  letzte  Glied  der  auf 
der  rechten  Seite  von  (II.)  stehenden  Reihe  nähert  sich  nämlich  für 
n  =  00  dem  Grenzwerthe  0  und  dasselbe  gilt  auch  fUr  die  letzten 
Glieder  in  den  beiden  Summen 


2 1 

2«  Z'  ''^  1-2— j 


während    mit    wachsendem  n    zugleich    die  Anzahl    der   Glieder    dieser 
Reihen  fort  und  fort  wächst;  für  jeden  endlichen  Zahlenwerth  k  wird  aber 


und 


w=(X) 


1         ( x\  1 


.tgx^y^^r  2(;^qh^+^'^)  + 


«=00 

Denken   wir  uns   nun   eine  vorerst  endliche  Zahl  k  so   gross,    dass 
2^  >  o;  ist,  dann  dürfen  wir  schreiben: 

*./       1  IN 

Rk 

4    \x  -\-  nn         3C  —  nn / 
1 
wo  ,_, 

R,  =  tijn     2   2H"'K^4^)  +''^('^^)} 

bedeutet   und   es   bleibt   zu  untersuchen,    was  aus  Rk  wird,   wenn  mit  n 
auch   k  in's   Unendliche   wächst,   so   aber,    dass   k  nur  bis  2 — 1  geht, 


d.  h.         j-    immer  noch  unter  1  liegt. 
2—1 
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Das  allgemeine  Glied   der  Summe  für  Rk  lässt  sich  mit  Hülfe  der 
trigonometrischen  Formel : 


so  umformen: 


ctg{a  +  h)  +  clg{a-b)  =  ^.^^^_^.„^ 


,72"  .  xv     .;  2/2»    .  A«v 


und  hiernach  wird: 


A-fl 


Hier  hat  der  Faktor  —  •  sin  (  —  I  einen  Werth,  der  zwischen  1  und 

2  «—1 

—  liegt,  da  h  nur  Werthe  bis  2  —  1   annehmen   kann;   ist  daher  k   so 
it 

gross  gewählt,  dass  2Ar  >  o;,  so  werden  alle  Glieder  der  Subime 


2j    .,   ,  /  2-       .     A»  V         , 


positiv  sein  und  unter  den  entsprechenden  Gliedern  der  Reihe 

1 


2 — 1 

V 


^      4  Ä^  —  x^ 

liegen;   von   dieser   ist  aber  das  Anfangsglied  das  grösste   und  die  An- 
zahl  =  2 — 1 — Ar,   folglich  liegt  der  Werth  dieser  Summe  unter 

k 
1 

1 


»—1 

2— jir:* 


oder 


«— 1 
2       1 


w— 1 

2       1 


\2    -1  /         ^2       1 / 


Lassen  wir  nun  n  und  k  gleichzeitig  bis   in^s  Unendliche   wachsen, 

k 
so  aber,    dass   j—    unter    1    liegt,     dann    wird    der    in    Parenthese 

2—1 
stehende  Faktor  des  letzten  Ausdrucks  endlich  bleiben  und  der  andere 

Faktor    — —{ —  his  zur  0  abnehmen;  der  Werth  von  Rk  wird  also  auch 

2—1 
mit    wachsendem  k    sich    der  Null    nähern    und   wir  erhalten    die   Ent- 
wickelung : 
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ctg  X  = 1-   ^1  (  — :-  , f-  ,— )  oder 

^  X    '    ^    \X'\-h7t    '    x—hnj 


H-CX) 


("^•)  ^'^   ^      =    2    Ä^  • 


Ans   dieser   folgt   nun   verpittelet   der   bekannten    trigonometrischen 
Formel : 

1  1     {  X  X  -{-  Tt     \ 

die  Entwickelang  für 

(IV.)  cosec  X  =   y  r^   ,  - 

^mJ    hn-f-x 

und  endlich  die  Partialbrnchentwickelnngen  für 

4-00  /        ixA 


(VI.)  5eC  X   =     V 


(-ir 


-oc    (^  +  i)  "  +  -^    ■ 


Um  zu  den  Produkt -Entwickelun gen  für  die  trigonometrischen 
Funktionen  zu  gelangen,  kann  man  sich  in  ähnlicher  Weise  der  be- 
kannteuT  Formel: 

(VII.)  sin  X  =  2  ,  sin    ~  .  sin  —"^ — 

bedienen,  indem  man  jeden  der  beiden  Faktoren  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  rermittelst  derselben  Relation  in  zwei  neue  Faktoren 
auflöst  und  so  beliebig  weit  fortfährt;  um  indessen  den  unbequemen 
Faktor  2,  welcher  sich  dabei  wiederholt,  zu  eliminiren,  fassen  wir  lieber 
den  Quotienten  zweier  5m  Funktionen  auf: 

,    X        ,  X  4-  n 
stn  sin       {-  — 

sin  X  2  2 


sin  y  ,  y  .    y  +  « 

und   setzen   diese  Gleichung   in   der  angegebenen  Weise   fort;    dann   ist 
leicht  zu  übersehen,  dass  wir  folgende  allgemeine  Formel  erhalten: 


Sin  —  -       2  —  1 

(VIII.)  ««? ?!_.  TJ 

sin  !/         .     y         *  -* 


.T+ÄTT  X hlt 


y  '\-  hit       .    y  — hit 


WO  das  Produktzeichen  77  die  bekannte  Bedeutung  hat, 
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Aus  dieser  Formel  folgt,   wenn  wir  n  bis  in^s  Unendliche  wachsen 

sin  X 


lassen,  die  Produkt-Entwickelung  für 


siny 


der    letzte    Faktor   nähert 


sich  nämlich  für  n  =  oo  dem  Grenzwerthe  1  und  dasselbe  gilt  für  die 
letzten  Faktoren,  welche  unter  dem  Produktzeichen  stehen,  während 
mit  wachsendem  n  zugleich  die  Anzahl  der  Faktoren  dieses  Prodaktes 
fort  und  fort  wächst;  der  erste  Faktor  hat  aber  zum  Grenzwerthe 

X 


sin- 


lim' 


stn 


2« 


X 

y 


und  für  jeden  endlichen  Zahlenwerth  k  wird 

(x  +  klT\ 


stn\ 


lim 

n=00 


.  (y  +  k7t\ 

\      2"      / 


X  -{-  kn 
y  +  k% 


Nehmen  wir  daher  vorerst  eine  endliche  gehörig  gross  gewählte  Zahl  A*, 
so  zerfällt  das  obige  Produkt  in  (VIII.)  in  zwei  Theile,  die  wir  so 
schreiben  können: 

k 


stn 
sin 


y        y  11  \y  +  fiTt      y  —  hnf 


P^  =  lim 


n— 1 
2  —  1 


i«/-/ 


X  -{-  hn 


stn 


hit 


2« 


y  +  krc       .    y  ' —  htt 


stn    ~ 


stn 


2*         '  2" 

bedeutet,   und  es  bleibt  zu  untersuchen,   was  aus  Pk   wird,   wenn  mit  n 
auch  k  bis  in*s  Unendliche  wächst,  so  jedoch,  dass  k  immer  unter  2 — 1 

2-1 

bleibt,  also   — ein  ächter  Bruch  ist. 

k 

Das  allgemeine  Glied  des  Produktes  Pk  lässt  folgende  Umformung  zu: 


*"*'   2« 

1  — 

1  — 

"-'  1- 

sm* 


hn 


und   dieselbe   Betrachtungsweise,    welche    Schlömilch   (Handbuch  der 
algebraischen  Analjsis,  1862,  Seite  196  ff.)  übet  die  einzelnen  im  Zähler 

^Google 
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und  Nenner  auftretenden  Produkte  angestellt  bat  und  welche  hier  zu 
wiederholen  unnöthig  erscheint,  führt  für  ein  gehörig  gewähltes  k  zu 
dem  Werthe  von 

1  _  ^ 

^^  = ^2- 


1  _  !^ 

4A: 
wo  fi  und    V  nicht  näher  bestimmte   positive   ächte  Brüche  bezeichnen; 
gehen  wir  nun  zur  Grenze  über,  indem  wir  auch  k  bis  in's  Unendliche 
wachsen  lassen,  so  nähert  sich  Pk  dem  Grenzwerth  1  und  wir  erhalten 
die  Produkt-Eutwickelung  für: 

.^^  .  sin  X  X  Tpy  x-^-hn      x  —  hn 

sin  y  y  11  y  -^  hit     y  —  hn 

woraus  denn  für  y  =  0  folgt : 

(X.)  siux  =  x.  IaJ(i-^) 


und  wenn  wir  in  IX.  y  =  0  und  statt  x  setzen  x  -f- 


n 
2 


cosx  —    .«.  ,.  (2ä-1)^ 


Zn.    Zwei  Sätze  aus  der  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen. 

In  seiner  Inauguraldissertation  „e/e  aequationibus  secundi  gradus  in- 
delerminatis **  leitet  Göpel  aus  der  Kettenbruch -Ent Wickelung  der  Qua- 
dratwurzeln aus  ganzen  Zahlen  interessante  Sätze  über  gewisse  Üar- 
htellungen  der  Form  x^ — Dy'^  ab,  wenn  D  eine  Primzahl  von  den  Formen 
8/1 -f- 3,  8« +  7  oder  das  Doppelte  einer  solchen  ist. 

Jacob i  theilt  den  Inhalt  dieser  Arbeit  im  35.  Bande  des  Crelle'- 
schen  Journals  in  einer  Notiz  über  Göpel  mit,  auf  welche  ich  hier  ver- 
weisen mnss,  da  das  obengenannte  Schriftchen  schwerlich  im  Buch- 
handel aufgefunden  werden  dürfte. 

Es  soll  hier  gezeigt  werden,  wie  sich  diese  Sätze  einfach  und  ohne 
Hülfe  der  Kettenbrüche  nachweisen  lassen  und  dabei  gewisse  Beschrän 
kungen   verlieren,   welche  ihnen  bei  jener  Methode  anhaften.     Wir  be 
weisen  zu  dem  Ende  die  folgenden  Sätze  I.  u.  IL,  in  denen,   wie  siel 
jeder  überzeugen  kann,  die  entsprechenden  Sätze  Göpels  enthalten  sind 

I.  Ist  i>  =  />  oder  B  ==  2p  und  p   eine  Primzahl  Sn  -{-  S   und   be 
zeichnet  man  mit  g>,    if;   eine  von  denjenigen  Darstellungen  der  Zahl  D 
in   der   Form  i)  =  9'^  +  2i(;^,    in  welchen  iff  ^  1  mod.  4  wenn  D  =  p^ 
nnd  i>;  =  1  oder  ~  3  mod.  8  wenn  D  =  2p,  so  ist  die  Form:  ( — 2tf;,  9, i(;) 
äquivalent  der  Form  (1,  0,  —  2>).  C^  \ 
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Beweis.  Wir  jstützen  uns  auf  einen  Satz  desLegendre,  welcher 
unter  anderm  in  seiner  ..Theorie  des  nombres,  iome  I  §.  VII"  gefunden 
werden  kann,  nach  welchem  die  Zi^hl  —  2  stets  darstellbar  ist  in 
der  Form:  (1)  —  2  =  s"^  —  i>/^,  wenn  D  die  in  unserem  Theorem 
verlangten  Bedeutungen  hat. 

Die  Form  (Z>/,  5,  /),  welche  aus  jenen  Zahlen  5,  t  gewonnen  wird, 
hat  nach  (1)  den  Determinanten  —  2  und  ist  daher,  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  der  Form  (1,0,  —2) 
äquivalent. 

Ist  also       ^     , 
P>  ö 

die  erste  übergeht,  so  hat  man: 

2>^  =  «2  +  2i5%     s  =  ay  +  2ßS,     /  =  y^  +  2^2.  (2) 

a,ß 

y,  ^ 

jener  durch  Vertauschung  der  Stellen  von  ß  und  y  entsteht,  die  Form 
(1,0,  —  D)  in  eine  von  den  beiden  Formen:  ( — 2iff,  <p,  '^),  ( — 2t(;,  — %  ^) 
überführt. 

Denn  bezeichnet  man  die  transformirte  Form  mit  (a,  6,  c)  so  ist: 
a  =  a^  —  i)y^     b  =  aß -^  Dy6,     c  =  ß^  —  Bd^      (3) 
und  man  findet,  wegen  (2),  dass: 

«  =  -  2c;  (4) 

im  Falle  ß  =  p  ist  b  ungerade,    c  ungerade   und: 

c  =  ß^  --  D6^  =  ß^-\-6^  =  l  mod.  4 
im  Falle  />  ==  2p  ist  b  gerade,    c  ungerade  und; 

c  =  /32  +  2d2  =  1  oder  =  3  mod.  8. 
Da  nun  J)  ==  b^  —  «c ,  so  folgt  aus       (4)  : 
D  =  b'^  ^  2c\ 
Hieraus  sieht  man,  dass  6,  c  eine  von  den  im  Theoreme  geraeinten  Dar- 
stellungen 9,  tp  ist,  und  dass,  da  ausser  der  Darstellung  9,  ^  nur  noch 
die  Darstellung  — <Py  if  existirt:   6  ==  +  <p,      c  =  1/;. 

Es  ist  also  die  Form  (1,  0,  —  i>)  stets  einer  von  den  Formen: 
(—  2i/;,  9,  1/;),     (—  2t/;,  —  tp,  iff)     äquivalent, 
woraus,  wegen  der  Aequivalenz  beider,  die  Richtigkeit  des  Satzes  folgt 
II.    Ist  D  =  p  oder  =  2p  und  p  eine  Primzahl  8»  -j-  7,   und  be- 
zeichnet   iiian    mit  9,  t/;    irgend    eine    von    den   unendlich   vielen  Dar- 
stellungen der  Zahl  D  in  der  Form: 

I)  =  q>^  —  2i/;^,   in   welchen:    tf;  ^  1  mod,  4    wenn   JD  ^=  p^ 
1/;  ^  1  oder  ^  3  mod.  8  wenn  D  ==  2p,   so    ist   die  Form   (2^,  ^,  %') 
stets  äquivalent  der  Form  (1,  0,  —  2>). 

Beweis.  Hier  ist  nach  derselben  Quelle,  welche  wir  im  Beweise 
von  I.  angeführt,  die  Zahl  +  2  stets  darstellbar  in  der  Form: 

-I-  2  =  52  —  Di\ 
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Die  Fonn  {Dty  5,  f)  hat  den  Determinanten  2  und  ist,  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  gemäss,  äquivalent  der  Form  (1,  0,  — 2). 
Bezeichnen   wir  nun  eine  Substitution,    durch  welche  letztere  Form 
a    y 
ß    cJ 
Beweise  von  L,   dass   die  Form  (1,0, — D)  durch  die  Substitution 


in  erstere  übergeht,  mit 


so   findet  man,    ähnlich   wie  in   dem 

y  d 

in  eine  Form  (a,  b,  c)  übergeht,  in  welcher:  a  =  2c,  und  wo  ausserdem 
r  den  Congruenzbedingungen  von  if;  genügt. 

Da  nun:  D  =  bb — 2cc,  so  folgt  hieraus  zunächst,  dass  es  eine 
Darstellung  &  =  9^,  c  =  %  der  Zahl  D  in  der  Form:  J)  =  qxp — 2t\f^ 
giebt,  so  dass  die  Formen  (1,0,  —  D)  und  (2t(;y.  9,,,  t/;,|)  äquivalent  sind. 

Die  übrigen  Darstellungen  9?,  1/;  gehen  aber,  wie  man  aus  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  des  Detenninanten  2  sieht,  aus  einer 
9o  ''''0  vermittelst  der  Formeln :  9  =  +  ^„m  +  ^»'V'o»  ^  =  '*/'o"  ifc  ^o ^(^) 
hervor,  in  welchen  m,  v  eine  Lösung  der  Gleichung: 

M^  —  2v^  =  1 
bedeutet,  bei  welcher  u  positiv  ist. 

Die  Zahlen  u,  v  sind  ihrerseits  in  den  Formen  enthalten: 
M  =  cö^  -j-  2iy^,       17  =  2(aij, 
wo  unter  o,  fj  eine  Lösung  einer  der  befden  Gleichungen: 
«2  —  2i?2  =  1,       ö)2  —  2iy2  =  _  1 

zu  denken  ist. 

Man   überzeugt  sich   nun   leicht,   dass    die  Form  (1,  0,  — D)   durch 


die  Substitution 


in    (2i/;,  9),  if;)    über- 


+  orco  -|-  2/3iy,     +  Cf»?  +  ß^ 

+  ya)-|-2d?y,     +  yty -f- dw 
gebt,   wenn    das  Zeichen  +  in    derselben   mit  dem  Zeichen  +   in    den 
Formeln  (1)  übereinstimmend  genommen  wird. 

Berlin,  im  April  1868.  Georg  Cantor. 


XnL  üeber  die  Bedingungen,  dass  vier  Punkte  auf  einem  Kreise  und 
fönf  Punkte  auf  einer  Kugelfläche  liegen.  Liegen  die  vier  Punkte 
{«0»  ^o)»  (^1»  ^1)»  (^2»  ^2)'  (^3»  ^3)  ^^^  ^^^  Umfang  eines  Kreises  mit  dem 
Radius  r  und  dem  Mittelpunkte  (x,y)^  so  finden  die  Gleichungen  statt: 

(x  -  «„)*  --f  (y  -  6..)»  =  r^     {x-  a.f  +  {y  -  b,f  =  r\ 
(x  -  a,y  +  (y  -  b^y  =  r•^     (;r  -  «3)*  +  (y  -  63)'  =  r\ 
oder:  V  +  V  -  2««ar  -  2h^y  +  a:^  -(-  y»  _  r«  =  0. 

«1^  +  V  —  2«,.r  —  26,y  +  x"-  -f  y*  —  r»  =  0. 


2  +  b.,^  _  2a^x  -  2b^fj  +  ar'  +  y*  _  r»  =  0, 


«3'  +  V  -  2«3-^  -  263y  +  a:'  +  y2  —  r^  =  0. 
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Durch  Elimination  von  —  2x,  —  2y,  x^  +  y^  —  r^   zwischen  den 
vorstehenden  Gleichungen  folgt: 


1) 


«2»  ^2»    -^    I 


+  &2    . 


flo,    6o.     1 


Vertauscht  man  in  der  Determinante  die  erste  mit  der  vierten  Ver 
ticalreihe,  multiplicirt  die  zweite  und  dritte  Verticalreihe  mit  —  2,  so 
ist  auch: 


2) 


1. 
1, 
1. 


2ao. 
2a,. 
2«,, 


26, 


2' 


+  V 


=  0. 


1,  -2«3.  -2^3,  a32+  63^ 


Setzt  man:  (a,.  —  «^y  -f"  (^r  —  M^  =  /?\»*  =  P^s» 
das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2) : 


so  ergiebt 


3) 


0,     M  f   /»O*.  2- 

Po^  3 

Pu*.  1.     0.     /'l^2. 

M3 

Po^  2-   Pl*.  2'    0. 

P2^3 

2         2        2 

Po  «  a>  Pi  ■  3>  P2  '  3» 

0 

=  0. 


Diese  Determinante  entwickelt  giebt: 

(/>0mP2»  3V+(P0'2   Pl'^y+iPoH*    /^P2)*— 2(poM   P2»  3)^  (Po»  3  A'l »  2)' 
—  2(Po,  i   />2,    3)^    {Pq.  2   PP  3^  —   2(/?o.  3   ^,.2)^    (/»ü»  2   Pl*3)"'  =  ^' 

oder : 

(Pü'  I  P2*  3+P0'2  Pp3  +Po»3Pl»2)  (" PoM   P2»3  + /^O»  2  Pl»3  + /'O'S  Pl'2)>^ 
(/'O»  I  /'2»3  ~"  Po»  2 /'l*  3  4" /^O- 3/^1' 2)   (POM  P2' 3  4"  Po»  2  Pl»  3 Po»3Pl'2)=^- 

Diese  Gleichung  enthält  ein  bekanntes  geometrisches  Resultat,  da 
Pr,  s  die  Länge  der  Verbindungslinie  der  Punkte  («,.,  b,)  und  (a„  b,)  ij>t. 

Sollen  die  fünf  Punkte  («(,,  ft^,  c^)  ....  (a^,  64,  C4)  auf  einer  Kugel- 
fläche liegen,  setzt  man:  («r  —  Os)^  +  (^r  —  bg)'^  -j"  (^r  —  c,)' =  p^ru^ 
so  erhält  man   auf  ganz  analoge  Weise  wie  vorhin: 


4) 


ö»  Po  »  11       Po  »  2'       Po  »  3>       Po  »  4 


Po  >  n 

^9      Pl  >  2»   Pl  »  3» 

Pl'»  4 

2 

Po  »  2> 

Pl  >  2»     ^»      P2  »  3» 

Pi'i  4 

Po^  8» 

Pl  »  3»   P2  »  3'     ^» 

P3'»4 

Po^  1 » 

Pl  »  4»   P2  »  4'   P3  ^  4» 

0 

=  0. 


Die  Entwicklung  dieser  Determinante  führt  zu  keinem  einfachen 
Resultate.  Man  bemerkt  leicht,  dass  die  Gleichungen  1)  und  2)  Folge 
der  Gleichung  3)  sind,  so  dass  also  die  Gleichungen  3)  und  4)  für  die 
angenommenen  Werthe  von  pry  $  eine  einfache  geometrische  Deutung 
zulassen.  Das  angewandte  Verfahren  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit 
auf  ein  entsprechendes  System  von  w  +  1  Gleichungen  mit  n  Unbe- 
kannten ausdehnen. 

GöttiDgen.  Dr.  Ennepeb« 
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ZIV.  üeber  eine  gewisse  GLasse  von  Cnnreo  dritten  Grades.  1.  Es 
seien  A^  B^  C  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks,  /,  m,  n  drei  durch 
dieselben  gehende,  sich  in  einem  Punkte  schneidende  gerade  Linien; 
ferner  seien  Z,  ilf,  N  diejenigen  geraden  Linien,  welche  mit  den  Linien 
/,  m,  n  die  Winkel  des  Dreiecks  harmonisch  theilen.  Alsdann  gehen 
die  sechs  Linien  Z,  M^  iV,  /,  m,  n  viermal  zu  je  dreien  durch  einen  Punkt. 

Diejenigen  Curven  dritten  Grades  nun,  welche  durch  die  vier  so 
erhaltenen  Punkte  Pj  P, ,  Pj»  ^3?  ^^^  durch  die  Eckpunkte  des  Dreiecks 
gehen,  besitzen  eine  Beihe  merkwürdiger  Eigenschaften,  so  dass  eine 
nähere  Betrachtung  derselben  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  dürfte. 

Bei  der  Betrachtung  der  Carven  wählen  wir  die  drei  Punkte  A^  By  C 
zu  Fundamentalpunkten  eines  Systems  von  Dreiliniencoordinaten ,  und 
setzen  voraus,  dass  die  Coordinaten  der  vier  Punkte  P  durch  die 
Gleichungen 

«  _  ^  _  y 

ab  c 

^-  =  ^  =  —  l 
ab  c 

-  =  _  ^  =  y 

a  b  c 

—  -  =  '^  =  y 
a  b  c 

gegeben  seien.  Alsdann  ergiebt  eine  leichte  Rechnung  als  die  all- 
gemeinste Gleichung  einer  Curve  dritten  Grades,  welche 
durch  die  Fundamentalpunkte  und  durch  die  vier  Punkte 
P  geht: 
1)  Aa  (c«/32  —  b^f)  +  Bß  («V^  —  c^a«)  +  Cy  {b^a^  -  a'^ß'^)  =  0. 
Die  Gleichungen  der  drei  Tangenten,  welche  an  diese 
Curve  in  den  drei  Fundamentalpunkten  gelegt  werden 
können,  sind  sodann: 

Bß  _    Cy 

Cy  _  Aa 
~^  ~  ~ä^ 
Au  Bß 


2) 


Diese  drei  Tangenten  gehen  durch  einen  und  denselben 
Punkt,  dessen  Coordinaten  durch  die  Gleichung 

^      a«    ~    b'    ^    c^ 
gegeben   werden,   und   der  ausserdem   ein  Punkt   der   Curve 
ist,  weil  durch  Erfttllung  der  Bedingungen  in  3)  auch  der  Gleichung  1) 
genügt  wird. 
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Ferner  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Tangenten,  welche 
man  in  den  vier  Punkten  P  an  die  Curve  legen  kann: 


4) 


a{Cb  —  Bc)  +  ß{Ac—Ca)  +  y{Ba  —  Ab)  =0 

a{Cb-\-Bc)  —  ß{Ac  +  Ca)  -f  y{Ba  —  Ab)  ==  0 

—  a{Cb  +  Bc)  +.  ß(Ac—Ca)  -f  riBa-^-Ab)  =  0 

alcb  —  Bc)  -{-  ßlAc  +  Ca)  —  ^(^ö-f^^)  =  0. 


Auch  diese  vier  Tangenten  gehen  durch  einen  und  den 
selben  Punkt,  welcher  überdiess  in  der  Curve  liegt,  und 
dessen  Coordinaten  bestimmt  werden  durch: 


cc  ß 

^    A         B 


Die  in  diesem  Punkte  an  die  Curve  gelegte  Tangente  hat  die 
Gleichung: 

G)  Aui^Cr-b'^—B'^c^)  +  Bß{Ä^c^  —  C^a^)  +  Cy{B'^a'^  —  Ä^b''^)=0, 

Dieser  Gleichung  wird  aber  durch  die  Coordinaten  des  Punktes  W] 
Genüge  geleistet.  Daher  schneiden  sich  im  Punkte  3)  die  Tan- 
genten, welche  an  die  Curve  in  den  drei  Fundamental- 
punkten  und  im  Punkte  5)  gelegt  worden  sind;  im  Punkte 
5)  dagegen  treffen  sich  die  vier  in  den  Punkten  P  an  die 
Curve  gelegten  Tangenten. 

Die  drei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  treffen  die  Curve  ausser 
in  den  Ecken  Ay  B^  C  noch  in  drei  Punkten  2),  E^  F.  Die  Coordinaten 
derselben  werden  bestimmt  durch  je  zwei  der  folgenden  Gleichungen: 

ß  ^y 
B         C  • 

7      .  ^ 

C^  Ä 

a  _  ß 

A  B  ' 


7) 


a  =  0, 
^  =  0, 
y  =0, 


Die  Vergleichung  von  7)  mit  5)  zeigt,  dass  der  Punkt,  in  wel- 
chem eine  Seite  des  Fundamentaldreieckes  der  Curve  fer- 
nerhin begegnet,  in  gerader  Linie  liegt  mit  dem  gegenüber- 
liegenden Scheitel  und  dem  Punkt  5). 

Die  Tangenten,  die  man  in  den  drei  eben  erwähnten  Punkten  an 
die  Curve  legen  kann,  haben  die  Gleichungen: 

{Aci{B'''c'^  —  C'^h'^)  +  a'''BC{By—Cß)  =0. 

8)    1  Bß  {C^a}  —  Ä''C^)  -f  b^'CA  (Ca— Ay)  =  0 

(  Cy  {AH^-^B'^a'^)  +  c'^AB(Aß  —  Ba)  =  0. 

Eine  einfache  Rechnung  ergiebt,  dass  auch  diese  Tangenten 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  dessen  Coordinaten  durch 
die  Gleichung  bestimmt  werden: 
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Aa  Bß 


_    Cy 

Auch  dieser  Punkt  liegt  in  der  Curve  und  durcb  ihn 
geht  zugleich  die  im  Punkte  3)  an  die  Curve  gelegte  Tan- 
gente, deren  allgemeine  Gleichung  ist: 

10)  AH'^c'^iff^  —  B^a-}-  B^c^a^{A'^--C^)ß+  C^ a^ b'^ {B^ -^ A^) y  =  0 , 
denn  diese  Gleichung  wird  zur  Identität,  sobald  man  setzt: 
Aa  =  ka^  [A'^ {B^ c^  +  C^ b^)  —  B^C^a^]  u.  s.  w. 

Auch  die  vier  Kegelschnitte,  welche  man  durch  die  Fun- 
damentalpunkte so  legen  kann,  dass  sie  die  Curve  in  einem 
der  Punkte  P  berühren,  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
und  zwar  im  Punkte  3);  dagegen  geht  der  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  Fundamentalpunkte  geht  und  die  Curve 
im  Punkte  3)  berührt,    durch  den  Punkt  5). 

Ebenso  treffen  sich  drei  Kegelschnitte,  welche  durch 
die  Fundamentalpunkte  gehen  und  die  Curve  in  einem  der- 
selben osculireM,  in  einem  Punkt,  dessen  Coordinaten  der 
Gleichung  genügen: 

11)^  [A^{B'^c^  +  (Pb^-B^C^a'^]=  ^  [B^{C^a^^A'^€^)  -  C^AH'^] 

c 

Durch  eben  denselben  Punkt  geht  auch  der  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  drei  Fundamentalpunkte  geht  und  die 
Curve  im  Punkte  5)  tangirt. 

2.  Eine  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  betrachteten  Curven  ist 
die,  dass  ihre  Gleichung  nicht  nur  auf  eine  Weise  auf  die  Form  1)  ge- 
bracht werden  kann.  Bezieht  man  nämlich  die  Gleichung  auf  ein  Fun- 
damentaldreieck, dessen  Ecken  in  D,  J&,  F  liegen,  d.  i.  in  den  Punkten, 
wo  die  Seiten  des  früheren  Fundamentaldreiecks  der  Curve  nochmals 
begegnen,  so  bleibt  die  Form  der  Gleichung  ganz  dieselbe,  wie  vorher, 
nur  die  CoeMeienten  ändern  sich.  Die  früheren  Punkte  P  werden  hier 
ersetzt  durch  die  Punkte  A,  By  C  und  durch  den  Punkt  6),  denn  die 
einfachste  Betrachtung  ergiebt,  dass  die  sechs  Linien,  welche  diese  vier 
Punkte  unter  einander  verbinden,  zu  je  zweien  durch  die  Punkte  />,  E,  F 
gehen  und  dass  die  zwei  durch  eine  und  dieselbe  Ecke  gehenden  Linien 
den  zugehörigen  Winkel  des  Dreiecks  i>,  E^  F  harmonisch  theilen.  Bei 
dieser  Transformation  geht  der  frühere  Punkt  3)  über  in  den  Punkt  9), 
der  Punkt  5)  dagegen  in  den  Punkt  3). 

Diese  Transformation   kann    aber   beliebig    oft    wiederholt    werden, 
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indem  man  z.  B.  die  Punkte,  in  welchen  die  Seiten  des  Dreiecks  2>,  Ey  F 
der  Curve  fernerhin  hegegnen,  als  Eckpunkte  eines  neuen  Fundamental- 
dreiecks  wählet.  Es  folgt  somit,  dass,  sobald  die  Gleichung 
einer  Curve  dritten  Grades  einmal  auf  die  Form  1)  ge- 
bracht werden  kann,  diess  auf  unzählig  viele  Weisen  ge- 
schehen kann. 

3.  Von  den  hier  betrachteten  Gurven  sind  als  specielle  Fälle  die- 
jenigen Curven  dritten  Grades  zu  bemerken,  welche  durch  die  drei  Eck- 
punkte eines  Dreiecks  und  durch  die  Mittelpunkte  der  vier  die  Seiten 
dieses  Dreiecks  berührenden  Kreise  gehen.  Die  Gleichungen  dieser 
Curven  sind  einfacher: 

Aa  {ß''  —  Y^)  +  Bß{y'^—a^  +  Cyia'^-ß^)  =  0. 

Wenn  in  der  Gleichung  1)  einer  der  Coefficienten  A,  B  oder  C  ver- 
schwindet, so  berührt  die  Curve  zwei  Seiten  des  Fnndamentaldreiecks. 
Ist  z.B.  C=0,  so  berührt  die  Curve  die  Seite  AC  im  Punkte  A  und 
BC  im  Punkte  B. 

Wenn  dagegen  der  Quotient  aus  zwei  der  Coefficienten  A^  B^  C  in 
1)  gleich  ist  dem  positiven  oder  negativen  Quotienten  der  entsprechen- 
den Coefficienten  a,  6,  c,  wenn  also  z.  B. 

A .     a 

B    ~  ^-~b' 
so    zerfällt    die    Curve   in    eine   gerade   Linie   und    einen  Kegelschnitt. 
Die   gerade  Linie   ist   dabei   einer   der  beiden    durch    den   Punkt  C  ge- 
henden, oben  erwähnten  harmonischen  Strahlen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  aus  den  oben  aufgestellten 
Sätzen  sehr  leicht  als  specielle  Fälle  die  folgenden: 

Es  seien  A  und  B  zwei  Punkte  eines  Kegelschnittes ,  C  ein  beliebiger 
ausserhalb  desselben  gelegner  Punkt.  Die  Verbindungslinie  des  Punktes 
C  mit  dem  Punkte,  in  welchem  die  Polare  von  C  die  Sehne  AB  schneidet, 
begegne  dem  Kegelschnitt  in  P  und  P^,  Alsdann  schneiden  sich 
in  einer  Linie,  welcher  der  vierte  harmonische  Strahl  zu 
AC^  PC  und  BC  ist: 

1)  die  in  A  und  B  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tan- 
genten; 

2)  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  in  P  und  P,; 

3)  die  Tangenten  in  den  Punkten,  in  welchen  die  Seiten 
AC  und  BC  vom  Kegelschnitt  nochmals  getroffen  werden; 

4)  die  Kegelschnitte,  welche  durch  die  drei  Punkte  A^ 
By  C  gehen  und  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  einem  der 
Punkte  P  oder  P,  berühren; 

5)  die  Kegelschnitte^  welche  durch  A,  B  und  C  gehen  und 
den  gegebenen  Kegelschnitt  in  einem  der  Punkte  A  oder  B 
osculiren. 

Reichenbach  i/ V.  ^.  .^.^^^  b^G?'  Eckardt, 


IX. 

Die  projectivischen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 
ausgezeichneten  Elemente  ebener  Curven. 

Von 

Paul  Scholz 

aus  Kroloschin  in  Posen. 


Erster  Abschnitt. 
Gerade  Punktreihen  und  ebene  Strahlbüschel  in  perBpeotivischer  Lage. 

§•  1.  Yoraussetzun^en. 

\  a)  Die  Begriffe  Punkt,  gerade  Linie,  £bene  nehmen  wir  als 
durch  die  Anschauung  bekannt  an;  insbesondere  setzen  wir  voraus,  dass 
wir  uns  jede  Gerade  als  Träger  einer  stetigen  Punktreihe  und  als  Axe 
eines  Ebenenbüschels,  jeden  Punkt  als  Mittelpunkt  eines  ebenen 
Strahlbüschels  und  jede  Ebene  als  Träger  unendlich  vieler  Punktreihen 
und  ebener  Strahlbüschel  vorstellen  können,  dass  diese  Gebilde  (Punkt- 
reihe, ebener  Strahlbtischel,  Ebenenbüschel)  derart  eine  stetige,  in  sich 
zurückkehrende,  d.  i.  sich  schliessende*)  Aufeinanderfolge  ihrer  Elemente 
(Punkt,  Gerade,  Ebene)  darstellen,  dass  jedes  Element  nur  an  zwei  Nach- 
barelemente grenzt,  so  dass,  wenn  wir  eines  derselben  als  das  vorher- 
gehende  bezeichnen,  nur  eines  das  folgende  sein  kann,  und  nur  zwei  Mög- 
lichkeiten gegeben  sind,  um  von  jedem  Element  zum  darauffolgenden  fort- 
sclireitend  die  ganze  Aufeinanderfolge  derselben  zu  durchlaufen;  jede  die- 
ser Möglichkeiten  stellt  einen  Beweguugssinn  dar. 

6)  Ein  diese  Gebilde  (Pnnktreihe,  Strahlbüschel,  Ebenenbüschel]  in 
einem  bestimmten  Bewegungssinne  continuirlich  durchlaufendes  Element 
derselben  (resp.  Punkt,  Strahl,  Ebene)  gelangt  daher  nicht  eher  wieder  in 
die  Anfangslage,  von  üeelcher  es  ausging,  bis  es  die  Lage  aller  anderen 
Elemente  seines  Gebildes  eingenommen;  wir  sagen  dann:  das  Element  hat 
das  Gebilde  einmal  durchlaufen,  einen  Umlauf  gemacht. 


*)  V.  Staudt,  Geomdtrie  der  Lage  No.  55.  61. 
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2.  Es  gehört  zur  Natur  dieser  Grundgebilde ,  dass  sie  jedes  i 
zwei  seiner  Elemente  der  Lage  nach  eindeutig  bestimmt  sind,  so  dass 
Gebilde  derselben  Art,  welche  zwei  Elemente  gemeinschaftlich  haben 
allen  ihren  Elementen  in  einanderfallen  und  zwei  verschiedene  Ge 
derselben  Art  höchstens  ein  Element  gemeinschaftlich  haben  können 
dass 

eine  Punktreihe ,  von  welcher  zwei  Punkte  in  einer  gewissen  E 
liegen,  mit  allen  ihren  Punkten  in  dieselbe  falle, 

ein  ebener  Strahlbüschel,  von  welchem  zwei  Strahlen  in  einer  j 
benen  Ebene  liegen ,  ganz  mit  allen  seinen  Strahlen  in  derselben  liege 

eine  Punktreihe,  welche  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  eines  Ebi 
büschels  enthalten  ist,  in  allen  Ebenen  desselben  liegt,  also  mit  seiner  As 
sammenfallt. 

3.  Durch  Einführung  der  Bezeichnungen  ,, unendlich  entfernter  Pu 
„unendlich  entfernte  Gerade",  „unendlich  entfernte  Ebene"  sind  wirii 
Stand  gesetzt,  den  Satz  auszusprechen: 

a)  dass  zwei  von  einander  verschiedene  Punktreihen  derselben  E 
stets  einen  Punkt,  zwei  Strahlbüschel  derselben  Ebene  stets  einen  Si 
zwei  Ebenenbtischel,  deren  Axen  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
eine  Ebene  gemeinschaftlich  haben  ; 

b)  dass  jede  endliche  Gerade  einen  und  nur  einen  unendlich  ent 
ten  Punkt,  jede  endliche  Ebene  eine  und  nur  eine  unendlich  entfernte 
rade  enthält  und  alle  unendlich  entfernten  Punkte  und  Geraden  in 
Ebene,  der  unendlich  entfernten  Ebene  liegen. 

4.  Die  in  diesem  Paragraphen  angeführten  Sätze  bilden  wesen 
die  Grundlage  jeder  geometrischen  Untersuchung,  in  etwas  anderer 
drucksweise  auch  der  elementaren  und  analytischen  Methoden  und  sind 
den  namhaftesten  Mathematikern  entweder  als  ans  der  Anschauung 
schöpfte  und  nicht  zu  widerlegende  Grundsätze  erklärt,  oder  stillscl 
gend  durch  Anwendung  anerkannt,  oder  in  ihrem  Zusammenhange  v( 
schaulicht  worden*).  Wir  führen  sie  nur  deshalb  an,  weil  wir  ledi, 
durch  Anwendung  dieser  wenigen  Fundamentalsätze  die  Resultate  zi 
schliessen  gedenken,  welche  den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  bis  1^ 
incl.  bilden }  in  No.  44  entnehmen  wir  der  Anschauung  eine  neue  Voi 
Setzung,  mit  welcher  im  Verein  sie  die  Grundlage  auch  für  die  folgei 
Untersuchungen  sind.  Denn  wiewohl  wir  unsere  Untersuchung  so  zn 
ren  gedenken,  dass  die  abzuleitenden  Sätze  sich  rein  aus  der  Anschai 
ergeben,  so  wollen  wir  doch  jedesmal  zeigen,   da^    dieselben  eine  i 


•)  Vergl.  Steiner,  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geomefrischer  Geat 
No.  1.  2.  V.  Slaiidt,  Geometrie  der  Lage  §§  l  bis  3,  5  und  6.  ßchroeter 
Theorie  darKegelachnitte  §§.  l  bis  4.  Rey  e,  Geometrie  der  Lage,  Vortrag  I  u.  2 
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wendige  Folge  der  m  diesem  Paragraphen  angegebenen  und ,  wie  sich  aus 
den  Citaten  ergiebt,  allgemein  anerkannten  Voraussetzungen  sind  und  da- 
mit zugleich  die  Bedingungen  und  Grenzen  der  Giltigkeit  der  gefundenen 
Sätze  bestimmen  *). 

§•  2.  Beziehung  der  Groiidgebilde  auf  einander.    Gebilde  mit  unendlich 

entferntem  Tr&ger. 

5a)  Den  Sätzen  in  No.  2  und  3  zufolge  kann  jede  Punktreihe  einer 
Ebene  auch  als  der  Inbegriff  aller  Strahlbüschel  dieser  Ebene  aufgefasst 
werden ,  welche  einen  und  denselben  Strahl,  nämfich  den  Träger  der  Punkt- 
reihe, gemeinschaftlich  haben ;  jeder  ebene  Strahlbtischel  kann  als  der  In- 
begriff aller  Punktreihen  dieser  Ebene  aufgefasst  werden,  welche  einen  und 
denselben  Punkt,  nämlich  den  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels,  gemeinschaft- 
lich haben,  und  jeder  Ebenenbüschel  als  der  Inbegriff  aller  Strahlbüschel  im 
Räume,  welche  einen  Strahl,  die  Axe  des  Ebenenbüschels,  gemeinschaftlich 
haben. 

6)  Liegt  ein  Punkt  a  in  einer  Geraden  a,  und  diese  Gerade  a  in  einer 
Ebene  9(,  so  sagen  wir:  der  Punkt  a  liege  perspectivisch  mit  der 
Geraden  a  und  mit  der  Ebene  91|  die  Gerade  a  liege  perspectivisch 
mit  dem  Punkt  a  und  mit  der  Ebene  9 ,  die  Ebene  ^  liege  perspectivisch 
mit  dem  Punkt  a  und  mit  der  Geraden  a, 

6a)  Aus  No.  3  und  5  folgt:  In  je  zwei  Gebilden  (Punktreihe,  Strahl- 
büschel, Ebenenbüschel)  verschiedener  Art,  deren  Träger  nicht  perspecti- 
visch mit  einander  liegen ,  liegt  jedes  Element  des  einen  Gebildes  perspec- 
tivisch mit  je  einem  Element  des  anderen  Gebildes,  welches  sein  entspre- 
chendes heisse;  je  zwei  aufeinanderfolgende  Elemente  des  einen  Gebil- 
des können  nur  zwei  auf  einanderfolgenden  Elementen  im  anderen  Gebilde 
entsprechen.  Die  drei  Grundgebilde  sind  also  in  Bezug  auf  ihre  in  No.  1 
bezeichneten  Elemente  von  gleicher  Mächtigkeit,  sie  enthalten  jedes  gleich 
viel  Elemente. 

6)  Wenn  daher  ein  Element  des  einen  Gebildes  nach  einander  in  einem 
und  demselben  Bewegungssinne  die  Lage  aller  anderen  Elemente  seines 
Gebildes  einnimmt,  so  muss  das  in  dem  anderen  Gebilde  ihm  entsprechende 
Element  ebenfalls  die  Lsge  aller  anderen  Elemente  seines  Gebildes  einneh- 
men und  zwar  in  einem  von  dem  Bewegnngssinn  des  ersten  abhängigen 
Bewegungssinne,  so  dass,  wenn  das  eine  den  entgegengesetzten  Bewegungs- 
sinn einschlägt,  auch  das  andere  den  seinigen  ändern  muss.     Dem  einen 

*)  Dies  möge  zugleich  als  Rechtfertigung.dafür  dienen ,  dass  in  der  Folge  auch 
einige  Sätze  angeführt  und  bewiesen  werden,  welche  schon  von  v.  St  au  dt  in  seiner  Geo- 
metrie der  Lage  und  den  Beiträgen  zu  derselben  angegeben,  zumal  Verfasser^  treu  die 
von  dem  grossen  Meister  Steiner  aufgestellte  Regel  befolgend,  erst  nachdem  der 
Inhalt  dieses  Aufsatzes  durch  eigene  Untersuchung  gefunden  und  in  seinen  wesent- 
lichen Theilen  festgestellt  war,  sich  das  v.  Staudt*sche  Buch  zu  verschaffen  suchte. 
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Be wegnngssinn  in  irgend  einem  der  Grandgebilde  entspi 
demnach  in  allen  auf  die  in  a)  angegebene  Weise  persp« 
visch  auf  dasselbe  bezogenen  Grundgebilden  ein  bestim 
Bewegungssinn,  dem  anderen  der  entgegengesetzte*). 

c)  Aus  den  Sätzen  des  §.  1  folgt  hiernach  ferner:  Die  sämmtl 
Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels  müssen  die  Ebene  desselben  vol 
dig  in  allen  ihren  Punkten  bedecken,  so  aber,  dass  jeder  vom  Mittel] 
des  Büschels  verschiedene  Punkt  derselben  stets  nur  durch  einen  ein 
Strahl  und  von  diesem  mit  einem  einzigen  Punkte  bedeckt  wird  ;  die  sä 
liehen  Ebenen  eines  Ebenenhüschels  müssen  den  Raum  vollständig  in 
seinen  Punkten  erfüllen ,  so  dass  durch  jeden  seiner  von  der  Axo  de 
schels  verschiedenen  Punkt  nur  eine  Ebene  desselben  geht. 

7  a)  Dass  die  in  No.  1  ausgesprochenen  Voraussetzungen  auch  fi 
Punktreihe,  deren  Träger  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  einer  £ 
ist,  und  für  ebene  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkt  ein  unendlich  eni 
ter  Punkt  ist,  gelten  müssen,  wenn  sie  für  endliche  Punktreihen  und  S 
büschol  mit  endlichem  Mittelpunkt  gelten,  lässt  sich  mit  Hilfe  der  G 
Sätze  in  No.  2  und  3  wie  folgt  beweisen: 

Irgend  eine  endliche  Gerade  a  kann  von  allen  mit  ihr  in  einer  unc 
selben  Ebene  liegenden  Geraden,  von  denen  sie  nicht  in  endlichen  Pni 
geschnitten  wird,  nur  in  dem  einen  unendlich  entfernten  Punkt  a° 
schnitten  werden,  den  sie  nach  No.  36  enthält;  und  alle  diese  Gerade 
den  einen  ebenen  Strahlbüschel  mit  unendlich  entferntem  Mittelpunkt(I 
welchem  auch  a  angehört.  Ist  b  irgend  eine  andere  endliche  Gerade 
selben  Ebene,  welche  a  in  einem  endlichen  Punkte  schneidet,  so  gebt 
No.  2  und  3a  durch  jeden  Punkt  von  b  eine  und  nur  eine  Gerade,  w 
zugleich  mit  a  den  unendlich  entfernten  Punkt  a**  gemeinschaftlicl 
also  ein  und  nur  ein  Strahl  des  Büschels  a**  ;  wegen  No,  3a  giebt  es 
keinen  Strahl  des  Büschels  a**  ,  welcher  nicht  einen  Punkt  mit  b  ge: 
schaftlich  hätte;  andererseits  können  nach  No.  2  zwei  von  einander 
schiedene  Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels  ^  mit  endlichem  Mittel] 
nie  denselben  unendlich  entfernten  Punkt  enthalten  ,  und  nach  No.  Zb 
es  keine  Gerade  derselben  Ebene,  deren  unendlich  entfernter  Punkt, 
überhaupt  keinen  unendlich  entfernten  Punkt  in  dieser  Ebene,  welcher 
mit  ^  einen  Strahl  des  Büschels  bestimmen  müsste. 

b}.  Die  Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels  mit  unendlich  ent 
tem  Mittelpunkt  (eines  Parallelstrahlbüschels)**)  folgen  daher  ebenso  i 
auf  einander,  wie  die  Punkte  einer  endlichen  Punktreihe  und  sind  eii 
bilde  von  gleicher  Mächtigkeit  als  diese. 


*)  V.  Staudt,  BeitrHge  zur  Geometrie  der  Lage,  erstes  Heft,  No.  47.    Sc) 
ter,   Theorie  der  Kegelschnitte  §.4, 

**)  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  No.  41. 
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2.  Die  Punkte  einer  unendlich  entfernten  Geraden,  das  sind  die 
8ämmtlichen  unendlich  entfernten  Punkte  einer  Ebene,  folgen  eben  so 
stetig  auf  einander,  als  die  Strahlen  eines  Strahlbüschels  mit  endlichem 
Mittelpunkt  und  sind  ein  Gebilde  von  gleicher  Mächtigkeit  als  diese*). 

3.  Die  Elemente  eines  ebenen  Paratlelstrahlbüschels  wie 
die  der  unendlich  entfernten  Geraden  einerEbeno  bilden  da- 
her eine  stetige,  sich  sclil  iessend  e  Aufeinanderfolge  von  der 
in  No.  1  angegebenen  Beschaffenheit,  wie  die  Grundgebilde 
mit  endlichen  Trägern**). 

c)  Der  Bewegungssinn  eines  die  unendlich  entfernte  Punktreihe  g^ 
durchlaufenden  Punktes  wird  daher  in  der  Hinsicht,  ob  er  an  irgend  einer 
Stelle  geändert  wird  oder  nicht,  da  diese  Gerade  sich  der  Anschauung  ent- 
zieht, nach  dem  Drehsinn  des  mit  ihm  perspectivischen  Straiiles  eines 
Strahlbüschels  mit  endlichem  Mittelpunkt,  und  der  Bewegungssinn  eines 
einen  Parallelstrahlbüschel  durchlaufenden  Strahles  nach  dem  Richtungs- 
sinn des  mit  ihm  perspectivischen  Punktes  einer  endlichen  Punktreihe  be- 
urtheilt.  Vgl.  No.  A\ad*.  Die  auf  den  Voraussetzungen  des  §.  1  beruhen- 
den Folgerungen  gelten  daher  für  die  unendlich  entfernte  Punktreihe  und 
für  Strahlbüschel  mit  unendlich  entferntem  Mittelpunkt  in  ganz  gleicher 
Weise,  wie  für  Strahlbuschel  mit  endlichem  Mittelpunkt  und  endliche  Punkt- 
reihen. 

d)  Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Voraussetzungen  in  No  1  auch 
für  jeden  in  der  unendlich  entfernten  Ebene  liegenden  Strahlbüschel  und 
für  jeden  Ebeuenbüschel ,  dessen  Axe  eine  unendlich  entfernte  Gerade  ist, 
gelten,  wenn  sie  für  die  entsprechenden  Gebilde  mit  endlichen  Trägern  gel- 
ten; doch  bedürfen  wir  für  unsern  Zweck  dessen  nicht,  da  wir  uns  iii  die- 
ser Abhandlung  überhaupt  auf  Gebilde  beschränken,  welche  mit  allen  ihren 
Elementen  in  einer  endlichen  Ebene  liegen,  und  nur  da  darüber  hinaus- 
gehen, wo  es  uns  darauf  ankommt,  zu  zeigen,  wie  leicht  diese  Entwickelun- 
gen  auch  auf  räumliche  Gebilde  zu  übertragen  sind,  dass  ihr  Charakter 
also  ein  durchaus  allgemeiner  ist. 


f.  8.  Strecke.  Winkel.  Interyall. 

8«)  Die  ganze  Aufeinanderfolge  der  Punkte  einer  Geraden  wird  we- 
gen No.  1  durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  a*,  a'  in  zwei  Gruppen  getheilt. 
Den  Inbegriff  aller  der  Elemente  der  Geraden,  deren  Lage  ein  in  einem 
und  demselben  Bewegungssinne  von  a  (oder  von  a^)  aus  auf  der  Geraden 


•)  Schroeter,  die  Theorie  der  ICegelschnittc  1867,    8.  80. 
**)  V.  Staadt,  Geometrie  der  Lage,  §.  5,  insbecondere  No.  50.    R eye,  Geo- 
metrie der  Lage,  Vortrag  2. 
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sich  stetig  bewegender  Punkt  einnimmt,  bis  er  nach  a^  (a  )   gelangt,   i 
die  sämmtlichen  Punkte  einer  der  beiden  Gruppen  in  ihrer  Aufeinand 
folge  und  Lage  nennen  wir  eine  durch  a    und  a^ begrenzte  Strecke  a^ 
jede  ist  die  Ergänzungsstrecke  der  anderen*).     Die   Punkte  a    i 
a^  nennen  wir  die  Grenzpunkte  derselben. 

bl.  Durch  Angabe  irgend  eines  dritten  von  den  Grenzpunkten  \ 
schiedenen  Punktes  a^  lassen  sich  die  beiden  Strecken  unterscheiden  \ 
damit  die  beiden  Bewegungssinne,  in  welchen  von  einem  der  beiden  Gre 
punkte  ausgehend  die  Punkte  der  beiden  Strecken  auf  einander  folgen.  ^ 
bezeichnen  durch  a^^*^"  diejenige  der  durch  a*  und  a^  begrenzten  Strecl 
der  Geraden  a,  welche  den  Punkt  a*'  nicht  enthält,  mit  a^^^^Vdiejeni 
welche  ihn  enthält. 

2.  Sind  beide,  wie  diese  Bezeichnung  angiebt,  von  demselben  Anfan 
punkt  aus  beschrieben  zu  denken,  so  folgen  die  Punkte  der  beiden  Strecl 
nach  No.  1  in  entgegengesetztem  Bewegungs-  oder  Richtungssinne 
einander,  so  dass  durch  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte  a^  a^  a^'oderli 
zer  der  Indices  kiv  der  eine,  durch  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte  a 
oder  XvT  der  andere  der  beiden  möglichen  Bewegungssinne  auf  derGerai 
a  fixirt  ist.  So  werden  durch  a^^^^*'  und  a^'^^^  die  Punkte  derselben  Stre( 
aber  in  entgegengesetzter  Aufeinanderfolge,  durch  a^'^^  und  a^^*^^ 
Punkte  der  anderen  Strecke  in  entgegengesetzter  Aufeinanderfolge,  dn 
^(Xx)v  ^jjj  ^iT:vX)  die  Punkte  beider  Strecken  in  der  durch  denselben  Be 
gungssinn  bestimmten  Aufeinanderfolge  bezeichnet. 

Demnach  ist  a^^'^^  die  endliche  der  beiden  Strecken  c^^^\  a^^ 
diejenige,  welche  den  unendlich  entfernten  Punkt  enthält. 

Auch  durch  die  Bezeichnung  a^*'^-*  und  a*^  ^^^  werden  wir  öf 
die  beiden  Strecken  unterscheiden.     Vergl.  No.  15. 

cl.    Ist  einer  der  beiden  Grenzpunkte  auf  einer  endlichen  Geradei 
etwa  a^  identisch  mit  dem  unendlich  entfernten  Punkte  a^  ,  so  nennen 
die  beiden  Strecken  die  Halbstrahlen  der  Geraden  a  in  Bezug  auf 
Punkt  a  ,  die  wir  entweder  durch  einen  dritten  Punkt  oder  durch  die  ] 
Zeichnung  a^^'*)  a*^^""*^  unterscheidend 

2.  Bewegt  sich  ein  Punkt  a^  auf  einem  der  Halbstrahlen  von  a  in  ] 
zng  auf  a^  in  dem  Bewegungssinne  a^^^  ,  so  sagen  wir:  er  entfernt  s 
von  dem  Punkt  a^;  bewegt  er  sich  in  dem  Sinne  a*^  "  =  a^^**,  so  sagen  y 
er  nähert  sich  dem  Punkt  a  . 

9  a)  Ebenso  werden  die  sämmtlichen  Strahlen  s  eines  ebenen  Sin 
büchels  jg  durch  zwei  derselben  5^,  5^,  die  wir  die  Grenzstrahlen  neni 


*)  y.Staudt,  Geometrie  der  Lage,  No.  61.  Reye,  Qeometrie  der  Lage  1866. 
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in  zwei  Gruppen  getheilt;  die  sämmtlichen  Strahlen  jeder  der  beiden  Grup- 
pen in  ihrer  Lage  und  Aufeinanderfolge  von  dem  einen  der  beiden  Grenz- 
strahlen aus  nennen  wir  einen  durch  s^  and  s^  begrenzten  Winkel,  nach 

▼.Staudt's  Bezeichnung  einen  vollkommenenWinkel  ^n^)»  ^^^  *(>t|0 
der  eine  derselben,  so  ist  Sn^x)  ^^^  andere,  sein  Ergänzungswinkel. 
Ist  s^  ein  dritter  Strahl  des  Büschels,  so  ist  *(;L^)y  der  eine  der  beiden  Win- 
kel *(ix),  derjenige,  welcher  den  Strahl  s^  nicht  enthält,  ^^j^vt)  ^®^  andere» 
welcher  den  Strahl  s^  enthält. 

b)  Auch  hier  wird  der  Bewegungs-  oder  Drehsinn  eines  einen  Winkel 
von  einem  seiner  Grenzstrahlen  aus  beschreibenden  Strahles  und  damit 
die  Aufeinanderfolge  der  Strahlen  des  Winkels  von  einem  seiner  Grenz- 
strahlen  aus  durch  die  Reihenfolge,  in  welcher  drei  Strahlen  desselben  oder 
ihre  Indices  darin  auftreten,  fixirt,  so  dass  z.  B.  die  beiden  durch  si  und  s^ 
begrenzten  Winkel,  in  demselben  Drehsinn  beschrieben,  durch  5nv)y^Qcl 
*(TPi)  bezeichnet  werden. 

el.  Ist  i^  der  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels  ein  unendlich  entfernter 
Punkt,  so  ist  auch  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  ein  Strahl  des  Bü- 
schels, also  wenn  s.  und  s^  endliche  Strahlen  desselben,  ^nr)oo  derjenige 
Winkel  (Parallelstreifen),  welcher  die  Gerade  g^^  nicht  enthält,  und  Sn^x) 
derjenige,  welcher  sie  enthält. 

2.  Ist  aber  ^  ein  unendlich  entfernter  Punkt,  s^^  ein  endlicher  Strahl 
des  Büschels  d,  aber  $y=:^^,  so  nennen  wir  die  entstehenden  Winkel  die  bei- 
den Halbebenen  in  Bezug  auf  die  Gerade  Sj^^  welche  wieder  durch  An- 
gabe eines  dritten  Strahles  s^  oder  eines  endlichen  Punktes  a^  unterschieden 
werden,  so  dass  ^(Xx)v  ^^®  ^^^^  ^^^>  welche  den  Strahl  Sy  oder  den  Punkt 
a*' nicht  enthält, und  Ä(Xvoo)=^(aovi)  ^*®  andere,  welche  s^  oder  a*'  enthält. 

d)  Der  Inbegriff  aller  derjenigen  Halbstrahlen  der  einen  Winkel  Snj,^\ 
bildenden  Strahlen ,  welche  von  demselben  Halbstrahl  eines  den  Winkel 
von  einem  seiner  Grenzstrahlen  aus  in  einem  und  demselben  Bewegungs- 
sinne einmal  durchlaufenden  Strahles  gedeckt  werden,  heisstnacb  v.  Stau  dt 
ein  einfacher  Winkel;  der  Inbegriff  der  übrigen  Strahlen  bildet  den 
Scheitelwinkel.  Von  jedem  Strahl  eines  vollkommenen  Winkels  liegt 
daher  ein  Halbstrahl  in  dem  einen,  der  andere  in  dem  anderen  der  einfachen 
Winkel,  aus  denen  er  besteht.  Unter  dem  Ausdruck  „Winkel*^  ohne  das 
Attribut  „einfach**  verstehen  wir  immer  einen  vollkommenen  Winkel;  und 
zwar  einen ,  der  nur  einen  Theil  der  Strahlen  des  Büschels  enthält. 

e)  Analoges  wie  für  den  Strahlbüschel  lässt  sich  auch  für  den  Ebenen- 
büschel festsetzen.     Vergl.  No.  Id, 

10.  Unserer  Definition  gemäss  (No.  da)  liegt  jeder  von  den  Grenz- 
strahlen verschiedene  Strahl  eines  Strahlbüschels,  da  er  nach  No.  5  schon 
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den  Mittelpunkt  mit  den  Grenzstrahlen  gemeinschaftlich  bat,  zufolge  Nc 
dieselben  aber  nicht  noch  einmal  schneiden  kann,  in  einem  von  deDselb 
begrenzten  Winkel  ganz  mit  allen  seinen  Punkten,  wenn  wir  wissen,  di 
einer  seiner  vom  Mittelpunkt  verschiedenen  Punkte  in  diesem  Winkel  liej 
d.  i.  in  dem  von  seinen  Grenzstrahlen  begrenzten  und  den  Strahlen  ( 
Winkels  bedeckten  Gebiet  der  Ebene  sich  befindet. 

a)  Die  Strahlen  eines  Winkels  müssen  daher  das  durch  die  Grer 
strahlen  von  der  Ebene  ausgeschnittene  Gebiet,  in  welchem  einer  derselb 
liegt,  ganz  mit  allen  Punkten  erfüllen  und  bedecken,  so  dass  jeder  Pur 
desselben  stets  von  einem  und  nur  einem  einzigen  Strahl  dieses  Winkels  u 
von  diesem  nur  mit  einem  einzigen  Punkte  bedeckt  wird,  von  dem  Ergi 
Zungswinkel  aber  nicht  ein  einziger  Strahl  oder  Punkt  eines  solchen  in  il 
liegt. 

b)  Insbesondere  liegt  jeder  Strahl  eines  Strahlbüschels  mit  nnendl 
entferntem  Mittelpunkt  ganz  in  einem  von  zwei  anderen  Strahlen  seil 
Büschels  gebildeten  Parallelstreifen  also  wenn  einer  der  beiden  Grei 
strahlen  die  unendlich  entfernte  Gerade  ist,  ganz  in  einer  der  beiden  Ha 
ebenen  in  Bezug  auf  den  anderen  Grenzstrahl. 

c)  Ebenso  muss  ein  Halbstrahl  eines  Büschels  in  einem  von  zwei  an( 
ren  Halbstrahlen  desselben  Büschels  begrenzten  einfachen  Winkel,  in  w 
chem  einer  seiner  vom  Mittelpunkt  verschiedenen  Punkte  sich  befind 
ganz  mit  allen  seinen  Punkten  liegen. 

d)  Zufolge  No.  2,  3  und  10  können  wir  den  Satz  aussprechen:  Ji 
P^bene  wird  durch  je  zwei  in  ihr  gelegener  Geraden  in  zwei  Winkel  gethe 
welche  dem  Strahlbtischel  angehören,  dessen  Mittelpunkt  der  den  beic 
Geraden  gemeinschaftliche  Punkt  ist. 

1 1  a)    Wie  bisher  wollen  wir  auch  im  Folgenden  irgend  einen  Stn 

eines  Strahlbüschels  d^  durch  das  Zeichen  s    ,  irgend  einen  Punkt  einer  j 

raden  Punktreihe  a,  durch  das  Zeichen  a?  markiren.  Jeden  Strahl  eii 
Büschels  )g^,  also  auch  den  das  Büschel  durchlaufenden  Strahl  wollen  i 
mit  6^,  jeden  Punkt  einer  Punktreihe  a^y  also  auch  den  dieselbe  durchli 
fenden  Punkt  wollen  wir  mit  a;^  bezeichnen.  Wir  werden  ferner  den  Sehn 
pnnkt  einer  Geraden  a  mit  einem  Strahl  s  durch  a  ,  den  einer  Gerad 
ff.  mit  einer  Geraden  s^  durch  a.  oder  9  bezeichnen,  die  Gerade,  welc 
die  beiden  Punkte  i  und  af  enthält  und  durch  dieselben  bestimmt  ist,  i 
s  f  die  Gerade,  welche  mit  den  beiden  Punkten  a  und  ä*  perspectivisch  lie 
mit  a    oder  s  . 

b)  Wenn  wir  von  dem  durch  die  Elemente  X  und  r  begrenzten  and  d 
Element  v  enthaltenden,  durch  das  Symbol  (>Ivt)  bezeichneten  Intervs 
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eines  der  Grundgebilde  sprechen,  so  verstehen  wir  darunter  sowohl  die 
darch  die  Punkte  a^  und  a*  begrenzte,  den  Punkt  a*'  enthaltende  Strecke 
a^**'*'  einer  Geraden  a,  als  auch  den  durch  die  Strahlen  Sj^  und  s^  begrenz- 
ten, den  Strahl  s^  enthaltenden  Winkel  Snyr)  ®*°6s  Strablbüschels  d,  sowie 
den  durch  die  Ebenen  @^  und  @'  begrenzten,  die  Ebene  @*^  enthaltenden 
Flächenwinkel  @(^*")  eines  Ebenenbüschels  s, 

12a}    Wir  können  so  den  allgemeinen  Satz  aussprechen: 

1.  Die  ganze  Aufeinanderfolge  der  Elemente  eines  der  bezeichneten 
Grundgebilde  wird  durch  irgend  zwei,  derselben  i,  r  in  zwei  Gruppen  ge- 
theilt;  den  Inbegriff  aller  der  Elemente  des  Gebildes,  deren  LHge  ein  in 
einem  und  demselben  Bewegungssinne  von  A(r)  aus  stetig  das  Gebilde  durch- 
laufendes Element  einnimmt,  bis  es  nach  t(^)  gelaugt,  also  die  sämmtlichen 
Elemente  einer  der  beiden  erwähnten  Gruppen  nennen  wir  ein  Intervall 
(it)[(rl)]. 

2.  Von  demselben  Grenzelement  aus  kann  von  einem  lau- 
fenden Element  in  demselben  Bewegungssinne  (No.  1)  immer 
nur  dasselbe  Intervall  und  im  entgegengesetzten  Bewegungs- 
sinne immer  nur  das  Ergänzungsintervall  beschrieben  werden. 

Hieraus  und  aus  No.  1  folgt  ferner: 

3.  Die  beiden  durch  irgend  zwei  Elemente  eines  der  Grund- 
gebilde begrenzten  Intervalle  ergänzen  sich  zu  dem  ganzen 
Gebilde  und  schli  essen  einander  aus,  so  dass  kein  Element  des 
einen  Intervalles  zugleich  dem  anderen  angehören  kann. 

b)  Je  ein  Element  des  einen  und  ein  Element  des  anderen  der  durch 
zwei  beliebige  von  einander  verschiedene  Elemente  X  und  x  in  einem  der 
Grnndgebilde  bestimmten  Intervalle  sind  einerseits  durch  das  eine,  folglich 
andererseits  durch  das  andere  Grenzelement  getrennt;  wir  nennen  so  gele- 
gene Elemente  ein  Elementenpaar  (Punkten-,  Strahlen-,  Ebenen- 
paar) der  ersten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzelemente  X  und  t. 

e)  Je  zwei  Elemente  eines  und  desselben  Intervalles  sind  einerseits 
durch  keines,  folglich  andererseits  durch  beide  Grenzelemente  getrennt; 
wirnennensogelegeneElementeein  Elementenpaar  (Punkten-,  Strah- 
len-, Ebenenpaar)  der  zweiten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzelemente 
X  und  T. 

d)\.  Fallen  das  eine  Element  eines  Elementenpaares  in  einem  der 
Grundgebilde  mit  einem  der  beiden  Grenzelemente  zusammen,  oder 
2.  fallen  beide  mit  beiden  Grenzelementen  oder  in  einem  derselben 
zusammen,  oder 

3.  wird  eines  der  Elemente  des  Elementenpaarcs  unbestimmt  oder 

4.  wird  eines  der  Grenzelemente  unbestimmt, 
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8o  können  wir  ein  solches  Elementenpaar  sowohl  denen  der  ersten  Art,  w 
denen  der  zweiten  Art  zuzählen,  ausschliesslich  aber  weder  den  einen,  no 
den  andern;  ein  solches  Elementenpaar  nennen  wir  ein  Elementei 
paar  (Punkten-,  Strahlen-,  Ebenen-Paar)  der  drittenArt 
zug  auf  die  Grenzelemente  k  und  t. 

13  a)  Hiernach  bilden  zwei  unendlich  nahe  oder  zusammenfallende,  ▼ 
den  Grenzelementen  verschiedene  Elemente  stets  ein  Elementenpaar  d 
zweiten  Art. 

b)  Sind  die  Grenzelemente  zwei  unendlich  nahe  oder  zusammenfallen 
Elemente,  so  bilden  je  zwei  von  ihnen  verschiedene  Elemente  ein  Eleme 
tenpaar  der  zweiten  Art. 

c)  n  in  einem  und  demselben  oder  ein-  oder  mehrmal  ve 
änderten  Bewegungssinne  stetig  auf  einanderfolgende  EI 
mente  eines  der  Grundgebilde,  deren  keines  mit  einem  di 
Grenzelemente  zusammenfällt,  müssen  zufolge  No.  1  und  12 
sämmtlich  in  demselben  Intervall  liegen. 

d')  Bilden  zwei  Elemente  a,  x  eines  der  Grundgebilde 
Bezug  auf  zwei  andere  Elemente  Xy  x  desselben  als  Grenzet 
mente  ein  Elementenpaar  der  ersten,  zweiten  oder  dritte 
Art,  so  bilden  dieElementeX,  fin  Bezug  au  fdie  Elemente  a, 
als  Grenzelemente  ebenfalls  resp.  ein  Elementenpaar  dere 
sten,  zweiten  oder  dritten  Art. 

§•  4.  Bewegnngssinn.  Folgerungen. 

14  a)  Ein  Bewegungssinn  in  einem  der  Grundgebilde  ist  eindeutig  b 
stimmt 

1.  durch  Angabe  der  Aufeinanderfolge  irgend  zweier  benachbart! 
Elemente  (No.  1); 

2.  durch  Angabe  eines  Intervalles  und  desjenigen  Grenzelemente 
von  welchem  ausgehend  ein  Element  dasselbe  durchlaufen  so 
(No.  12  a); 

3.  durch  Angabe  der  Reihenfolge,  in  welcher  beliebige  drei  Elemenl 
des  Gebildes  aufeinander  folgen  sollen  (No.  12  a*). 

6)  Es  wird  derselbe  Bewegungssinn  bestimmt,  wenn  statt  eines  d< 
drei  Elemente  irgend  ein  anderes  mit  ihm  in  demselben  der  von  den  beide 
anderen  Elementen  bestimmten  Intervalle  befindliches  Element  gesetzt  wir 
(No.  12  a«,  14  a*). 

c)  Verändern  daher  die  drei  Elemente  ihre  Lage,  so  das 
jedes  stets  in  demselben  der  von  den  beiden  anderen  bestimm 
ten  Intervalle  bleibt,  so  bezeichnen  sie  in  jeder  Lage  densel 
ben  Bewegu ngs sinn;  fallen  zwei  derselben  zusammen,  so  wird  die  B( 


•)  Schroeter,  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  1867,  §.4.  —  v.  Staudt,  Bc 
träge  zur  Geometrie  der  Lage,  erstes  Heft,  No.  47. 
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Stimmung  des  Bewegungssinnes  illusorisch ;  so  oft  ein  Element  eines 
der  beiden  anderen  überschreitet,  also  in  das  andere  der  von 
denselben  bestimmten  Intervalle  übergeht,  bezeichnet  die- 
selbe Aufeinanderfolge  den  dem  früheren  entgegengesetzten 
Bewegungssinn. 

15.  Ein  iD  einem  der  Grundgebilde  von  der  Lage  l  aus  in  demselben 
Sinne  £  sich  bewegendes  Element  desselben  muss  von  den  durch  X  und 
ein  beliebiges  anderes  Element  t  begrenzten  Intervallen  zunächst  das  eine, 
durch  den  Bewegungssinn  und  den' Anfangspunkt  bestimmte  durchlaufen, 
und  kann  nicht  eher  in  das  andere  Interi^all  gelangen ,  bis  es  alle  Elemente 
des  ersten  einmal  gedeckt  hat  (No.  1,  12 a^). 

a)  Durch  jede  Lage  §  des  das  Gebilde  in  einem  und  demselben  Sinne 
£  stetig  durchlaufenden  Elementes  und  ein  beliebig  gewähltes  Element  t 
wird  das  Gebilde  in  zwei  Intervalle  getheilt,  von  denen  das  eine  das  im 
Sinne  2^  folgende  und  daher  nach  No.  1,  12a,  15  alle  die  Elemente  enthält, 
deren  Lage  das  laufende  Element  einnehmen  muss,  bis  es  nach  x  gelangt, 
während  das  andere  das  im  Sinne  Jl?  vorhergehende  und  alle  die  Elemente  ent- 
hält, deren  Lage  das  laufende  Element  nicht  einzunehmen  braucht  und  nicht 
einnehmen  kann,  bis  es  im  Sinne  £  das  erste  Mal  nach  t  gelangt  ist^  das 
erstere  bezeichnen  wir  mit  (||t),  das  zweite  mit  Q  —  t)*). 

6)  Demnach  bezeichnen  wir  mit  Rücksicht  auf  No.  1,  wenn  X  das  An- 
fangselement, mit  (^  —  X)  dasjenige  Intervall,  welches  das  laufende  Ele- 
ment von  der  Lage  X  aus  bereits  beschrieben ,  und  mit  (|  |  X)  dasjenige, 
welches  das  laufende  Element  zu  beschreiben  hat,  bis  es  wieder  nach  X 
gelangt. 

c)  Dasjenige  der  beiden  durch  zwei  Elemente  Jl,  t  begrenzten  Inter- 
valle, welches  das  in  einem  gegebenen  Sinne  ^  auf  das  gewählte  Anfangs- 
Clement  X  folgende,  also  auch  das  in  demselben  Sinne  H  dem  Endelement  r 
vorhergehende  Element  enthält,  ist  demzufolge  mit  (A  |t)  =  (t  —  X)  zu  be- 
zeichnen, das  andere  der  Intervalle  (Ar)  aber,  welches  das  in  dem  Sinne 
£  dem  Element  A  vorhergehende,  also  das  im  Sinne  2  auf  das  Anfangs- 
element T  folgende  Element  enthält,  mit  (t  |  A)  =  (A  — t). 

d)  Während  das  laufende  Element  das  Intervall  (A|t)  von  der  Anfangs- 
lage X  an  stetig  beschreibt,  theilt  es  in  jeder  seiner  Lagen  dasselbe  in  zwei 
Theile  (Ag)»  und  AQr),  welche  wir  demgemäss  resp.  mit  (|  —  A)  und 
(I I  t)  zu  bezeichnen  haben;  der  letztere^Theil  (§  1 1)  und  das  ganze  Inter- 
vall (t|A)=(A — t)  bilden  das  Intervall  (|  |  A)  und  gehören  demselben  mit 
allen  ihren  Elementen  an ;  der  erstere  Theil  (J  —  A)  und  das  Intervall  (A — t) 
bilden  das  Intervall  (§ — t).     Beschreibt  das  laufende  Element,  nachdem 


*)  Lesen  können  wir  diese  Symbole  resp:  |  plus  x  und  S  minus  t.  Der  verticale 
Strich  (I)  ist  der  Einfachheit  wegen  statt  des  gewöhnlichen  Pluszeichens  gesetzt 
worden. 
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es  in  die  Lage  z  gelangt,  in  gleichem  Bewegnngssinn  das  Intervall  (r{i 
so  theilt  es  in  jeder  seiner  Lagen  dieses  in  zwei  Theile  (|  —  T)=(ä  |  ^);  J< 
erstere  Theil  (J  — t)  nnd  das  ganze  Intervall  (^|T)  =  (r  — A)  bilden  rn 
allen  ihren  Elementen  das  Intervall  (J  — A),  der  letztere  Theil  (|  (  i)  ud 
das  Intervall  (X  |  t)  bilden  das  Intervall  (|  |  r). 

Während  daher  das  laufende  Element  das  Intervall  {k  \  x)  beschreil: 
int  k  ein  Element  des  Intervalles  (|  —  r);   während  es  das  Intervall  (r  | 
=  (;i  —  t)  beschreibt,  gehört  k  dem  Intervall  (5  |t)  an. 

e)  Sind  demnach  |,  ly  zwei  beliebige  Lagen  des  laufenden  Elemente 
so  ist  stets  eines  der  Intervalle  (|— t),  (i?  — t)  ein  Theil  des  anderen  uii 
eines  der  Intervalle  (5  |  r),  (i?  |  t)  ein  Theil  des  anderen;  aber  die  luterval 
(J|r)  und  (yi  —  i),  (§  — t)  und  {yi\x)  haben  das  eine  Paar  kein  einziges  El 
ment  gemeinschaftlich,  das  andere  nur  das  Intervall  ($i})t. 

Elemente  des  Intervalles  {^xri)  können  daher  nur  zwei  Intervallen  g 
meinschaftlich  sein,  welche  in  ihrem  Zeichen  entweder  beide  den  verticah 
oder  beide  den  horizontalen  Strich  enthalten,  Elemente  des  Intervall« 
{|iy)r  nur  zwei  Intervallen,  von  denen  das  eine  den  verticalen,  das  andei 
den  horizontalen  Strich  in  seinem  Zeichen  enthält. 

4f)  Ferner  folgt  aus  15 J:  Ist  v  ein  Element  des  Intervalles  (k\x),  i 
ist,  während  das  laufende  Element  J  das  Intervall  (kv)x  beschreibt,  alle 
Intervallen  (|  — t)  der  Theil  (t;1)v,  allen  Intervallen  (S|  t)  der  Theil  k{v 
gemeinschaftlich;  während  |  das  Intervall  k{yx)  beschreibt,  ist  allen  Inte 
Valien  (J — t)  der  Theil  (xkv)  nnd  während  |  das  Intervall  v[xk)  beschreifc 
ist  allen  Intervallen  (||  t)  der  Theil  (kvx)  gemeinschaftlich. 

16.    Aus  No.  1  und  12a  geht  hervor: 

d)  Hat  ein  Element  eines  der  Grundgebilde  in  demselben  in  einem  g( 
gebenen  Bewegungssinne  kvx  ein  Intervall  {kvx)  von  der  Lage  k  an  durcl 
laufen  und  bewegt  es  sich  in  demselben  Sinne  weiter,  so  beschreibt  es  d] 
zweite  der  durch  k  und  x  begrenzten  Intervalle  (tjI)  v;  ändert  es  aber  in  d( 
Lage  X  den  Bewegungssinn,  so  muss  es  in  das  erste  Intervall  zurückkehrei 

6)  Sind  demnach  drei  aufeinanderfolgende  von  einander  verschiedec 
Lagen  a,  J3,  y  eines  in  einem  der  Grundgebilde  sich  bewegenden  Element( 
so  beschaffen,  dass,  wenn  i|;  irgend  eines  der  übrigen  von  a,  ß,  y  verscbii 
denen  Elemente  ist,  a  und  y  nicht  in  demselben  der  durch  i|;  und  ß  begren: 
ten  Intervalle  sich  befinden,  also  /  nicht  in  (ji\>tiß)  liegt,  so  folgen  die  dr 
Lagen  aßy  in  demsel])en  Bewegungssinne  auf  einander,  und  wir  nennen 
ein  gewöhnliches  Element;  befinden  sich  aber  y  mit  a  in  demselbe 
Intervall,  so  dass  {}l>ctß)  =  (j^yß>)y  so  hat  das  sich  bewegende  Element  i 
der  Lage  ß  seinen  Bewegungssinn  geändert,  in  den  entgegengesetzten  vei 
wandelt;  wir  nennen  dann/?  ein  Kückkehrelemen  t.  Hierbei  ist  nicl 
ausgeschlossen,  dass  in  dem  Elemente  ß  mehrere  in  der  Bewegung  des  lai 
fenden  Elementes  aufeinanderfolgende  Lagen  zusammenfallen  (vereinif 
sind) ,  y  ist  dann  die  erste  von  ß  verschiedene  Lage  desselben. 
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c)  Aeudert  das  laufende  Element,  nacbdem  es  ein  Intervall  (?/;|/?j  be- 
schrieben, in  der  Lage  ß  den  Bewegungssinn  und  beschreibt  es  in  dem  ent- 
gegengesetzten Sinne  das  Intervall  (/3 — <p)=(<JP  | /?),  so  ist  daher  entwe- 
der (ß  —  4p)  ein  Theil  von  (t^|/3),  oder  (t/;  |  jS)  ein  Theil  von  (jS  —  y);  in 
dem  beiden  Intervallen  gemeinschaftlichen  Theile  ist  jedes  Element  dop- 
pelt zuzählen  als  dem  einen  und  dem  anderen  Intervall  angehörig;  die  Ste- 
tigkeit erfordert  auch  von  dem  Grenzelement,  dem  Hückkehrelement  ß^  an- 
zunehmen, dass  in  ihm  zwei,  nftmlich  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  des 
laufenden  Elementes  vereinigt  sind. 

17.  Bewegen  sich  daher  zwei  Elemente  |,  q  eines  Grund- 
gebildes in  demselben,  resp.  von  den  Lagenitundr  aus  in  dem*- 
selben  Bewegungssinne,  so  beschreibt  das  eineElement  zu- 
nächst das  eine,  das  andere  Element  zunächst  das  andere  der 
.dnrch  A,und  t  begrenzten  Intervalle  und  umgekehrt;  bewegen 
sie  sich  aber  in  entgegengesetztem  Bewegungssinn,  so  be- 
schreiben beide  dasselbe  Intervall  und  umgekehrt.  Im  ersten 
Falle  ist  es  nicht  nothwendig,  dass  die  beiden  Elemente  sich  begegnen,  im 
zweiten  begegnen  sie  sich  immer. 

d)  Ist  die  Bewegung  der  beiden  Elemente  £,  q  nun  eine  solche,  dass^ 
während  das  eine,  ^,  von  k  aus  das  Intervall  (itlr),  das  andere,  p,  von  x  aus 
das  Intervall  (t\k')  =  (}i  —  t)  durchlauft,  so  dass  nie  beide  in  demselben 
Intervall  sich  befinden  und  sie  gleichzeitig  §  in  r,  ^  in  A  anlangen,  so  thei- 
len  je  zwei  gleichzeitige  Lagen  von  ^  und  p  das  ganze  Gebilde  in  zwei  In- 
tervalle, welche  nach  No.  15a  mit  (J|^)=(p  —  |)  und  (p||)=(| — q)  zu  be- 
zeichnen sind,  und  deren  jedes  nach  No.  126  und  IZd  stets  eines  der  Ele- 
mente A,  T  enthält;  und  zwar  enthält,  so  lange  |  in  dem  Intervall  (A|t),  also 
9  in  dem  Intervall  (T\k)  sich  befinden,  das  Intervall  (J|^)  =  (^  —  |)  stets 
das  Element  z,  das  Intervall  (q\^)  =  (^  —  q)  stets  das  Elemente,  so  dass 
(^|r)  stets  ein  Theil  von  (^\g)  und  (|—  A)  stets  ein  Theil  von  (5  —  p),  ((>|A) 
stets  ein  Theil  von  (^||)  =  (|  —  q)  und  (^  — t)  stets  ein  Theil  von  (g  —  g) 
=(11^)  ist.  Ist  dann  v  irgend  ein  Element  des  Intervalles  (A|t),  und  ist, 
wenn  |  nach  v,  q  nach  v  gelangt,  welches  ein  Element  des  Intervalles 
(A  — t)  ist,  so  folgt  aus  No.  15/: 

Währendgdasintervall  (A|v)  =  (Av)t  beschreibt,  sind  allen 
Intervallen  (||^)  die  sämmtlichen  Elemente  des  Intervalles 
(v|t)  =  A(ft)  gemeinschaftlich  und  nur  diese,  allen  Intervallen 
(p|fc)=(g  — p)  die  sämmtlichen  Elemente  des  Intervalles  (v|A) 
=t(vä)=(A — v)  und  nur  diese;  während  g  den  Theil  (v|t)=A(vT) 
durchläuft,  ist  allen  Intervallen  (|  — ^)  der  Theil  (v  — A)  =  (A|v) 
=(iv)T  gemeinschaftlich  und  sonst  kein  Element,  allen  Inter- 
vallen (e  — S)  =  (l|^)  der  Theil  (i;-~T)=(T|t;)=(Tv)A. 

b)  Durchläuft  ein  Element  eines  der  Gründgebilde  dasselbe  zweimal 
hintereinander  in  demselben  Bewegungssrnne  von  der  Lage  A  an,  so  bilden 
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alle  diese  Lagen,  wenn  wir  die  des  ersten  und  zweiten  Umlaufes  nnterschi 
den,  ein  Gebilde,  von  welchem  der  Satz  in  No,  1  ebenfalls  gelten  moss  i 
seinen  sämmtlichen  Folgerungen.  Wir  denken  uns  die  Lagen  des  zweit 
Umlaufes  auf  denen  des  ersten  liegend,  dann  haben  wir,  wenn  das  laufen 
Element  einen  Umlauf  vollendet,  nach  No.  15a  den  zweiten  Umlauf  i 
(Jl|jl),  den  ersten  mit  (X — A)  zu  bezeichnen.  Lassen  wir  nun  zwei  ai 
einanderliegende  Elemente  ||  gleichzeitig  sich  in  diesem  Gebilde  von  ein 
bestimmten  Lage  Xk  an  in  bestimmtem  Bewegnngssinne  bewegen,  so  gen 
gen  dieselben  den  Bedingungen  für  die  Bewegung  der  Elemente  5  ^^^ 
in  No.  17a;  wenn  das  eine  derselben  einen  Umlauf  gemacht,  hat  auch  d 
andere  einen  vollendet;  bei  jeder  Lage  von  ^|  enthält  jedes  der  beid 
Intervalle  (SU)»  0  —  Ö  ^^®  sämmtlichen  Elemente  des  einfachen  Gebild 
einmal. 


§•  5.  Perspectivische  Interyalle. 

18.    Lediglich  als  Folgerung  aus  den  Voraussetzungen  und  Sätzen 
No.  1  ,  6,  7,  8,  9,  10,  15  ergiebt  sich; 

Ist  a  eine  beliebige  Punktreihe  in  der  Ebene  eines  beliebigen  eben 
Strahlbiischels  Ä^,  welcbe  nicht  mit  dem  Mittelpunkte  e^  perspectivisch  liej 
so  entspricht  jedem  Punkt  a^  derselben  ein  und  nur  ein  Strahl  s^  des  B 
schels  und  umgekehrt.  Wählen  wir  zwei  beliebige  Punkte  von 
a^  und  a^  zu  Grenzpunkten  und  die  mit  diesen  perspectivis^ 
liegenden  Strahlen«^,  5^   zu    Grcnzstrahlen   des  Büschels,  i 

entsprechen  allen  Punkten  der  einen  Strecke  a^^^^^  nur  Stra 
len,   und    zwar  die  sämmtlichen  Strahlen  des  einen  Winke 

*;,   .     und  umgekehrt,  allen  Punkten  der  anderen  Strecke  a^^* 

nur  Strahlen,  und  zwar  die  sämmtlichen  des  anderen  Winke 

^%vl)  ^^^  umgekehrt.     Dies   gilt  ganz  allgemein  (No.  3),  mag  a  ei 

endliche  oder  die  unendlich  entfernte  Gerade ,  mag  g^  ein  endlicher  od 
unendlich  entfernter  Punkt  sein,  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der  Grenze! 
mente. 

a)  Die  einem  Punktenpaar  erster,  zweiter,  dritter  Art  entsprechend« 
Strahlen  bilden  dah^r  stets  ein  Strahlenpaar  resp.  erster,  zweiter  oder  dri 
ter  Art,  und  die  einem  Strahlenpaar  erster,  zweiter,  dritter  Art  entspr 
chenden  Punkte  bilden  stets  ein  Punktepaar  resp.  erster,  zweiter,  dritt 
Art;  vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  die  Grenzeiemente  der  Punktreihe  ui 
des  Strahlbüschels  perspectivisch.  liegen. 
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b)  Die  eine  der  durch  a  und  a*  begrenzten  Strecken  a^^^^*'  liegt  nach 
Xo.  10  ganz  mit  allen  ihren  Punkten  in  dem  von  den  Strahlen  des  einen 

der  von  sz^  und  s^  begrenzten  Winkels«^.       ,  des  entsprechenden  Winkels, 

bedeckten  Gebiet  der  Ebene,  die  andere  Strecke  a^**'^-'  ganz  mit  allen  ihren 
Punkten  in  dem  Oebiet  des  anderen,  des  ihr  entsprechenden  Winkels  ^fr^X)* 

f)   Nach  No.  ö  und  15 ^  entspricht  der  Strecke  a^S'^)  (a^^'*^)  der  Win- 

^®^'?tl  U'^ai  W  °°^  umgekehrt;  demnach  liegt  die  Strecke  a^^''^  (a^^'*^) 

ganz  in  dem  Winkel  ^?t\^\(^  i\j)}^  ^^®  Strecke  a^^""*^  (a^^~*^)  liegt  ganz 

mit  allen  ihren  Punkten  in  dem  ihr  entsprechenden  Winkel*^^^   >  (  *a_  -^  )• 

Ueberhaupt  liegt  eine  Strecke  ganz  mit  allen  ihren  Punkten 
in  demjenigen  von  zwei  mit  ihren  Grenzpunkten  perspectiv 
visch  liegenden,  sonst  beliebigen  Strahlen  einerEbenegebil- 
deten  Winkel,  in  welchem  einer  ihrer  Punkte  sich  befindet 
(No.  36,10.) 

fl)  Die  mit  den  Punkten  einer  Strecke ,  die  nur  einen  Theil  der  Gera- 
den a  bildet,  perspectivischen  Strahlen  eines  Büschels,  dessen  Mittelpunkt 
nicht  in  der  Geraden  a  liegt,  bilden  daher  einen  Winkel,  der  stets  nur  einen 
Theil  des  Büschels  ausmacht  und  umgekehrt  (No.  3). 

e)  Zwei  Punkte  der  unendlich  entfernten  Geraden  bilden  daher  in  Be- 
zog auf  zwei  beliehige  Grenzpunkte  derselben  ein  Pnnktepaar  erster,  zwei- 
ter oder  dritter  Art,  wenn  in  irgend  einem  Strahlbüschel  mit  endlichem 
Mittelpunkt  die  mit  diesen  beiden  Punkten  perspectivischen  Strahlen  in 
Bezug  auf  die  mit  den  Grenzpunkten  perspectivischen  Strahlen  ein  Strahlen- 
paar resp.  erster,  zweiter  oder  dritter  Art  bilden;  in  allen  übrigen  Strahl- 
biiscbeln  mit  endlichem  Mittelpunkt  bilden  dann  die  entsprechenden  Strah 
len  ebenfalls  ein  Strahlenpaar  resp.  erster,  zweiter  oder  dritter  Art.  (Vergl. 
die  Anmerk.  zu  No.  19.) 

So  beurtheilen  wir  das  Verhalfen  der  sich  der  Anschauung  entziehen- 
den unendlich  fernen  Elemente  aus  dem  Verhalten  der  mit  ihnen  perspecti- 
vischen endlichen  Elemente. 

19.  Daraus  geht  hervor:  Beziehen  wir  irgend  eine  Punktreihe  a,  per- 
epectivisch  auf  einen  Strahlbüschel  g^,  dessen  Mittelpunkt  mit  keinem  der 
Punkte  von  ö,  identisch  ist,  den  Strahlbüschel  i^  ferner  perspectivisch  auf 
eine  Pnnktreihe  ag,  deren  Trftger  nicht  den  Punkt  ^^  enthält,  diese  Punkt- 
reihe wieder  auf  einen  Strahlbüschel  iS',  dessen  Mittelpunkt  nicht  mit  einem 
ihrer  Punkte  znsammenföllt  u.  s.  f.,  und  sind  in  jedem  der  Gebilde  Hj,  dS 
%Sf*i..,  zwei  Elemente  zu  Grenzelementen  so  gewählt,  dass  sie  mit  den 
Gienzelementen  des  jedesmal  in  der  Reihe  vorhergehenden ,  also  auch  des 
folgenden  Gebildes  perspectivisch  sind,  so  entsprechen  jedem  Elementen- 
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paar  erster,  zweiter  oder  dritter  Art  des  einen  Gebildes  in  jedem  der  anr 
ren  Gebilde  Elementenpaare  resp.  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art 
Bezug  auf  die  erwählten  Grenzelemcnte,  so  dass  allen  Elementen  desselb 
Intervalles  eines  Gebildes  in  jedem  der  anderen  Gebilde  nur  Elemente  d< 
selben  Intervalles  und  zwar  die  sämmtlichen  entsprechen,  welches  wird 
dem  ersteren  entsprechende  Intervall  nennen^).  Dem  einen  Bewegnn« 
sinn  in  einem  dieser  Gebilde  entspricht  in  jedem  der  anderen  Gebilde  ( 
ganz  bestimmter,  von  diesem  abhängiger  Bewegungssinn.  Vergl.  No.  66,  I* 
Die  Träger  dieser  Gebilde  brauchen  nicht  sämmtlich  in  derselben  £be 
zu  liegen;  notb wendige  und  hinreichende  Bedingung  ist  nur,  dass  je 
Punktreihe  in  der  Ebene  der  beiden  mit  ihr  perspectivischen  Strahlbäscli 
nämlich  des  in  der  Reihenfolge  vorhergehenden  und  des  folgenden,  lie 
also  nach  No.  2  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  zusammenfällt  u 
keinen  der  Mittelpunkte  dieser  beiden  Büschel  enthält. 

20.  Ist  aber  a  eine  Gerade  in  der  Ebene  eines  ebenen  Strahlbüscb 
d^,  welche  mit  dem  Mittelpunkt  ^^  perspectivisch  liegt,  so  ist  a  ein  Stri 
des  Büschels  g^  und  e^  =  a^  ein  Punkt  der  Punktreihe  a\  die  allen  übrig 
Strahlen  des  Büschels  auf  der  Geraden  a  entsprechenden  Punkte  fallen  ; 
sammen  (No.  2)  in  den  Punkt  o9  und  die  allen  übrigen  Punkten  der  Ge 
den  a  im  Büschel  entsprechenden  Strahlen  fallen  zusammen  in  den  Str 
a,  80  dass  dem  Punkt  a^  von  a  alle  Strahlen  des  Büschels  ausser  a,  d 
Strahl  a  des  Büschels  aber  alle  Punkte  von  a  ausser  a^  entsprechen  **). 

a)    Wählen  wir  nun 
zwei    beliebige    von    a^      verschie- 
dene   Punkte  von   a   a     und  a^   zu 
Grenzpunkten    und   die  mit  diesen 


zwei  beliebige  von  a  verschiede 
Strahlen  des  Büschels  d^  ^^  und 
zu  Grenzstrahlen  und  die  mit  dief 


*)  Dass  das  Ocsagte  in  der  That  auch  für  eine  unendlich  entfernte  Pub 
reihe  g^^  und  mit  ihr  perapectivische  Strahlbüschel  gilt,  erhellt  auch  aas  \ 
gendem:  Je  zwei  solcher  Strahlbüschel ,  deren  Mittelpunkte  ausserhalb  ^x  l'^8 
also  endliche  Punkte  sind  (No.  36),'  müssen  entweder  in  derselben  Ebene,  wcl 
auch  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  enthält,  oder  in  zwei  verschiedei 
Ebenen  liegen,  die  sich  in  dieser  unendlich  entfernten  Geraden  px  ^^^^ 
den.  In  jedem  Falle  lUsst  sich  von  irgend  einem  Punkte  von  g^  in  der  Eb< 
eines  jeden  dieser  Strahlbüschel  eine  Gerade  ziehen,  welche  mit  keinem  der  Hüscl 
strahlen  ziisammenfallt;  diese  beiden  Geraden  liegen  in  einer  Ebene,  werden  j( 
von  einem  der  beiden  Strahlbüschel  in  projectivischen  Punktreihen  gefchnitt 
welche  perspectivisch  liegen«  da  in  dem  unendlich  entfernten  Pnnkt  zwei  entsp 
chende  zusammenfallen,  so  dass  für  die  projectivische  Beziehung  der  beiden  { 
gebencn  Strablbüschel  die  unendlich  entfernte  Gerade  ersetzt  werden  kiinn  do 
zwei  endliche  Panktreihen,  welche  mit  einem  Strahlbüschel  perspectivisch  lieg 
dessen  Mittelpunkt  ein  endlicher  Punkt  ist. 

**J  Schroeter,  die  Theorie  der  Kegelschnitte.    1867.  §.  i9a. 
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perspecti vischen  Strahlen  zu  Grenz- 
strahlen des  Büschels,  so  fallen  letz- 
tere zusammen  in  den  Strahl  a;  je 
sswei  von  a  verschiedene  Strahlen 
bilden  daher  ein  Strahlenpaar  der 
zweiten  Art  und  die  ihnen  entspre- 
chenden Punkte  der  Geraden  a  bil- 
den ein  Punktepaar  der  zweiten 
Art;  die  einem  Punktepaar  erster, 
zweiter  oder  dritter  Art,  von  wel- 
chen wenigstens  einer  nicht  mit  a 
identisch  ist,  entsprechenden  Strah- 
len bilden  ein  Strahlenpaar  dritter 
Art. 

h)   Fällt  aber  h^  mit  einem  der 

Grenzpunkte  auf  a,  etwa  mit  a  zu- 
sammen, so  ist  a  der  eine  Grenz- 
strahl des  Büschels,    welcher    dem 

Punkt    a  •    entspricht,    der    andere 

Grenzstrahl ,  welcher  dem  a  ent- 
sprechen sollte,  aber  wird  unbe- 
stimmt, so  dass  sich  Strahlenpaare 
erster  nnd  zweiter  Art  nicht  unter- 
scheiden lassen ;  demnach  entspricht 
jedem  Punktepaar  der  Geraden  a 
ein    Strahlenpaar    dritter    Art    des 

Büschels  g^  und  jedem  Strahlenpaar 
des  Büschels  ein  Punktepaar  drit- 
ter Art  auf  der  Geraden  a. 


perspectivischen  Punkte  zu  Grenz- 
punkten von  a,  so  fallen  letztere  zu- 
sammen in  den  Punkt  0^;  je  zwei 
von  a  verschiedene  Punkte  von  a 
bilden  daher  ein  Punktepaar  der 
zweiten  Art  und  die  ihnen  entspre- 
chenden Strahlen  des  Büschels  g^ 
ein  Strahlenpaar  der  zweiten  Art, 
die  einem  Strahlenpaar  erster,  zwei- 
ter oder  dritter  Art,  von  welchen 
wenigstens  der  eine  von  a  verschie- 
den ist,  entprechenden  Punkte  bil- 
den ein  Punktepaar  dritter  Art. 

Fällt  aber  a  mit  einem  der  Grenz- 
strahlen von  g^,  etwa  mit  s^  zusam- 
men,  so  ist  a  der  eine  Grenzpunkt 
auf  a,  welcher  dem  Strahl  s^  ent- 
spricht, der  andere  Grenzpunkt,  wel- 
cher dem  s^  entsprechen  sollte,  aber 
wird  unbestimmt,  so  dass  sich  Punk- 
tepaare erster  und  zweiter  Art  nicht 
unterscheiden  lassen;  demnach  ent- 
spricht jedem  Strahlenpaar  des  Bü- 
schels jg^=a  ein  Punktenpaar  drit- 
ter Art  auf  a  und  jedem  Punkte- 
paar  auf  a  ein  Strahlenpaar  dritter 

Art  im  Büschel  g^. 

Ob  3^  ein  endlicher  oder  unendlich  entfernter  Punkt,  a  eine  endliche 
oder  die  unendlich  entfernte  Gerade  ist,  ist  hierfür  gleichgiltig  (No.2,3,7,8ö). 


§.  6«    Grenzgerade. 

J.  Ein  Strahlbüschel  und  eine  Punktreihe.    Streckenbüschel. 

21.  a)  1.  Bezeichnen  wir  die  Gerade  5J  in  No.  18  als  Strahl  des  Bü- 
schels a  gemäss  No.  Ha  mit  a  und  die  Gerade  a  mit  a  ,  so  wird  s^  in 
jeder  seiner  Lagen  durch  die  mit  diesen  Geraden  perspectivischen  Punkte 
i,^  und  ^  in  zwei  Strecken  getheilt,  von  denen  zufolge  No.  ISö  die  eine 
^\9lw)  ^Jq  sämmtlichen  Punkte  enthält,  welche  mit  den  Sjtrahlen(^^^n^^ 
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der  durch  a    und  a    begrenzten  Winkel,  a.       . ,  perspectivisch  liegen,  i 

nur  diese,  während  die  andere  Strecke  ^^^'^^^  die  sHmmtlichen  Punl 
enthält,  welche  mit  den  Strahlen  des  andern  Winkels  a  perspectiv!! 

liegen,  nnd  nur  diese ;   a    ist  aber  ein  ganz  beliebiger  von  a    und  a    v 
Z  ^  Q  f 

schiedener  Strahl  des  Busches  a  . 

2.  Zufolge  No.  10  giebt  es  keinen  Punkt  in  dem  Winkel  a,      ^^,  welc 

nicht  auf  einem  ganz  mit  allen  seinen  Elementen  in  denselben  fallen( 

Strahl  des  Büschels  a    läge  und  zugleich  nach  No.  2,  3a,  Qc  einem  Str 

des  Büschels  Ä  angehörte,  und  zwar  derjenigen  Strecke  desselben,  wel 
nach  No.  18c  ganz  mit  allen  ihren  Punkten  in  diesem  Winkel  liegt,  ( 

mit   a    gemeinschaftlichen  Punkt  enthält  und   daher  mit  g^^*^-'  zu 

zeichnen  ist. 

b)  Ist  g^  irgend  eine  andere  Gerade  derselben  Ebene,  welche  we 

mit  a    noch  mit  g    perspectivisch   liegt  und   nach   No.  3  mit  a    ,  a    ^ 

resp.  die  Punkte  0*  =  ^^ »  9ä~  '^  *  Ö*  "^  ^ib  ^^"^^»"schaftlich  hat,  ^ 
denen  nach  No.  2  keine  zwei  zusammenfallen,  so  liegt  jeder  Punkt  < 
Strecke  gl         sowohl  mit  einem  Strahl  des  Winkels  n         ,  als  mit  ein 

Strahl  des  Winkels  s^  .^  perspectivisch,  wo  s^^  =  sj  =  «  ,  j^,  i 
die  resp.  mit  den  Punkten  9^ ,  9J ,  {j.  perspectivischen  Strahlen  1 
Büschels   jg^  sind;   und  jeder  Punkt  der  Strecke  gy^ ^   liegt  sowohl 

einem  Strahl  des  Winkels  a  ,^  m  als  mit  einem  Strahl  des  Winkels  s,^ 

Zi'^9)  l(t 

perspectivisch.  Auf  jedem  Strahl  s^  des  Winkels  5^  .^  enthi 
daher  die  Strecke  jg^^^^^  den  mit^^  perspectivischen  Punkt 
und   sonst  auf  keinem   andern    Strahl;    auf  jedem    Strahl  d 


Winkels^^ 


,     .^enthält  die  Strecke  g 
vischen  Punkte,   nie  die  Strecke  ig^' 


9g  porspec 


c)  Lassen  wir  daher  einen  Strahl  s^  von  der  Lage  $.  = 
aus  den  Strahlbüschel  d^  in  demselben  Sinne  continuirli 
durchlaufen,  so  muss  die  eine  der  beiden  durch  ^  nnd  d 
mit  ö     perspectivischen  Punkt  ig^  begrenzten  Strecken  d 
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stetig   den   Winkel   a.       .    beschreiben,    bis  5^  einen  Umlauf 


vollendet  und  wieder  nach  s^  gelangt  (No.  1),  in  allen  ihren 
Lagen  während  desselben  und  in  allen  ihren  Punkten  in  die- 
sem Winkel  liegen,  und  es  kann  keinen  Punkt  in  diesem  Win- 
kel geben,  welcher  von  dem  Strahl  s^  während  eines  Umlaufes 
mehr  als  einmal  oder  keinmal  (No.  6c)  getroffen  würde,  und 
keinen,   welcher  nicht  in  der  mit  ihm  perspectivisclien  Lage 

von  8^  der  Strecke  ^^^^^^  angehörte;  die  andere  Strecke  g^^'^^^ 
aber  mnss  in  derselben  Weise  den  andern  Winkel  a  .  .  be- 
schreiben. 

22.  g^  und  jeder  Punkt  von  a    gehören ,  ihrer  Natur  als  Grenzpunkte 

gemäss,  beiden  Strecken  des  perspectivischen  Strahles  an,  jeder  von  diesen 
verschiedene  Punkt  aber  nur  einer  Strecke.   Jede  Gerade  der  Ebene  wird 

daher  in  dem  mit  a     gemeinschaftlichen  Punkt  und,  wenn  sie  den  Punkt  ^^ 

enthält,  auch  in  diesem  gleichzeitig  von  beiden  Strecken  des  Strahles  s^ 
getroffen,  in  jedem  der  übrigen  Punkte  aber  nur  von  einer.  Wir  bezeichnen 

die   eine  der  beiden  Strecken  g^^^' ,  welche  im   Drehsinne  J  von  8^  den 

Winkel  a,     ^.  beschreibt,  mit  d^      ,   die   andere  mit  i^^  "i^  und  in  der 
KQXW)  ^ 

Anfangslage  s^=  n    beim  Anfange  der  Bewegung  resp.  mit  S^^'^  ,  3^^~"    . 

Während  5  im  Sinne  z/  einen  Umlauf  macht,  werden  von  derselben 
strecke  «(^l*)=  ä(«*)    (g(?-*)=  g «(•*))  getroffen: 

a)  jede  von  a    und  a  ^  verschiedene  Gerade  des  Winkels  a,      Jia  , .   .  | 

in  allen  Punkten,  a    ausgenommen; 

b)  jede  beliebige  Gerade  der  Ebene  pf^,  welche  weder  mit  a  noch 
mit  d  perspectivisch  liegt,  in  allen  Punkten  der  Strecke  g^^^^VgJ^M , 
welche  von  den  Greuzpunkten  gj  und  ^  verschieden  sind,  und  in  dem 
Punkte  9?,  wenn  dieser  der  Strecke  g^^'^Vjg^^"  M  von  s^  in  der  An- 
fangslage a    =^^  angehört; 

c)  jede  Gerade  der  Ebene,  welche  mit  d^  perspectivisch ,  also  ein 
Strahl  /  des  Büschels   ist,   in  allen  Punkten  der  Strecke  g^^^^V«^^^^^) 

ausser  den  Grenzpunkten  0    und  ^   ,  aber  in  der  einzigen  Lage  (No.  2)  des 
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laufenden  Strahlest  ,  in  welcher  er  mit  s^  zusammenfällt;  in  allen  ande 
Lagen  desselben  wird  5^  sowohl  von  der  einen  wie  von  der  anderen  Stre 
im  Punkt  g^  getroffen  (No.  20). 

23.  Da,  wenn  a  von  a  verschieden,  jede  der  beiden  Strecl 
qS  (No.  21&)  nur  ein  Theil  der  Geraden  g^j  also  auch  jeder  der  bei( 
Winkel  s^    .^  (No.  18)  nur  einen  Theil   des  Büschels   ä    ausmachen  ka 

aber  jeder  der  Punkte   von  g^  während    eines  Umlaufes  des  Strahles 
einmal  mit  ihm  perspectivisch  liegt  (No.  3,6,  21  cj,  so  muss  diejenige 
beiden  Strecken   g^^^^  von  5^,  welche  in  der  Anfangslage  5^  am  Anfai 
der  Bewegung  den  mit  g^  gemeinschaftlichen  Punkt  0=9?  nicht  enthi 

denselben  nach  Beendigung  des  ersten  Umlaufes  von  s    enthalten,  undd 

jenige  Strecke  5         ,  welche  den  Punkt  a    in  der  Anfangslage  am  Aiifai 

der  Bewegung  enthält,  kann  denselben  nicht  nach  Beendigung  des  ersi 
Umlaufes   enthalten. 

a)  Jede    der    beiden    Strecken    g^^^'    bildet'  demgemäs 

wenn   s^  den  Büschel  g^  einmal  durchlaufen,  in  der  Anfang 

läge  s^  die  ErgJinzung  zu  derjenigen  Strecke,  welche  sie  a 

Anfange  der  Bewegung  bedeckte,  und  muss  beim  zweiten  Ui 

laufe  von  s  in  demselben  Drehsinne  <J  den  entgegengesetzt! 
des  beim  ersten  Umlaufe  beschriebenen  Winkels  beschreibe 
so  dass  sie  nach  Beendigung  des  zweiten  Umlaufes  diesell 
Lage  hat  und  dieselben  Punkte  enthält,  als  beim  Anfange  d' 
Bewegung. 

b)  Die  sämmtlichen  Lagen  einer  der  beiden  Strecken  ^^^^^  währei 

zweier  aufeinanderfolgender  Umläufe  von  s  in  demselben  Drehsinne  sir 
daher  ein  Gebilde,  welches  wir  ein  Streckenbüschel  nennen  wolle 
von  welchem  die  Voraussetzungen  in  No.  1  und  die  daraus  hervorgehende 
Folgerungen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gelten,  und  welches  die  ganz 

Ebene  des  Büschels  so  erfüllt,   dass  jeder  von  F  verschiedene  Punkt  dei 

selben,  welcher   nicht  der  Grenzgeraden  a    angehört,   mit  einer  solche 

Strecke  in  einer  und  nur  einer  ihrer  Lagen  perspectivisch  liegt;  mit  2 
aber  liegt  die  laufende  Strecke  in  allen  ihren  Lagen  und  mit  jedem  Punk 

von  a     in  zwei  durch  einen  ganzen  Umlauf  von  5^  getrennten  Lagen  per 

spectivisch. 
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c)  Jeder  der  beiden  Winkel  a ,  .  erscheint  hiernach  als 
nes  der  Intervalle,  in  welche  das  Streckenbüschel  g  («  ) , 
•  wie  jedes  andere  d"  i^*^)>  dessen  Mittelpunkt  ä  irgend 
ner  der  Punkte  von^J  ist  und  welches  auf  dieselbe  Grenz- 
irade  a  bezosren  wird,  zerfällt  durch  die  beiden  von 
5n   Punkten    a   =i^!^undig^  (resp.  je»)    begrenzten    Strecken 


^^)/g(9^)\ 


d)  Aus  No.  12a*  und  16  geht  ferner  hervor:   Dieselbe  der  durch  a* 

id^^auf^^  bestimmten  Strecken,  welche,  während«    sich  im 

nne  zf  von  5,  an  bewefft,  den  Winkel  a,       .  beschreibt,   be- 

hreibt,  wenn  s^  sich   im  entgegengesetzten  Sinne  bewegt, 

n  Ergänzungswinkel  a,     .    :  und  derselbe  der  Winkel  a.     ., 

sicher  von  der  einen  der  in  der  Anfangslage  durch  a    und  g^ 

stimmten   Strecken   beschrieben  wird,   während  «sich  im 

nne  J  bewegt,  wird,  wenn  s  sich  im  entgegengesetzten 
nnebewegt,  von  deranderen  dieser  Strecken  beschrieben. 

24.  Während  s^  im  Sinne  J  von  5^   aus  den  Büschel  ä^   beschreibt, 
rchläuft    der  auf    einer   Geraden    ^«,  welche  weder  mit  a    noch  mit^  d 
rspectivisch  liegt,  entsprechende  Punkt  gemäss  No.  21,  22  zuerst  die  in 
n  Winkel  «/^^^x  befindliche  Strecke  ßi^^^  ,  wenn  g^  die  Gerade  s^  in 
end  einem  Punkt  der  Strecke  jg^^  '^^  schneidet,  und  er  durchläuft  zuerst 

in  dem  Winkel  a  .befindliche  Strecke  ßl^^^,  wenn  g^  die  Gerade 
in  irgend  einem  Punkt  der  Strecke  g^^""^^  schneidet. 

Daherbe-wegtsich,  während  «^imSinnez^denBüscheljg^ 
schreibt,  der  entsprechende  Punkt  auf  allen  Geraden  g  der 

ene,  welche  mit  5^  einen  Punkt  der  Strecke  g^^'^^gemein- 
baftlich  haben,  im  Sinne  g^^  ,  auf  allen  Geraden  g  der 
ene,  welche  mit  «feinen  Punkt  der  Strecke  jj^^"^^  gemein- 
aaftlich  haben,  im  Sinne  9^^^,  welchem  im  Büschel  a  nach 
.  1  der  dem  Sinne  a    ^  ,  entgegengesetzte  a         entsprichjt.>  , 
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Beschreibt  aber  ^^  denBüscheld  indem  dem  Sinne  z/ entge- 
gengesetzten Sinne  Jj  so  bewegt  sich  zufolge  No.  6  der  ent- 
sprechende  Punkt   auf   allen    Geraden    der    ersteren    Art    im 

Sinne  9^^*i  auf  allen  Geraden  der  letzteren  Art  im  Sinne  ft  . 
25.  Die  ausnahmlose  Allgemeinheit  der  Voraussetzungen  des  §.  1  und 
der  darauf  sich  gründenden  Folgerungen  und  Definitionen  gestattet  uns, 
unsere  Untersuchungen  ihrem  Wesen  nach  ganz  allgemein  bei  ganz  belie- 
biger Lage  der  in  Betracht  kommenden  Gebilde  und  bei  ganz  beliebiger 
Wahl  der  in  denselben  hervorzuhebenden  Elemente  anzuwenden.  Beson- 
derheiten in  der  Lage  der  Gebilde  und  der  Wahl  gewisser  Elemente  der- 
selben werden  nur  gewisse  Modificationen  des  Resultates  veranlassen, 
welche  aber  ebenfalls  in  der  allgemeinen  Untersuchung  als  Specialitäten 
enthalten  sein  müssen. 

a)  Jegliche  zwei  Elemente  eines  stetigen  geschlossenen  Gebildes  von 
der  in  No.  1  angegebenen  Beschaffenheit  theilen  dasselbe  in  zwei  Inter- 
valle; auch  von  zwei  aufeinanderfolgenden  oder  zusammenfallenden  Ele- 
menten können  wir  dies  sagen,  nur  findet  dann  der  besondere  Fall  statt, 
dass  das  eine  Intervall  gleich  Null,  das  andere  gleich  dem  ganzen  Gebilde 

wird.  Ist  g  ein  Punkt  von  a  .  so  wird  die  eine  der  Strecken  Ä  '  in 
jeder  Lage  von  5^,  welche  verschieden  von  a  ist,  gleich  Null,  die  andere 
gleich  dem  ganzen  Strahl ;  in  der  einzigen  mit  a     zusammenfallenden  Lage 

aber  wird  die  Begrenzung  der  beiden  Strecken  g^^^^  unbestimmt. 

b)  Daher  folgern  wir,  damit  dieser  specielle  Fall  den  allgemeinen  Ge- 
seteen  dieses  Paragraphen  sich  unterordne:  Während  «^  von  dem  be- 
liebigen Anfangsstrahl  s^  an  den  einen  der  Winkel  a  .  be- 
schreibt, wird  die  eine  der  Strecken,  während  s^  den  anderen 
der  Winkel  a^    .  beschreibt,   die  andere  der  Strecken  gC^^) 

gleich  Null,  und  die  Lage  a     von  s^  bildet  den  Uebergang. 

Also  auch:  Während  s^  von  dem  beliebigen  Strahl  sj.  an  den 

einen  Winkel  a,     .be8chreibt,wirddieeineder  Strecken  g^^^^ 
(9'^)  ' 

gleich  dem  ganzen  Strahl,  während  s  den  anderen  Winkel 
a.  beschreibt,  die  andere.  Durch  die  Anschauung  kann  man  sich 
davon   überzeugen,   wenn  man  sich  zunächst  die  Grenzgerade   o     nicht 

mit  d^  perspectivisch  denkt  und  nach  und  nach  um  den  Schnittpunkt  mit 
irgend  einem  Strahl  s^  des  Büschels  d  sich  drehen  lässt,  bis  sie  mit  s  ^ 
zusammenföllt,  was  noth wendig  einmal  stattfinden  muss  nach  No.  2. 
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)em  Satz  in  No.  24  würde  dann  der  schon  aus  No.  i  und  0  folgende 
hen,  dass  anf  allen  Geraden  der  Ebene,  welche  nicht  mit  j^^  per- 
ch liegen,  der  entsprechende  Punkt  sich  entweder  im  Sinne  g 
i  muss,  wenn  s^  den  Sinn  sf    ^  =  a      ^  hat,  oder  im  Sinne    a^ 
^  den  Sinn  s^       =  a         hat.    In  Bezug  auf  die  mit  i^     uerspecti- 
Geraden  ist  No.  20  und  22  c  zu  vergleichen. 

Lassen  wir  den  Anfangsstrahl  der  Bewegung  von  s^  si^  mit  o  zu- 
fallen, so  können  wir  den  No.  21^  und  226  entsprechenden  Satz 
Tmassen  aussprechen:  Alle  nicht  mit  ä  perspectivischen 
en  der  Ebene  werden  in  allen  ihren  Punkten  von  ^  mit 
ben  Strecke  fT^"^  getroffen. 

r  heben   nur  diese  Einzelheiten   hervor;   die   den  übrigen  Sätzen 
Paragraphen  für  den  Fall^  dass  ^^  ein  Punkt  der  Grenzgeraden  a 
precheuden  Sätze  ergeben  sich  hiemach  von  selbst. 


B.    Ein  Strahlbüschel  und  zwei  Punktreihen. 

Nehmen  wir  nun  zunächst   wieder  den  Punkt  iy  ausserhalb  der 
sraden  a     an ,  und  sind  g^  und  g    irgend   zwei  Gerade  derselben 

welche  mit  a    =5?  je   einen  Punkt  resp,  a    =a?und  a    =g^ 
9*  ^  ^^°o  9  6 

3n  Strecke  dl  gemeinschaftlich  haben,  so  muss  nach  No.  216  und 
den  beiden  resp.  mit  den  Strecken  ^S^  und  g^^^^^  perspectivi- 
Vinkeln  s^  .^  und  s^  g  des  Büschels  d^  der  eine  ein  Theil  des 
sein.  Die  Indices  ö  und  g  mögen  so  gewählt  sein ,  dass  der  Winkel 

ein  Theil  von  s^        g  ist,  so  ist  der  dem  Punkt  g^  auf  g    entspre- 
Punkt  ein  Punkt  der  Strecke  g^^^^^  und  der   dem  Punkt  ^^  ent- 
nde   Punkt  von  g^  ein  Punkt  der  Strecke  gl^^^^.    Den  Winkeln 
j  und  5?       vg  entsprechen  demnach  auf«    resp.  die  Strecken  a 
^  ,  so  dass  sie  resp.  mit  s^(id)ä  ^^^  *1(>I^I)   hezeichnet  werden 

und  ferner  ^J(^^)a=  ^5,(d£Ä)  «^^  ^J^^^^g  =  ^^«(SA)  i»*-    I^*'' 
t  der  mit  der  Strecke  a      ^   perspectivische  Winkel  $^  i/ß^\  den 
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Winkeln  s^  .tund  s^  .^  gemeinschaftlich  und  in  jedem  seinei  v 
den  Grenzstrahlen  s^  ^  und  ^^fc  verschiedenen  Strahlen  liegen  die  mit 
und  g  perspectivischen  Punkt  g  und  ^  je  einer  auf  einer  der  Streck 
^Z\W9)  ^  ^9XW)  ^  ^jj^  bilden  also  ein  Punktepaar  der  ersten  Art  in  Bez 
auf  die  Grenzpunkte  ^^  und   ^    (No.  126). 

Auf  jedem  Strahl  des  Winkels  s^rtx§\  aber  liegen  die  beiden  Punl 
g    und  ^   in  einer  der  beiden  Strecken  g^^^%  bilden   also  ein  Punktepi 
zweiter  Art  in  Bezug  auf  g    und  ^  ;  und  zwar  liegen  beide  ^     und  ^ 
der  Strecke  g^^'"^)  =  g(^^^)  auf  jedem  Strahl  des  Winkels  s^(;l^)|,  iojed 
Strahl  des  Winkels  5j^(^;)   aber  auf  der  Strecke  g^^~'^^  =  2^^"^  ^\  welc 

wenn  s^  den  ersten  Umlauf  beendet,  auf  dem  Strahl  *?=^ö  mitgj^ 
zusammenfällt  (No.  23a). 

a)  Haben  die  Geraden   g^  und  g     mit   a    =5^  je  einen  Punkt  < 

Strecke  §!^^  ^^  gemeinschaftlich,  so  gilt  mit  Vertauschung  der  Strecl 
^\9ZW)  ^jj^  ^ZvPQ)  dasselbe.  Das  Resultat  ist  unabhängig  von  dem  Dr< 
sinne  J  von  s^.  Derjenige  Strahl  des  Büschels  ^  ,  welcher  mit  d 
Schnittpunkt  gt  der  Geraden  g^  und  g  ^  perspectivisch  liegt,  muss  (No.  U 
ein  Strahl  des  Winkels  *f(|x<y)  sein,  und  zwar  ein  Strahl  des  Thoi 
^  (äVjd  ^^^^  ^®s  Theiles  Sf^(Xd)  >  J®  nachdem  der  Punkt  ß^  in  dem  W 
kel  a  .     .  oder  a ,       .   liegt. 

b.  Der  Anfangsstrahl  sZ^  ist  beliebig  gewählt ;  nehmen  wir  statt  dess 

irgend  einen  anderen  Strahl  desselben  Winkels  s^.(Sä)y  *^  ^^^^  ^*^  ^ 
sultat,  wie  aus  demselben  von  selbst  hervorgeht,  nicht  geändert.     Es  lä 

A 

sich  jedoch  auch  schon  erkennen,  wie  der  Satz  lauten  muss,  wenn  statte    ( 

Strahl  s    des  anderen  Winkels  s     /^  t\  gewählt  wird,  oder  was  dasselbe  i 

wenn  g^  und  g    den  Anfangsstrahl  die  eine  in  einem  Punkt  der  einen,  ( 

andere  in  einem  Punkt  der  anderen  Strecke  ä^^^  schneiden;  es  l&sst  si 
aber  auch  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  ableiten. 

Wir  können  demnach    folgenden  von  der  Wahl  des  Anfangsstrah! 
ganz  unabhängigen  Satz  aussprechen ,  wobei  wir  den  Schnittpunkt  der  G 

raden  g^  und  g    kürzer  mit  g    ,  den  mit  demselben  perspectivischen  Str? 
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des  Büschels  g^  mit  s  und  den  mit  diesem  perspectivischen  Punkt  der  Ge- 
raden a  mit  a  bezeichnen,  also:  Zwei  beliebige  Gerade  ^Fj.  und  g . 
derselben  Ebene,  welche  nicht  Strahlen  des  Büschels  ^  sind, 
schneiden   die    Grenzgerade    in    zwei    Punkten    9*=^^  ^^^ 

(T  z=a  ,  welche  diese  in  zwei  Strecken  theilen.  Auf  allen 
*^  -^ '  ' 

Strahlen  s^,  welche  mit  den  Punkten  der  Strecke  a\^  per- 
spectivisch  sind;  das  ist  auf  allen  Strahlen  des  Winkels 
5^/^^t\,   in  dessen  Gebiet  der  Punkt  9     sich  befindet,    bilden 

die  mit  g^  und  g  gemeinschaftlichen  Punkte  d  und  B  ein 
Punktepaar  der  zweiten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzpunkte 
g^  und  ig^;  auf  allen  Strahlen  des  anderen  Winkels  s^  o(td)  ^^^' 
den  sie  ein  Punktepaar  der  ersten  Art,  und  auf  den  mit  a  und 
a  perspectivischen  Strahlen  s\^^  und  s\^  ty  den  Grenzstrahlen, 
ein  Panktepaar  der  dritten  Art  (No.  12d*). 

27.  a)  Ist  der  Mittelpunkt  des  Büschels  ^^  bei  ganz  beliebiger  Lage  der 
Geraden  g^  und  g   mit  einer  derselben,  etwa  mit  g^  perspectivisch,  so  ist  ^^ 

verschieden  von  g  und  es  gilt  von  den  den  Strahlen  des  Büschels  auf  ^^ 
entsprechenden  Punkten  das  in  No,  20,  von  den  auf  g^  entsprechenden 
Punkten  das    in   No.  18  Gesagte.     Die  den  sämmtlichen  Punkten  von  g 

ausser  9^  auf  g^  entsprechenden  Punkte  fallen  in  den  Grenzpunkt  ^  zu- 
sammen  und   die  den   übrigen  Punkten   von  g^  auf  g    entsprechenden  in 

cj^*).  Auf  allen  von  g^  verschiedenen  Strahlen  s  bilden  die 
mit  den  Geraden  ^^  und  ^rgeuieinschaftl  ichen  Punkte  Punk- 
tepaaro der  dritten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzpunkte  F  und 
^  nach  No.  12rf^,  auf  dem  mit  ^^'^zusammenfallenden  Strahl  s^ 
ebenfalls  ein  Punktepaar  dritter  Art  kpev  nach  No.  12d'. 

b)  Ist  ^     mit  beiden  Geraden  g  perspectiVisch ,   also  nach  No.  2  mit 

dem  Schnittpunkt  a    identisch,  so  sind  die  den  sämmtlichen  Punkten  von  g^ 

\  o 

ausser  g  auf  g  und  die  den  sämmtlichen  von  g  ausser  g  auf  g^  ent- 
sprechenden Punkte  in  g    vereinigt;  auf  allen  von  <7^  und  ^  verschie- 


*)  Schroeter,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  1867,  §.  19a. 
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denen  Strahlen  s^  bi.lden  die  mit^^  and  g    gemeinschaftliche 

Punkte    Punktepaare   dritter  Art    in  Bezug  auf    die  Gren: 

punkte  d  ==9    und  s      nach  No.  \2d\  auf  den  mit  g^  und   g     z\ 

sammenfallenden    Strahlen   Punktepaare     dritter    Art    na( 
No.  12rf». 

28  a)' Ist  ^^  mit  keiner  der  Geraden  g^j  g  perspectivisch ,  so  konm 
wir  nach  No.  25  den  Satz  in  No.  26  auch  in  dem  Falle  anwenden,  wenn  d 
Punkte  a     und  o     auf«     zusammenfallen,    was  nach  No.  2  nur  mögli 

ist,  wenn  ^    ein  Punkt  der  Grenzgeraden  a     ;  der  besonderen  Lage  von 
entspricht  das  Null  werden  einer   der  beiden  Strecken  a  im   Resultj 

Sind  also  g^  und  g  irgend  zwei  Gerade  in  der  Ebene  des  Büschels  0^,  welc 
einen  Punkt  der  Grenzgeraden  a     gemeinschaftlich  haben,  a^,  so  bilde 

1.  wenn  beide  Gerade  g  von  a  .  verschieden  sind  und  den  Punkt 

nicht  enthalten ,  die  Punkte  ^    und  d   entweder  auf  allen  Strahlen  s^  d 

Büschels  g  ,  den  mit  a      perspectivischen   Strahl   s^  ausgenommen,  e 

Punktepanr  der  zweiten  Art  oder   auf  allen  Strahlen  ein  Punktepaar  d 

ersten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzpunkte  ^^  und  d    ,  je  nachdem  das  eii 
oder   das  andere  von  einem   der  Strahlen  gilt,  je  nachdem  nämlich  d 

Strahlen  *    und  a  ,  im  Büschel  a  ,    ein  Strahlenpaar  zweiter  oder  erst 

Art  bilden  in  Bezug  auf  die  Geraden  g^  und  g   als  Grenzstrahlen  (dies  fol 

auch  aus  No«  18),  aber  auf  dem  Strahl  s     stets  ein   Punktepaar  dritter  k 
(No.  12d»)-, 

2.  wenn  eine  der  Geraden  g  oder  beide  mit  a  zusammenfallen,  d 
mit  g^.  und  g  perspectivischen  Punkte  eines  jeden  Strahles  s  ein  Punkt 
paar  dritter  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzpunkte  jg^  und  g^  (No.  I9c*'*). 

6)  Ist  h^  ein  Punkt  von  a     und 

1.  sind  g^  und  g^  zwei  beliebige  in  der  Ebene  des  Büschels  i  g 
legene  Gerade,  welche  von  a  verschieden  sind  und  den  Punkt  d  nicl 
enthalten,  so  bilden  nach  No.  136  und  25  die  Punkte  d  und  d  auf  de 
Strahl  s^  in  allen  seinen    von  a     verschiedenen  Lagen    ein    Punktepai 
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zweiter  Art,  in  der  Lage  a     aber  ein  Ponktepaar  dritter  Art  in  Bezog  auf 

die  Grenzpunkte  d^  und  S^     (No.  12  rf^); 

2.  fallen  eine  der  Geraden  gjt,g    oder  beide  mit  a      ausammen,    so 

bilden  die  Punkte  d  und  d  auf  s^  in  allen  seinen  Lagen  Punktepaare 
der  dritten  Art  (No.  I2d^  «  »  *). 

29.  Beachten  wir,  dass  a  ein  beliebiger  Punkt  von  a  (No.  18),  also 
s^  ein  beliebiger  Strahl  des  Büschels  i^^  und  wählen  wir  in  No.  24  statt  des 
beliebigen  Strahles  a  (No.  21a)  des  Büschels  a  den  mit  dem  Punkt  g 
perspecti vischen  Strahl  a  desjenigen  Strahlbüschels  a  ,  dessen  Mittelpunkt 
der  mit  dem  beweglichen  Strahl  s^  des  Büschels  S^  perspectivische  Punkt 
von  A^ist;  so  folgt:  Von  je  zwei  entsprechenden  Lagen  ^  =  9> 

und  d  =g£>  welche  auf  dem  mitihneu  perspectivischen  Strah*! 
s  von  d^  ein  Punktepaar  erster  Art  in  Bezug  auf  Sf  und 
d=a  als  Grenzpunkto  bilden,  bewegen  sich  die  beiden  dem 
Strahl  8^ ,  während  er  den  Büschel  iy  beschreibt,  auf  g^  und  g 

entsprechenden  Punkte  g^  und  g  ,  der  eine  iraSinne  g^  ^  auf 
das  Gebiet  des  einen  der  durch  die  Grenzgerade  a^  und  die 
perspectivische  Lage  von  s^  a  bestimmten  Winkel,  welches 
den  Punkt  g^  enthält,  a,  ^, ,  der  andere  im  Sinne  a^^  auf  das 
Gebiet  des  andern  Winkels  a,  .  weiter;  von  je  zwei  ent- 
sprechenden  Lagen  aber,  welche  auf  dem  mit  ihnen  perspec- 
tivischen Strahl  s^  ein  Punktepaar  zweiter  Art  bilden,  be- 
wegen sich  die  Punkte  g^undg  entweder  beide  im  Sinne  g^^^ 
auf  das  Gebiet  des  Winkels  a,  .  oder  beide  im  Sinne  g^^  auf 
das  Gebiet  des  Winkels  a  (vergl.    14c).      g*  und  g^  sind  aber 

die  resp.  mit  a  ^  a    perspectivischen  Punkte  der  Geraden  g. 

%•  7.    Zwei  StrahlbfiBchel  nnd  zwei  Pnnktreihen*    Folgerung. 

30.  Fassen  wir  jeden  der  Strahlen  s^  von  ^^  als  Ganzes  auf,  nicht  als 
bestehend  aus  zwei  Strecken  ^^^^^ ,  so  ist  a     eine  beliebige  Gerade  der 
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Ebene  (No.  18,  21a)  und  a    ein  beliebiger  Punkt  derselben  und  die  dn 

Strahlen    des    Büschels    a    a    ,  a    ,  a  ^  bestimmen    einen    gewissen  B( 

9        X       w 

wegungssinn  (No.  14  a*);  demnach  erhalten  wir  aus  No.  20,  24,  27: 

a)  Bilden  die  Schnittpunkte  a  und  a  zweier  Geraden  ( 
und^  inderEbenezweierebenerStrahlbüschela  unde^m 
dem  diesen  beiden  Büscheln  gemeinschaftlichen  Strahl  a  = 
ein  Punktepaar  der  ersten  Art  in  Bezug  auf  die  Mitte 
punkte  aund  dund 


beschreiben  ein  Strahl a    von 

a  und  einer  s  von  i  jeder  in 
beliebigem  Drehsinne  sein 
Büschel;  so  bewegen  sich  die 
auf    den    Geraden    g ^   und  g 

entsprechenden  Punkte  auf 
einer  in  demselben,  auf  der 
anderen  in  entgegengesetzt 
tera    Kichtungssinne. 


durchlaufen  ein  Punkt  g.  vc 

g^    und   einer   g     von  g    jed( 

in  bei lebigemR  ichtun gssini 
seine  Punktreihe,  so  bewege 

sich   die   in    den   Büscheln  c 

uudg^  entsprechendenStral 
len  in  dem  einen  Büsche]  1 
demselben,  in  dem  andere 
in   entgegengesetztem  Drei 


sinne. 

6)  Bilden  die  Punkte  a    und  a    auf  a     aber   ein  Punktepas 

Q  9  9  ^ 

der  zweiten  Art  in  Bezug  auf  a     undi^^, 


so  bewegen  sich  die  denStrah- 

len  a  und  s  entsprechenden 
Punkte  entweder  auf  beiden 
Geraden  ^  in  demselben  oder 
auf  beiden  in  entgegenge- 
setztem Kichtungssinne. 


so  bewegen  sich  die  denPunI 
ten  g^  und  g    entsprechende 

Strahlen  entweder  in  jede 
der  bei  den  Büschel  in  demse 
ben  oder  in  jedem  in  entg( 
gen  gesetztem  Drehsinne. 


c)  Fällt  einer  der  Punkte  a    ,  a    mit  einem  der  Punkte  a  ,  i 

9       9 

zusammen,  etwa  a     mit  ^    ,  so  dass  das  eine  Paar  ein  Punkt« 

paar   dritter  Art   bildet  in  Bezug   auf  das  andere  als  Gren: 

punkte, 


so  verändert  der  dem  Strahl 

s^  aufö'.  entsprechendePunkt 

seine   Lage   nicht,  bis  s     mit 
der    Geraden   g^    zusammen- 


so  verändert  der  dem  Punktj 

im  Büschel  ^^  entsprechend 
Strahl  seine  Lage   nicht,  bi 

v3»  mit  %^  zusammenfällt  an 
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od  nimmt  nachher,  wenn 

Bewegung  fortsetzt,  die- 
Lage  wieder  ein,   näm- 

ie  des  Punktes  ^^.  Es 
1  diesem  Falle  von  einem 
eben  Bewegnngssinn  (No.  l) 

n  Strahl  s^  auf  g  entspre- 
1  Punktes  nicht  die  Rede  sein, 
ch  nicht  von  einer  Verglei- 
Tiit  dem  Bewegungssinn  des 

rahl  a  auf  g ^  entsprechen- 
nktes. 

den  Strahlen   5^  und  « 
3r  anderen   Geraden  g 

ech enden  Punkte  kön- 
eselhe  sowohl  in  glei- 
als  in  entgegengesetz- 
chtungssinnebeschrei- 
as  auch  durch  Hinzuziehung 
ritten  von  g    verschiedenen 

X         1*0 

nit  a     noch  mit  g     perspec- 

n  Geraden  aus  den  Fällen 
f)  erkannt  wird. 


kehrtnachher,  wenn  <j^ diesen 

verlässt,  in  dieselbe  Lagezu  • 
rück,  nämlich  in  die  der  Ge- 
raden g^.  Es  kann  in  diesem  Falle 
daher  von  einem  eigentlichen  Be- 
wegungssinne (No.  1)  des  dem  Punkt 

g^  im  Büschel  g  entsprechenden 
Strahles  nicht  die  Rede  sein,  ahso 
auch  nicht  von  einer  Vergleichung 
mit  dem  Bewegungssinne   des  dem 

Punkt  g^  im  Büschel  d  entsprechen- 
den Strahles. 

Die  den   Punkten    g.  und   g 

in  dem  anderen  Büschela  ent- 
sprechenden Strahlen  können 
dasselbe  sowohl  in  gleichem 
als  in  entgegengesetztem 
Drehsinne  beschreiben,  was 
auch  durch  Hinzuziehung  eines  an- 
deren Strahlbüschels,  dessen  Mittel- 
punkt weder  mit  g^  noch  mit  g   per- 

spectivisch  liegt,  aus  den  Fällen  a) 
und  b)  erkannt  wird. 


fl)  Jedesmal  wenn  die  Punkte -a     und   a     ein    Punktepaar   erster, 

oder  dritter  Art  in  Bezug  auf  die  Punkte  a    und  g     bilden,  bilden 

X  13  und  18  die  mit  a    und  »     perspectivischen  Strahlen  des  Bü- 

ein  Strahlenpaar  resp.  erster,  zweiter  oder  dritter  Art  in  Bezug 

Geraden  g^,  und  g    und  umgekehrt.     Die  Punkte  a     und  a    bilden 

;ets  ein  Punktepaar  erster  Art  in  Bezug  auf  ä  und  a  ,  wenn  sie 
eine  in  dem  einen ,  der  andere  in  dem  anderen  der  Winkel  ^.-  ^. 
,  und  stets  ein  Punktepaar   zweiter  Art   in  Bezug  auf  .dieselben* 

mkte,  wenn  sie  sich  in  demselben  Winkel  gf^t\  l^^ßnden,  und  stets 

ktepaar  dritter  Art,   wenn  einer  derselben  oder  beide  auf  einer  der 

i  <7^,   g^  oder  in  beiden  liegen,  und  umgekehrt. 
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Dies  berücksichtigend  folgern  wir  aus  No.  24  nnd  30  folgende  Sätze: 


ä)  Durchläuft  ein  Punkt  g^ 
stetig  in  einem  bestimmten 
Sinne  die  Punktreihe  g^,  so 
wird  dadurch  den  mit  g     per- 

spectivischen  Strahlend   und 

*^der  Büschel  a  undg^jedem 
ein  bestimmter  Drehsinn  er- 
theilt  (No.  1  und  6). 

&)  Die  mit  a  und  f^  auf  ^  per- 
spectivischen  Punkte  g.  und 
g^  durchlau  fendanndiePunk  t- 
reihe  ^  in  entgegengesetztem 
Bichtungssinne  (No.  17),  wenn 

a  undd^  sich,  der  eine  in  dem 
einen,  der  andere  in  dem  an- 
deren der  durch  g^  und  g  be- 
stimmten Winkel  befinden, 
in  gleichem  Richtungssinne, 

wenna  und  dsich  in  demsel- 
ben Winkel  g^^ts  befinden. 


c)  Oder: 
DiePunkte g^ und  g^ bewegen 

sich  in  gleichem  oder  in  ent- 
gegengesetztem Richtungs- 
sinne,jenachdem^^  und  ^die 

Oerade  a  in  Punkten  dersel- 
ben  Strecke  g^^  ^  oder  ver- 
schiedener Strecken  2j^  ^ 
schneiden.*) 


Beschreibt    ein    Strahl    $ 
stetig    in    einem   bestimmte 

Sinne  den  Büschel  d,  so  wir 

dadurch  den  mit  5  perspect 
vischen  Punkten  g^  und  g  de 

Geraden  g^  und  g    jedem  ei 

bestimmterRichtungssinne 
theilt  (No.  l  und  6). 

Diemitg.  undgim  Busch  ( 

a    perspectivischen  Strahle 

a^  unda.    durchlaufen   dan 

ihr  Büschel  in  entgeger 
gesetztem  Drehsinne  (No.  17 
wenn     g^    und   g     den    beide 

Büscheln  d^  unda       gemeir 

schaftliclien  Strahl»  ^dieein 
9 

in  einem  Punkt  der  einen,  di 
andere  in  einem  Punkt  d( 
anderen  der  durch  die  Mittel 
punkte  bestimmten  Strecke 
schneiden,  ingleichemDrel 
sinn,  wenn  ^*  und  ö    beidede 

Strahl  a    in    Punkten  derse! 
9 

ben   Strecke  V^  '  schneidei 

Die  Strahlen   a^und/i.bc 

wegen  sich  in  gleichem  odc 
in   entgegengesetztem  Drei 

sinne,  jenachdema  und  ig^ sie 
in  demselbenWinkel^.^^  ode 


in 
9^ 


(«S) 


verschiedenen 
befinden. 


Winkel 


•)  Vgl,  V.  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  erstes  Heft,  No.  50,  5 
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iiegt  der  Mittelpunkt 
der    beiden    Strahlbü- 

etwad  in  einer  der  Ge- 
^,  so  verharrt  der  dem 

[$^  fixi{g.  entsprechende 

in  seinerLage,  nämlich 

d^   in    der    Geraden    g^ 

in,  im  Schnittpunkt  g  , 
3^  >n  9t  gölögß'^»  i°  ^^ 
resp,  den  Punkt  g^  oder 

[t,nndnimmt,8obald9^ 

7^erlassen,diealteLage 
r  ein;   der  ausgezeichneten 

ron   ö  *   in  resp.  g^  oder   g 

itsprechen  im  Büschel  »^  im 
'all  die  säromtlichen  Strahlen 
g^,   im  zweiten  der  einzige 

g^ ,  in  beiden  Fällen  auf  der 

D  g^  die  sämmtlichen  Punkte 

•esp.  g^  und  8^),  Fällt  auch 
le  der  Geraden  g^  so  gilt  von 
m  Strahl  a  auf  g^  entspre 
1  Punkt  Analoges. 


Geht    eine    der    Geraden   g^ 
etwa^^  durch  den  Mittelpunkt 

eines  der  beiden  Büschel,  so 
verharrt   der    dem     Punkt    g^ 

im  Büschel  a  entsprechende 
Strahl  in  seiner  Lage,  näm- 
lich wenn  g^  durch  d^  geht, 
in     dem     gemeinschaftlichen 


Strahl  a   ,    wenn 


durch    a 


geht,    in  g^^    bis  s^   resp.  den 

Strahl  ö.    oder   s^=a     deckt, 

und  nimmt,  sobald  5^  diese  ver- 
lassen, die  alte  Lage  wieder 
ein;  der  ausgezeichneten  Lage  von 

s^  in  resp.  g  j.  oder  s^  aber  entspre- 
chen auf  der  Geraden  g^  im  ersten 
Fall  die  sämmtlichen  Punkte  ausser 
Ä^,  im  zweiten  der  einzige  Punkt  a  , 

in  beiden  Fällen  im  Büschel  a  die 
sämmtlichen   Strahlen  ausser   resp. 

a    und  g^*).     Geht  auch  g^  durch 

X 


einen  der  Mittelpunkte  d^,  a^,  so  gilt 
von  dem  dem  Punkt  g^  in  a  entspre- 
chenden Strahl  Analoges. 

eraus    und    aus   No.  27   ergiebt  sich   von    selbst,  das  Resultat    für 

11, 


r  Mittelpunkt  eines  der  bei- 
schel  mit   g    zusammenfallt. 


dass  eine  der  Geraden  g  mit  a  =  .«^ 
zusammenfällt. 


.  Wüssten  wir  eine  Gerade  g  ,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass, 
d  sie  von  einem  ihrer  Punkte  g  in  beliebigem  aber  ein  und  demsel- 
me  stetig  durchlaufen  wird,  alle  Strahlbüschel  der  Ebene,  deren 
unkte  nicht  in  ihr  liegen,  von  dem  mit  g  perspectivischen  Strahle  in 
m  Drehsinn  beschrieben  werden ,  welches  auch  die  allgemeine  De- 


Schroeter,  die  Theorie  der  KegeUchnitte  §.  19a. 
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finition  für  die  Gleichheit  des  Drehsinnes  in  zwei  nicht  concentrischen 
Strahlhüscheln  sei,  wofern  sie  nur  in  das  in  No.  17  angegebene  Eriterinm 
übergeht,  sobald  die  Mittelpunkte  der  beiden  Büschel  zusammenfallen,  so 
würden  wir  mit  Rücksicht  auf  No.  17  folgendes  specielle  Kriterium  ei hal- 
ten: Je  zwei  nicht  concentrische  Strahlbüschel  der  Ebene,  deren  Mittel- 
punkte ausserhalb  der  Geraden  g  liegen,  werden  jeder  von  einem  seiner 
Strahlen  in  gleichem  oder  ungleichem  Drehsinne  beschrieben,  je  nachdem 
die  Spuren  der  laufenden  Strahlen  in  der  Goraden  g  sich  in  gleichem  oder 
ungleichem  Richtungssinne  bewegen. 

Durch  Anwendung  des  Satzes  in  No.  31,  wenn  g  eine  der  beliebig  in 
der  Ebene  gelegenen  Geraden  ^^ ,  g^  vertritt,  folgt  dann: 

a)  Wird  eine  beliebige  von  g    verschiedene  Gerade  g^  der  Ebene  von 

einem  ihrer  Punkte  (j^  in  einem  bestimmten  Sinne  durchlaufen,  so  beschreiben 

die  mit  g^perspectivischen  Strahlen  aller  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte 

ausserhalb  der  Geraden  g    und  g^  befindliche  Punkte  des  einen  der  von  g 

und  ö.  begrenzten  Winkel  sind,  ihre  Büschel  in  gleichem  Drehsinne,  die 

mit  g-,  perspectivischen  Strahlen  aller  Strahlbüschel,   deren  Mittelpunkte 

ausserhalb  der  Geraden  g    und  g    befindliche  Punkte  des  anderen  Winkels 

g.  ^.    sind,  ihre  Büschel  ebenfalls  in  unter  t>ich  gleichem,  aber  dem  der 
{yd) 

ersteren  entgegengesetzten  Drehsinne. 

6)  Die  Grenze  zwischen  diesen  beiden  Gruppen  von  Büscheln ,  also 
den  Uebergang  von  den  einen  zu  den  anderen  bilden  die  Strahlbüschel, 
deren  Mittelpunkte  in  den  Geraden  g^  und  g    liegen.    Da  sie  gemäss  ihrer 

Lage  als  Grenzgebilde  beiden  der  bezeichneten  Gruppen  angehören,  so 
müssen  sie  die  Eigenschaften  beider  in  sich  vereinigen;  der  ihnen  durch 
die  Bewegung  von  g^  ertheilte  Bcwegnngssinn  muss  das  Resultat  sein, 
wenn  wir  uns  den  laufenden  Strahl  sowohl  dem  Bewegangssinn  der  einen 
wie  dem  der  anderen  Gruppe  (dem  entgegengesetzten)  folgend  den- 
ken, kann  also  mit  keinem  derselben  verglichen  werden.  In  den  Strahl- 
büscheln, deren  Mittelpunkte  die  Punkte  der  Geraden  g^  sind,  erscheint 
dieser  resultirende  Bewegungssinn  in  der  in  No.  30c  und  31  d  angegebenen 
Weise,  in  den  Strahlbüscheln,  deren  Mittelpunkte  die  Punkte  der  Geraden 
g  sind,  jedenfalls  in  anderer  Weise,  da  hier  je  zwei  verschiedenen  Lagen 
von  g..  auch  zwei  verschiedene  Strahlen  entsprechen  (No.  2,6,  18). 

c)  Daraus  folgt  nun,  dass,  wenn  es  überhaupt  in  der  Ebene  eine  Gerade 
von  derBeschafi^enheit  giebt,  wie  wir  sie  von^  angenommen  haben,  es  nur 
eine  einzige  der  Art  geben  kann,  dass  diese  sich  durch  ihre  Lage  von  den 
anderen  unterscheiden  und  als  eine  ausgezeichnete  kennzeichnen  muss; 
denn  die  von  vornherein  von  ihr  vorausgesetzte  wie  die  iin /O^/^raus  ge- 
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folgerte  Eigenschaft  der  Strahlbtischel ,  deren  Mittelpunkte  in  ihr  liegen, 
kommen  dieser  Geraden  an  sich  zu,  sind  an  keine  sonstigen  Daten  ge- 
knüpft, von  denen  sie  abhängig  wären. 

K«  8.    Die  nnendlich  entfernte  Gerade  als  Greosgerade* 

A.  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlbüschel. 

33.  Da  unsere  bisherigen  Untersuchungen  lediglich  in  einer  Ausbeu- 
tung der  in  §•  1  gestellten  Voraussetzungen ,  vorzüglich  der  Eigenschaften 
der  Stetigkeit  und  der  sich  schliessenden  Aufeinanderfolge  der  Elemente  in 
den  Grnndgebilden  bestehen,  und  wohl  in  der  Anschauung  eine  Erläuterung 
finden ,  deren  aber  zur  Beweisführung  nicht  bedürfen  (vergl.  No.  4) ;  da 
femer  aber  die  Voraussetzungen  des  §.  1  gemäss  No.  2,3,7  auch  für  die 
nnendlich  entfernten  Elemente  und  Träger  von  Grundgebilden  in  gleicher 
Weise  gelten,  wie  für  die  endlichen  (No.  25),  so  müssen  jene  den  erhaltenen 
Eigenschaften  und  Gesetzen  ebenso  unterworfen  sein  wie  diese,  obwohl 
sie  sich  der  Anschauung  entziehen;  nur  werden  eben  deswegen  die  Sätze 
sich  oft  etwas  einfacher  gestalten.  Ja  wir  werden  finden,  dass  Eigenschaf- 
ten, welche  in  ihrer  einfacheren  Form  an  den  unendlich  fernen  Elementen 
auffallen  und  diesen  eigenthümlich  zu  sein  scheinen,  allgemein  allen  Ele- 
menten der  Ebene  (Punkten  und  Geraden)  in  gleicher  Weise  zukommen. 

X 

34.  Wählen  wir  daher  statt  der  beliebigen  Geraden  a  ^  die  unendlich 

entfernte  Gerade  g^  als  Grenzgerade,  und  ist  d  irgend  ein  endlicher  oder 
unendlich  entfernter  Punkt  der  Ebene,  s^  ein  beliebiger  Strahl  des  Bü- 
schels d^,  g  ^=^^2.  ^^^  ™'^  ^^^  unendlich  entfernten  Geraden  gemein- 
schaftliche Punkt  desselben  und  g     ein  beliebiger  von  s^.=g    undg^  ver- 

X  *'         9 

schiedener  Strahl  des  Büschels  g^^,  so  folgt  aus  No.  21a  mit  Rücksicht 
auf  No.  25: 

a)  Jede  Gerade^  derEbenewird  durch  diemitö'  und  g^ 
perspectivischen  Punkte  g^  und  g*  in  zwei  Halbstrahlen  ge- 
theilt,  von  denen  der  eine  g^^^*^  ganz  mit  allen  seinen  Punk- 
ten in  der  einen  der  beiden  Halbebenen  in  Bezug  auf  ^=  5^, 
o;  V,  der  andere  rt^^^*'  ganz  mit  allen  seinen  Punkten  in  der' 
anderen  Halbebe'ne  g    .     .liegt.   In  allen  mit  g^^  perspectivischen 

Geraden  wie  z.  B.  g    wird  der  eine  der  beiden  Halbstrahlen  (No.  25)  gleich 

X  • 

Null,  der  andere  wird  gleich  dem  ganzen  Strahl,  welcher  demnach>mit  allen 
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seinen  Punkten  einer  der  beiden  Halbebenen  in  Bezug  auf  ^1  =  9    &i^ 
hört  (vergl.  No.  IIa). 

Die  Geraden  g    und    g^    gehören    ihrer    Eigenschaft 
Grenzgoradengemässjederderbeiden  Halbebenen  an. 

6)  Da  alle  Strahlen  s^  des  Büschels  ^^  mit  dem  beliebigen  Strah 

desselben  den  Mittelpunkt  &^  gemeinschaftlich  baben,  so  folgt 

1.  Die  beiden  Halbstrahlen  eines  jeden  Strahles  eii 
ebenen  Strahlbüschels  in  Bezug  au  fden  Mittelpunkt,  die 
mag  ein  endlicher  oder  ein  unendlich  entfern ter  Punkt  se 
liegen  in  Bezug  auf  jeden  der  übrigen  Strahlen  desselben 
verschiedenen  Halbebenen,  jeder  mit  allen  seinen  Punkl 
in  einer  (No.  IIa). 

2.  Ein  Halbstrahl  eines  Büschels  liegt  in  Bezug  aufirge 
einen  anderen  Strähl  desselben  Büschels  in  allen  sein 
Punkten  auf  derselben  Halbebene,  auf  welcher  einer  seil 
vom  Mittelpunkt  verschiedenen  Punkte  sich  befindet 

35.  Aus  No.  21  c,  22,  24,  25  folgt  ferner: 

a)  Lassen    wir  einen    Strahl   s     von  der   Lage   ^^  aus   d 

Strahlbüschel  d     in  einem  bestimmten  Bewegungssinnc  J  s 
tig  .durchlaufen,   bis   er   einen  Umlauf  vollendet   und   wiet 

nach  s^  gelangt,    so    muss   der  eine  Halbstrahl   g^       =^ 

stetig  die  eine  der  beiden  Halbebenen  in  Bezug   auf  5^  =  < 

g         ^=g,  ,    X    beschreiben,    in    allen    seinen    Lagen    währe 

dieses  ersten  Umlaufes  und  in  allen  seinen  Punkten  in  dies 

Halbebene  liegen  und  es  kann  keinen  vom  Mittelpunkt  ^^v( 
schiedonen  Punkt   derselben   geben,   welcher  von  dem  Hai 

strahl  3^'    ^während  eines  Umlaufesmehr  als  einmal  od  erke 
mal  getroffen  würde;    der    andere  Halbstrahl   ä^*""*^  =  0^'* 
aber    muss   in    gleicher  Weise   die    andere   Halbebene  a   , 
beschreiben. 

b)  Es  wird   demnach,  während  s^  von  5^  an  einen  ümla 

macht,   ganz  allgemein  jede  endliche  Gerade  g  der  Ebene 
allen  von   den   Grenzpunkten    verschiedenen   Punkten  ein 

und  desselben  Halbstrahles  in  Bezug  auf  den  mit  g    gemei 
schaftlichen   Punkt   g^  von  einem   und  demselben  Halbstra 
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iBezngaafden  Mittelpunkt  Angetroffen,  in  allen  Punk - 
anderen  Halbstrahles  von  dem  anderen;  nämlich  in  allen 

des  in  der  Halbebene  4x»)=4l«)(4««)  =  %-»))s*^"e'" 

Ibebene  von  der  Anfangslage  g^^'     Ygj'"'*^^  an  beschreibenden 

.lesä^'"*)(/«-*^);  und  zwar: 

ßde   Gerade,   welche  mit  jj^  perspectivisch  liegt,  nlso  ein  Strahl 

äschels  ist,  während  s^  die  einzige  mit  s^  zusammenfallende  Lage 

öde  endliche  Gerade  y^,  welche  nicht  mit  ^    perspectivisch  ist  und 

dlichen  Punkt  g^  mit  dem  Anfangsstrahl  5^  gemeinschaftlich  hat, 

*'  den  mit  dem  Halbstrahl  ö^«*^=fl^''"^(öf *t^=4»— ^) 

vischen  Winkel  5^        \i=s^Mt\  (^^ r      ^5  =  ^M      t^l    beschreibt, 
oach  No.  \Sd  nur  einen  Theil  des  Büschels  ausmacht; 
ede  endliche  Gerade^,  welche  nicht  mit  ^^  perspectivisch  ist  und 
nunendlich  entfernten  Punktgemeinschaftlich  hat,  während  s^  conti- 
ien  ganzen  Btischel  beschreibt. 

^on  beiden  Halbstrahlen,  d^^'* ^sowohl,  alsd^^~°°^  wer- 
roffen: 
unendlich  entfernte  Gerade ^fj^  in  allen  Lagen  von  s^; 

e  mit  Ä    perspecti vische  Gerade  in  allen  Lagen  von  s^ 
einer,  der  mit  ihr  zusammenfallenden; 
B  andere  endliche  Gerade  nur  in  einer  Lage  von  $^,  der 
3m  unendlich  entfernten  Punkt  perspecti  vischen. 

3    Gerade  der  Rubrik  6*  wird  in  dem  mit  s^   gemeinschaftlichen 

ikte  9^  von  dem  Halbstrahl  g^^'°°^  oder  r^^^^  getroffen,  je  nach- 
Punkt g^  der  Anfangslage  des  einen,  Si^ß        ,  oder  der  des  anderen  » 

angehört. 

Auf  den   Geraden   der   Rubrik   6*  ist  eine  Bewegung 

des  dem  Strahl  s^  entsprechenden  Punktes,  also  ein 
icher  Bewegungssinn  nicht  vorhanden,  also  auch  nicht 
ibar  mit  einem  anderen  Bewegnngssinne. 
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2.  Von  den  Geraden  der  Rubrik  6*  bewegt  sieb  (No.  24] 
dem   Strahl  $^  entsprechende   Punkt  auf  allen,    welche 
einem   Punkte   des   Halbstrahles    81^^'     ^   schneiden,   im  S 
o!^^^  ,  auf  allen,  welche  5^  in  einem  Punkte  des  Halbstra 
S^Y        ^  schneiden,  im  Sinne  g^     \ 

3.  In  den  Geraden  der  Rubrik  b^  lässt  sich  über  den  Bewegung 

des  dem  Strahl  s^  entsprechenden  Punktes  unter  den  angenommenen 
hältnissen  nichts  bestimmen ;  da  aber  dieser  Bewegungssinn  nicht  vor 

Anfangselement  abhängt,  so  können  wir  einen  anderen  Strahle    als  An( 

strahl  wählen,  in  Bezug  auf  welchen  die  zu  untersuchenden  Gerade 
Rubrik  6*  einzureihen  sind.    Vergl.  No.  29,  30. 

e)   Ein  üebergehen  des  dem  Strahls^  auf  einer  Gerade 

welche  mi^g^  nicht  per spectivisch  ist,  entsprechenden  P 

tes  g^  von  einem  Halbstrahl  in  Bezug  auf  den  Mittelpun 

auf  den  anderen  kann  nur  stattfinden  und  findet  stets  s 
wenn  der  Punkt  g^  auf  ^^  den  unendlich  entfernten  Punkt  ü 

schreitet*)  (No.  216),  also  während  eines  ganzen  Umlaufe« 

Strahles«^  nur  einmal.     Umgekehrt  bleibt,  während«^  e 

Theil  des  BUschels  g^,  einen  Winkel  beschreibt,  der  auf  e 
Geraden  g^  entsprech  ende  Punkt  auf  demselben  Halbsti 

also  der  der  einen  Grenzlage  entsprechende  auf  demse 
als  der  der  anderen  Grenzlage  entsprechende,  so  enthäl 
in  dem  Winkel  liegende  Strecke  den  unendlich  entferi 
Punktnicht;  und  sie  enthält  ihn  stets,  wenn  der  eine  der  Gr 
punkte  von  dem  einen,  der  andere  von  dem  anderen  Halbst 

von  s^  getroffen  wird. 

B,    Folgerungen.    Halbebene.    Halbstrahlbüschel. 
Der  unendlich  entfernte  Punkt. 

36.  a.  Wir  haben  wiederholt  hervorgehoben,  dass  gewisse  Eigensi 
ten  für  alle  Gebilde  resp.  Elemente  von  Gebilden  innerhalb  gewisser  g 
festgestellter  Grenzen  gelten,  ausserhalb  derselben  aber  für  keines, 
dem  durch  andere  die  ersteren  ausschliessende  Eigenschaften  ersetzt 
den.  Die  Umkehrungen  von  Sätzen,  welche  solche  Eigenschaften  betrc 
müssen  ebenfalls  richtig  sein  und  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gelten. 


*)  V,  Stand t,  Geometrie  der  Lata  No.  55, 
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b)  Aus  No.  9b eb  folgt  mit  Kücksicht  darauf,  dass  der  Aufangsstrabl 
5^  ein  beliebiger  Strahl  des  Büscbels  ist: 

Schneidet  der  irgend  einen  Strahlbüschel  d^  in  demselben  Bewegungs- 
sinne  stetig   durchlaufende  Strahl  s^  beliebige  Gerade  derselben  Ebene, 

welche  mit  dem  Mittelpunkt  des  Büschels  ^  nicht  perspectivisch  sind,  in  n 
aufeinanderfolgenden  Lagen  jede  derselben  nur  in  endlichen  Punkten ,  so 
wird  jede  dieser  Geraden  in  allen  n  Punkten  von  demselben  Halbstrahl  des 

laufenden  Strahles  s^  getroffen,  von  welchem  sie  in  einem  dieser  Punkte 

getroffen  wird ,  und  alle  Gerade,  deren  Schnittpunkte  mit  s^  in  einer  der 

n  Lagen  demselben  üalbstrahl  von  $  ,  augehören,  werden  in  allen  n  Lagen 
von  demselben  Halbstrahl  getroffen. 

Der  Satz  gilt  auch  dann,  wenn  s^  sich  continuirlich  in  dem  Büschel  j^^ 
bewegend,  seinen  Drehsinn  innerhalb  der  n  aufeinanderfolgenden  Lagen  ein- 
oder  mehrmal  ändert. 

c)  Von  dem  ein  Strahlbüschel ,  dessen  Mittelpunkt  irgend  ein  Punkt  ^ 
einer  Geraden  s  ist,  in  irgend  einem,  aber  einem  und  demselben  Sinne  von 

8  ans  einmal  durchlaufenden  Strahl  s^  müssen  zwei  Punkte  derselben  Halb- 
ebene in  Bezug  auf  s  mit  demselben,  zwei  Punkte,  welche  auf  ver- 
schiedenen Halbebenen  in  Bezug  auf  s  liegen,  aber  der  eine  mit  dem 
einen,  der  andere  mit  dem  anderen  Halbstrahl  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt i  getroffen  werden;  dies  gilt  auch  von  dem  Strahlbüschel,  dessen 
Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  die  beiden  Punkte  enthaltenden  und  durch 
dieselben  bestimmten  (No.  2)  Geraden  mit  s  ist ;  die  beiden  gegebenen 
Punkte  müssen  daher  im  ersten  Fall  auf  demselben  Halbstrahl  dieser  Ge- 
raden in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt  mit  s  liegen,  im  zweiten  auf  verschie- 
denen Halbstrahlen.     Das  heisst: 

1.  Die  Verbindungsgerade  6  =6    zweier  Punkte  b*,  b*'  wird 

von  einer  an  deren  Geraden  «in  einem  Punkt  der  Strecke  J^'**'^* 
getroffen,  wenn  die  Punkte  b  undb  auf  verschiedenen  Halb  - 
ebenen in  Bezug  auf  5  liegen,  in  einem  Punkt  der  Strecket''**^  , 
wenn  b  und  b  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  «  liegen, 
and  umgekehrt. 

2.  Sindb^  und  b^  zwei  aufeinanderfolgende,  also  unendlich  nahe  Punkte, 
80  ist  die  Strecke  b  der  Geraden  6*  gleich  Null;  die  Gerade  6*  kann 
von  allen  Geraden,  von  denen  sie  nicht  in  den  Punkten  b  und  b  selbst  ge- 
troffen wird,  nur  in  Punkten  der  Strecke  b  getroffen  werden.  ^r->Also :  j 
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Zwei  aufeinanderfolgende  endliche  Punkte  befinden  s 
inBezug  auf  jede  Gerade,  welche  mit  ihnen  in  dersell 
Ebene,  aber  mit  keinem  perspectivisch  liegt,  stets  aufdert 
ben  Halbebene  und  in  Bezug  auf  jeden  der  übrigen  Fan 
ihrer  Verbindungslinie  auf  demselben  Halb  strahl. 

37.  Durch Vergleichung  von No. 21c  oder  35a  und  10  folgt:  Der  eine 
beiden  einfachen  Winkel,  aus  denen  ein  vollkommener  Winkel,  dei 
Strahlen  nur  einen  Theil  eines  Strahlbüschels  bilden,  besteht  und  wel 

s^  entweder  g|ir  nicht,  oder  ntfr  als  Grenzstrahl  enthält,  liegt  ganz  mit  s 

seinen  Halbstrahlen  und  den  diesen  zugehörigen  Punkten  auf  einer  der  bei 

Halbebenen  in  Bezug  auf  $^ ,   der  andere  einfache  Winkel,  der  Sehe 

winkel  des  ersteren ,  ganz  auf  der  anderen.    Also : 

a)  Die  beiden  einfachen  Winkel  eines  jeden  vollkonii 
nen  Winkels  mit  endlichem  Mittelpunkt,  der  nur  einenTl 
des  concentrischen  Strahlbüschels  bildet,  liegt  in  Bezug 
jedenderbeidenGrenzstrahlen,wieinBezugaufjedenStr 
des  Ergänzungswinkels  auf  entgegengesetzten  Halbeben 
jeder  mit  allen  seineu  Halbstrahlen  auf  einer. 

b)  n  in  demselben  oder  in  ein- oder  mehrmal  geänder 
Drehsinne  aber  stetig  aufeinanderfolgende  Lagen  dessel 
Halbstrahles  eines  stetig  in  einem  Strahlbüschel  sichbe 
genden  Strahles  liegen  in  Bezug  aufjeden  der  Übrigen  Str 
len  des  Büschels,  d.  i.  in  Bezug  aufjeden  Str  ahl  desselben, 
welchem  der  bewegliche  Strahl  in  keiner  dieser  n  Lagen 
sammenfällt,  auf  de  rselben  Halbebene. 

c)  Liegt  der  eine  Halbstrahl  eines  Strahles  5^  und  dere 

Halbstrahl  einesStrahless^  in  Bezug  auf  einen  anderenStr 
s^  desselben  Büschels  auf  derselben  oder  auf  entgegenges< 
ten  Halbebenen,  so  liegen  sie  in  Bezug  aufjeden  Strahl 
Winkels  5^  .  auf  derselben,  resp.  auf  entge'gengesetz 
Halbebenen  und  in  Bezug  auf  jeden  Strahl  des  Winkels  5.^^ 
resp.  auf  entgegengesetzten  Halbebenen  oder  auf  dersell 

d)  Sind  s^  und  s^  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  des  Büschel 
so  enthält  der  Winkel  s^  .  keinen  Strahl;  daher  folgt  aus  vorigem* 
mit  Rücksicht  auf  No,  346':  Befinden  sich  irgend  zwei  endlii 
von  d^  verschiedene  Punkteg^,  ^  zweier  aufeinanderfo^g 
der  Strahlen  ^J,  s^  eines  BüschelsiJ^  in  Bezug  auf  irgendaii 
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rührigen  Strahlen  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetz- 
iHalbebenen,  so  liegen  sie  und  die  sie  enthaltenden  Halb- 
ahlen üJ^^^^  und  g^^^*-' in  Bezug  aufjeden  der  übrigen  Strah- 
i  auf  derselben  resp.  auf  entgegengesetzten  Halbebenen. 

Diese  Sätze  gelten,  g^  mag  ein  endlicher  oder  unendlich  entfernter 
ikt  sein  (No.  25,  a    =gj^), 

38.   Jeder  der  beiden  Halbstrahlen  von  s^  bildet,  wenn  s^  von  5^  an 

i  Büschel  i^^  einmal  durchlaufen  und  wieder  nach  5^  gelangt  ist,  die  Er- 

Qzung  zu  demjenigen  Halbstrahl ,  welchen  er  am  Anfange  der  Bewegung 

:kte,  und  muss  beim  zweiten  Umlauf  von  s  in  demselben  Sinne  J  die 
■  beim  ersten  Umlauf  durchlaufenen  entgegengesetzte  Halbebene  be- 
reiben,  so  dass  er  nach  Beendigung  des  zweiten  Umlaufes  dieselbe  Lage 
,  als  am  Anfange  der  Bewegung  (No.  23a). 

a)  Demnach  kann  jede  der  beiden  Halbebenen  in  Bezug  auf  irgend 
en  der  B'ischelstrahlen  gemäss  No.  10  und  35a  als  ein  einfacher  Winkel 
gesehen  werden*),  dessen  vollkommener  Winkel  der  ganze  Strahlbüschel 

Also  zufolge  No.  12a  und  23d:  Derselbe  Halbstrahl  g^^ '  "^^^^^^ "" '*'^)» 
eher  von  der  Lage  ^^  '  (  »/""  )  *"®  ^"  ^®™  Drehsinne  J  von  s  die 
Ibeheneg.^  ,Y^J^.  .  ^j  beschreibt,  beschreibt  in  dem  entgegengesetz- 
Drehsinne  J  die  andere  Halbebene  i^J^j^ix  ( ^JJ^]  i\  )i  ^^^  ^^^"^^^^^ 
Ibebene,  welche,  während  5  im  Sinne  J  den  Büschel  beschreibt,  von 
1  Halbstrahl  ^^^'    ^  aus  der  Anfangslage  g^^'        beschrieben  wird,  wird 

lern  Drehsinne  z/  von  dem  Halbstrahl  Ä^""    ^  aus  der  Anfangslage  g!,^~  ^^ 

chrieben,  so  dass  ^j!^  =4^3^)  ^"^  (1— i)~4Sur  '  ^^^  ^^^^  ^^^ 
Bezeichnung  nach  No.  15  hervorgeht. 

b)  Die  sämmtlichen  Lagen  eines  der  beiden  Halbstrahlen  S,^^^    wäh- 

1  zweier  aufeinanderfolgender  Umläufe  von  s^  in  demselben  Bewegungs- 

le  erfüllen  daher  die  ganze  Ebene  und  sind  ein  Gebilde,  von  welchem 

Voraussetzung  in  No.  1  und^die  daraus  hervorgehenden  Folgerungen, 

die  in   §.5,   in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gelten;  wir  nennen  es  ein 

Ibstrahlenbüschel;  jeder  von  §,  verschiedene  Punkt  der  Ebene 
t  mit  einem  Halbstrahl  dieses  Halbstrahlbüschels  in  einer  und  nur 
jr  Lage  ,perspectivisch. 


*)  V.  8  tau  dt,  Geometrie  der  Lage  No.  22. 


Digitized  by  VjOOQ iC 

i 


306       Die  projectivischen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 


39.   Die  Halbstrahlen  gj^l*^  undgj^""*^ 


von  sz^  sind  zwei  Elemei 
des  Halbstrahlbüschels,  welche  dasselbe  in  zwei  Intervalle,  Halbebeu 
theilen,  die  wir  entsprechend  dem  Princip  in  No.  15 a  mit  ^z?  ^'^^iid  gj? 
oder  resp.  mit  ^[?  ^  «nd  i^/J^x  in  Bezug  auf  den  Drehsinn  J  bezeig 
nen,  je  nachdem  wir  uns  das  laufende  Element  in  der  Lage  i^^^'  ^  oder 
der  Sff"^  denken  (vergl.  No.  38«).  Von  einem  zweiten  Strahl  s^  geh 
nach  No.  34  6^  der  eine  Halbstrahl  ig^^ '  °°^  der  Halbebene  «5?!r?=^Jr 
an  und  der  andere  8^* ~*^  der  Halbebene  sS?nr^=2o'*lr  Je*  «^ 
Halbebenen  in  Bezug  auf  s^  wird  daher,  als  Intervall  des  Halbstrahl bisch< 
aufgefasst,  durch  den  in  ihr  enthaltenen  Halbstrahl  von  s^  in  zwei  The 
getheilt,  die  gemäss  No.  15a  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  von  dem  im  Sin 
d  den  Halbstrahl büschel  von  2>^^  ^  an  durchlaufenden  Halbstratl  beschr 
ben  werden ,  folgendermassen  zu  bezeichnen  sind : 

oder  resp. 


a(^l»)  a(^l»)  Jp-«)  .(p-oo) 
^Wv)    ViX)     ^{X\v)       Vl^) 


%-x)  %^v)  V-x)  ^a-v)' 

Der  erste  und  dritte  dieser  einfachen  Winkel  ergänzen  sich  als  Scheit 

Winkel  zu  dem  vollkommenen  Winkel  5;, ,   .  =  s;       ,.  und  ebenso  der  zwe 

{l\v)        {v  —  X) 

und  vierte  zu  dem  Winkel  s^  ,,.  =  5^,       ..  Während  nun  s^  von  5?  aus 

(vjl)        (l  —  v)  l 

Sinne  ^  einen  Umlauf  macht,  beschreiben  gleichzeitig  (No.  21c  und  35 
der  Halbstrahl  /^'^"^  vpn  g^.^'^"^  aus  die  Halbebene  gS^j*\   der  Halbstri 

4,  {^X\A) 

J^  — •)  ^on  i^l^^®)  aus  die  Halbebene  S^^^.T;.^^ ]  die  beiden  Halbstrabi 

bewegen  sich  in  gleichem  (Drehsinn)  Bewegungssinn;   wir  können  dal 
No.  17  anwenden  und  erhalten,  indem  wir  noch  bemerken,  dass,  was  v 

dem  willkürlich  gewählten  Strahl  s^  festgesetzt  ist,   auf  jeden   beliebig 
anderen  Strahl  s^  angewendet  werden  kann. 

a)  Während  s^  im  Sinne  J  von^J  aus  den  Büschel  j^^einm 
durchläuft,  ist  den  Halb  ebenen  d^t^  in  Bezug  auf  alle  Lag 
5^  des  Winkels  s^,,  .  der  einfache  Winkel  g,^',gemeinscha 
lieh  mit  allen  seinen  Halbstrahlen  und  ausser  diesen  kein 
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ug  auf  alle  Lageu  «^  des  Winkels  s^  ..  der  einfache 
^^rii  ^  in  gleicher  Weise;  deu  Halbebenen  ^^^^•'v  aber 
tezng  auf  alle  Lagen  s],  des  Winkels  s^. .  .  der  einfache 
1  df77^  nnd  in  Bezug  auf  alle  Lagen  5^  des  Winkels 
er  einfache  Winkel  d^^     ^  gemeinschaftlich. 

Aus  No.  Ibad  und  34  b^  ergiebt  sich: 

Ihrends^von«?   aus  im  Sinne -Jstetig  den  Winkel«;,,  . 

X  ^  (l\v) 

eibt,  liegen  auf  derselben  Halbebene  gj^__^^.  in  Bezug 
ie  seiner  Lagen  «^    der    von   dem   Halbstrahl  ^ 


(^1») 


jene  einfache  Winkel  3>/!\.,     von  $ 


V,  ^.    und  von  s^,^  . 


be- 
der 


be  Winkel  iJ.^^  *,  welcher  von  dem  Halbstrahl  ^^^     *^be- 

jene  wird:  auf  der  Halbebeneg,^,!.?  aber  liegen  die  ein- 

(§16) 

Winkel  »f}^,i  und  ^^Z     \  also  in  Bezug  auf  jede  L  age 

Hnkel  j^,,  .    liegen  stets  auf  derselben  Halbebene  der 

(X\v)  ^ 


m  Halbstrahl  d^ 


(Ploo) 


beschriebene  einfache  Winkeides 


ind  der  von  dem  Halbstrahl  d  beschriebene  ein- 

i^inkeldes  anderen  der  beiden  Theile,  in  welche  der 

l    sj,.  ^  durch  sl  zerfällt. 

(^1«')  6 

In  Bezug  auf  jede  Lage  s^  von  s^  während  des  ersten  Umlaufes 
lus,   in  welchem  die  Halbstrahlen  g^^'    ^  und  S>  ^    von   resp. 

ndg^^""*^  aus  resp.  die  Halbebenen  iJ^J^^f-'  und  ^/JiTv  beschrei- 
t  der  Halbstrahl  ^^'^"^  auf  der  Halbebene  g^?'""^,,  daher  igj^""*^ 
^^j  während  des  zweiten  Umlaufes,  in  welchem  die  Halbstrahlen 
id  jj^^""*^  von  resp.  g^^ ""  *^  und  ^^^       *^8  resp.  die  Halbebenen 


«C^l») 


(^l») 


und  i^/Jn)  beschreiben,  liegt  der  Halbstrahl  §r^^^  auf  der  Halb- 

^'*^    also  d^^"*)  auf  8^^'*^ 
j,jj,aisoÄ^  *^*«(|-|)- 

Durchläuft  von  demjenigen  Halbstrahl  g^^  ^  *^  von  5^  aus,  welcher 
ainer  Geraden  g^  der  Rubrik  b*  in  No.  35  gemeinschaftlichen  Punkt 
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9>=i^^  enthält,  der  Halbstrahl  r^'*^  im  Bewegungssione  A  stetig  i 
Halbstrahlbüschel  g^,  so  trifft  er  nach  No.  216  und  35 ft*  die  Gerade^ 
den  von  ö|  an  stetig  aufeinanderfolgenden  Punkten  des  Halbstrahls  g^^' 
während  er  den  einfachen  Winkel  igj^  f!^  beschreibt,  bis  er  in  die  mit 
perspectivische  Lage  g^^^ '  °°^  gelangt ;  darauf  so  lange  nicht,  bis  er  in 
Lage  »/  ^  gelangt  ist,  d.  i.  bis  er  die  Halbebene  i^/?  T/  beschrieben, 
Strahl  r  also,  dem  3^'       angehört,  von  ^  aus  einen  ganzen  Umlauf  vi 

endet  hat  (No.  38);  von  da  ab  aber  trifft  der  laufende  Halbstrahl  w^ 
wieder  die  Gerade  gr^,  während  er  den  Rest  des  Halbstrahlbüschels,  ( 

einfachen  Winkel  ^^t\i\       beschreibt,  in  den  von  9*  an  im  gleichen  Ei 

tungssinne  wie  in  g^^'      (N0.I6)  aufeinanderfolgenden  Punkten  von  0>^~ 

Lassen  wir  daher  einen  Punkt  g^  die  Gerade  g^  von  9?  ab  im  Sinne  9. 
(No,  14a*)  durchlaufen,  so  ist  deswegen,  weil  er  beim  Ueberschreiten  c 
unendlich  entfernten  Punktes  g°^  von  dem  einen  Halbstrahl  ^^^'*^  auf  d 
anderen  i8^  rückt,  der  mit  demselben  perspectivische  Halbstrahl  ( 

Halbstrahlbüschels  ^  genöthigt,  die  Hälfte  seines  Gebildes,  entspreche 

einem  ganzen  Umlauf  von  S  zu  überspringen,  damit  den  hintereinandi 
folgenden  Lagen  von  9 .  hintereinanderfolgendc  Lagen  desselben  Halbstral 

entsprechen.  Dadurch  nur  ist  es  möglich,  dass  das  Halbstrahlbüschel,  ( 
Gebilde  von  doppelt  so  grosser  Mächtigkeit  als  die  gerade  Punktreihe,  i 
dieser  in  perspectivische  Beziehung  gebracht  werden  kann. 

Die  Modification,  welche  eintritt,  wenn  g^  eine  Gerade  der  Rubrik 

in  No.  35,  ergiebt  sich  schon  hieraus  von  selbst,  wenn  wir  beachten,  da 
die   ganze  Untersuchung   ihrem  Wesen  nach  dieselbe  bleiben   muss,  n 

einer  der  Halbstrahlen  9^        gleich  Null,  der  andere  gleich  der  ganzen  G 

raden  g^  wird  (No.  25). 

Betreffs  der  Fälle,  wenn^-  =  /7gp  oder  eine  Gerade  der  Rubrik  6* 
No.  35,  vergleiche  No.  35  c. 

41.  Zufolge  No.  25  und  33  gelten  die  in  diesem  Paragraphen  angeste 
ten  Untersuchungen  und  abgeleiteten  Sätze,  sowohl  wenn   der  MittelpuD 

des  Büschels  g     ein  endlicher ,  als  wenn  er  ein  unendlich  entfernter  Pon 

ist;  die  eintretenden  Modificationen  wenn  ^    einunenülich  entfernter  Punl 
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[  denselben  schon  enthalten  und  lassen  sich  mit  Berücksichtigung  von 

,  bezogen  auf«    =ö'od>  leicht  erkennen. 

ass,  wenn  der  Mittelpunkt  «g^  eines  ebenen  Strahlbüschels  ein  end- 

Punkt  und  g.  irgend  eine   endliche  den  Punkt  ^    nicht  enthaltende 

B  ist,  ihr  unendlich   entfernter  Punkt  beiden  Halbstrahlen  des  mit  ihm 

ctivischen  Strahles  s^  angehört,  nach  entgegengesetzten  Richtungen 

;en  scheint, 

üss,  während  ein  Strahl  s^  den  Büschel  beschreibt,  der  ihm  auf  der 

en  g^  entsprechende  Punkt  beim  Ueberschreiten  des  unendlich  ent- 

1  Punktes  von  einem  Halbstrahl  von  s    auf  den  andern  rückt, 
►wohl  in  der  dem  unendlich  entfernten  Punkt  vorhergehenden ,  wie  in 
n  folgenden  Lage  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  den  mit  dem 
ich  entfernten  Punkt  perspectivischeu  Strahl  (Parallelstrahl),  liegt,  in 

auf  jeden  mit  einem  endlichen  Punkt  g^  perspectivischeu  Strahl  aber 
auf  9^  folgenden  Lage  nach  No.  34«  und  18  auf  der  entgegengesetz- 
ilbebene  sich  befindet,  als  in  der  g^  vorhergehenden  Lage , 

urchaus  keine  dem  unendlich  entfernten  Punkt  als  solchem  eigen- 
che  Eigenschaften,  sondern  sie  sind  eine  Folge  der  allgemeinen 
in  No,  216  und  22;  sie  kommen,  wenn  wir  statt  der  unendlich  entfern- 

^raden  eine  beliebige  endliche  Gerade  a      als  Grenzgerade  wählen, 

edem  endlichen  Punkt  derselben  in  gleicher  Weise  zu : 

»wohl  beim  Durchlaufen  der  einen  Strecke  ^^^^  von  ^  aus,  als  beim 
laufen  der  anderen  (in  entgegengesetztem  Richtungssinne,  No.  12a) 
en  wir  zu  demselben; 

enn  der  dem  Strahl  s^  auf  g^  entsprechende  Punkt  den  der  Geraden 

a    gemeinschaftlichen  Punkt  gj  überschreitet,  geht  er  stets  von  der 


/i?^) 


H 


Strecke  d^^  ^^  auf  die  andere  über  (No.  21  b ,  22) ,  und 
^findet  sich  in  der  dem  Punkt  gl'  vorhergehenden ,  wie  in  der  auf  ihn 
ien  Lage  in  demselben  der  durch  a    und  den  mit  g^  perspectivischeu 
s\  gebildeten  Winkel,   weil  in  diesem  Falle  a    ,  ö^  und  s\.  Strahlen 

S  ,  ^       «  5 

i%;hels  g^  sind ,  also  der  eine  mit  allen  seinen  Punkten  m  einem 
9n  den  beiden  anderen  bestimmten  Winkel  sich  befinden  muss 
));  in  jeder  der  übrigen  Lagen  g'^  aber  fällt  nach  No.  2  g^  nie  mit  ^  j  , 
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einem  Punkt  von  a    zusammen ;  die  dem  Punkt  ff    vorhergehende  und  die 
ihm  folgende  Lage  gehören   daher  nach  No.  16  verschiedenen  Strecken 

v^V;  an,  also  der  eine  dem  einen,  der  andere  dem  anderen  der  von  a 
und  dem  mit  ^^  perspecti vischen  Strahl  5     gehildeten  Winkel  (No.  18 &c), 
werden  aber  beide  von  derselben  Strecke  g^^'*^^  getroffen  (No.  216). 


C.  Ein  Strahlbüschel  und  zwei  Punktreihen, 
42.  Aus  No.  26  bis  28  folgt,  wenn  wir  die  unendlich  entfernte  Gerade 
g^g^  statt  a  als  Grenzgerade  wählen,  indem  wir  die  Strahlen  s^  ^,  $^  >  von 
Sf^ ,  welche  mit  den  den  Geraden  g^ ,  g^  und  der  Grenzgeraden  g^^  gemein- 
schaftlichen Punkten,  d.  i.  mit  den  unendlich  entfernten  Punkten  von  g^ 
und  g^  perspectivisch  sind,  ktlrzer  mit  ^^  1  ^^  und  den  mit  dem  Schnittpunkt 
g^  perspecti  vischen  Strahl  mit  s    bezeichnen:  Die  den  Strahlen  eines 

ebenen  Strahlbüschels  13^  auf  zwei  Geraden  g^y  g^  derselben 
Ebene  entprec he nden  Punkte  bilden  in  Bezug  auf  die  Punkte 
d^  und  d^  als  Grenzpunkte 

a)  ein  Punktepaar  dritter  Art: 
a)  auf  jedem  Strahl  des  Büschels: 

1.  wenn  der  Mittelpunkt  j^^  auf  ^ .  oder  g^  oder  im  Schnittpunkte 
beider  liegt,  bei  beliebiger  Lage  der  Geraden  g^,  g^  (No.  27); 

2.  wenn  eine  der  Geraden  g^. ,  g^  oder  beide  mit  g^^  zusammenfallen, 

bei  beliebiger  Lage  der  endlichen  Geraden  und  des  Punktes  0^ 
(No.  28  a«,  6«). 
ß)  nur  auf  einzelnen  Strahlen  des  Büschels  in  allen  anderen  Fällen, 
also  wenn  sowohl  ^^  als  g^  endliche  Gerade  sind  und  nicht  durch  den 

Punkt  S^  gehen,  nämlich 

1.  wenn  d^  ein  endlicher  Punkt,  stets  und  nur  auf  den  Parallelstrah- 
len zu  gj.  und  g^ ,  mögen  diese  durch  einen  endlichen  Winkel  von 

einander   getrennt,   unendlich    nahe   sein   oder   zusammenfallen 
(No.  26  b); 

2.  wenn  i^  ein  unendlich  entfernter  Punkt ,  stets  und  nur  auf  dem 
Strahl,  welcher  mit  p^^  zusammenfällt,  und  welcher  hier  die  Pa- 
rallelstrahlen vertritt  (No.  28 6 1),  r^^^^^T^ 
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wsiv  Panktepaare  dritter  Art  nach  No.  \2d*  nnr  (im  Falle  [/5'])  auf 
trabl  g^  ,  nach  No.  12 d^  nur  (im  Fall  [a^])  auf  dem  mit  g^  oder  g    zu- 

iofallenden  Strahl  oder  auf  beiden,  nach  No.  12 ef  in  allen  anderen 

)  ein  Punktepaar  zweiter  Art,  nur  wenn  sowohl  ^^als  g    end- 
3erade  sind  und  §f^  ein  ausserhalb  derselben  befindlicher  Punkt  der 
ist,  nämlich,  wenn  dies  der  Fall,  die  Parallelatrahlen  s^,  «^,  resp. 
lendlicfa  entfernte  Gerade  g^  von  vornherein  ausgenommen ; 
)  auf  jedem  der  übrigen  Strahlen  des  Büschels 

1.  bei  beliebiger  Lage  der  Geraden  ^^,  ^^mit  Berücksichtignng  der 

schon  erwähnten  Beschränkungen,  wenn  d    ein  unendlich  entfern- 
ter Punkt  (No.  286^); 

2.  wenn   g^nnd  ^unendlich    nahe  Gerade    und    §r   ein    beliebiger 

Punkt  (No.  266); 

3.  wenn  g^  und  g    zwar    durch    einen   endlichen    Winkel  getrennt 

sind,  sich  aber  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  schneiden 

und  3    eip  Punkt  des  Winkels  g.^     ^  ist,  welcher  die  Gerade  g^ 

enthält  (No.  28  a^); 

I)  nur  auf  einem  Theil  der  Büschelstrahlen,  wenn  g^  und  g    beliebige 

he  durch   einen    endlichen  Winkel  von    einander  getrennte  Gerade 

die  sich  in  einem  endlichen  Punkte  schneiden,  und  d  ein  beliebiger 
;her  Punkt  ausserhalb  derselben,  nämlich  auf  den  sämmtlichen  Strah- 
ls Winkels  s^  ,  welcher  den  Schnittpunkt  g^  enthält  (No.  266); 
)  ein  Punktepaar  erster  Art,  nur  wenn  ^^  und  ö  zwei  endliche 
urch  einen  endlichen  Winkel  von  einander  getrennte,  sonst  beliebige 
le  sind  und  d  ein  endlicher  ausserhalb  derselben  gelegener  Punkt 
bene  ist,  nämlich  wenn  dies  der  Fall,  die  Parallelstrahlen  5^,  «^  aus- 

nmen, 

t)  auf  jedem  der  Übrigen  Strahlen  des  Büschels,  wenn  g^  und  g    sich 

lem  unendlich  entfernten  Punkte  schneiden,  und  Sf  ein  Punkt  des 
eis  Qfg  t\      '^*>  welcher  g^  nicht  enthält  (No.  28a^) ; 

?)  nur  auf  einem  Theil  der  Büschelstrahlen ,  stets  wenn  g^  und  g  sich 
lem  endlichen  Punkte  schneiden,  nämlich  auf  den  sämmtlichen  Strah- 
es  Winkels  s    .^^^  ,  welcher  den  Schnittpunkt  g   nicht  enthält  (No.  266). 
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43.  a)  Ans  No.29  folgt,  a    ■=g^  gesetzt: 

Beschreibt  ein  Strahl  s^continuirlich  in  demselben  Dre 
sinne  einen  ebenen  Strahlbüschel  g^,  so  bewegen  sich  die  a 
irgend  zwei  Geraden  ^^,  g    derselben  Ebene  entsprecbendi 

Punkte  g^,  9     von  jedem  derjenigen  Büschelstrahlen  aus,  a 

denen  sie  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  iS^  und  denunendli 
entfernten  Punkt  ^^  als  Grenzpunkte  ein  Punktepaar  erst 
Art  bilden,  nach  entgegengesetzten  Halbebenen  (wenn  c 
Schnittpunkt  9    der  Geraden  gr^,  g   ein  endlicher  Punkt,  der  eine  im  Sin 

^•000^    d.   i.    sich  dem  Schnittpunkt  g    nähernd  (No.  8c*),  der  andere 

Sinne  g  ;  d.  i.  sich  von  g  entfernend);  von  jedem  derjenigen  B 
schelstrahlon  aus  aber,  auf  denen  sie  ein  Punktepaar  d 
zweiten  Artbilden,  bewegen  sich  die  auf  y« und  g  entspreche 

denPunkteaufdieselbeHalbebene  (also,  wenn  g   ein  endlicher  Puni 

entweder  beide  sich  dem  Punkt  g  nähernd,  oder  beide  sich  von  ihm  ci 
fernend). 

6)  Auf  denjenigen  Strahlen  5^,   auf  denen  die  Punkte  p 

g*'  ein  Punktepaar  dritter  Art  bilden,  gehen  sie  in  den  Fäll( 
[/?*]  in N 0.42a  je  einer  oder  beide  zugleich  von  dem  einen  Hai 

strahl  ^^^^^  auf  den  andern  über  (No.  25,  S5«,  41). 

Im  Falle  [«*]  in  No.  42a  verändert  der  der  einen  Gerad( 
entsprechende  Punkt  seine  Lage  (d.  i.  die  des  Punktes  §^)  nie 
und  wird   nur  in  der  einen  mit  dieser  Geraden  zusammenfallenden  La 

von  s^  ,  welcher  auf  der  anderen  der  Schnittpunkt  g  entspricht,  durch  d 
Summe  der  übrigen  Punkte  ersetzt  (No.  27). 

Im  Falle  [«*]  in  No.  42a  können  wir,  da  die  unendlich  entfernte  Gera 
g  3p  als  Grenzgerade  beiden  Halbebenen  in  Bezug  auf  irgend  eine  endlic 

Gerade  angehört,  sowohl  sagen:   die  Punkte  g^,   g     bewegen  sich 

Bezug  aufjede  Lage  von  s  auf  dieselbe,  als  sie  bewegen  si( 
auf  entgegengesetzte  Halbebcnen. 

§•  9.  Abhängigkeit  der  entsprechenden  Bewegnngssinne  in  zwei  perspectiTls 
auf  einander  bezogenen  Gmndgebilden  (Funlctrcilie,  Strahlbüsebel) 
von  der  relativen  Lage  ihrer  Träger. 

44.  Beziehen  wir  irgend  zwei  Strahlbüschel  mit  endlichem  Mittelpnn 
perspectivisch  aufeinander  durch  die  unendlich  entfernte  Gerade,  so  da 
je  zwei  entsprechende  Strahlen  parallel  sind,  so  lehrt  die  Anschauung,  da 
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der  einem  beliebigen  Drehsinn  des  einen  Büschels  in  dem  anderen  (No.  6,19) 
entsprechende  stets  diesem  gleich  ist*),  wir  mögen  die  Kennzeichnung  jedes 
der  beiden  in  jedem  ebenen  Strahlbüschel  (No.  1)  möglichen  Bewegnngs- 
^nne  an  sich  auf  die  in  der  „Entwickeluug  der  Abhängigkeit  geometrischer 
Gestalten"  von  S  teiner  auf  pag.  46  oder  auf  die  in  der  „Theorie  der  Kegel- 
schnitte** von  Herrn  Schroeter  in  §.  4,  pag.  3  angegebenen  Weise  ausfüh- 
ren; jede  dieser  Methoden  ist  nur  auf  Strahlbüschel  mit  endlichem  Mittel- 
punkt und  auf  jedes  solche  Strahlbüschel  anwendbar,  also  jedesmal  und  nur 
dann,  wenn  beim  Uebergange  des  laufenden  Strahles  aus  einer  Lage  in  die 
nächstfolgende  eine  eigentliche  Drehung  stattfindet,  welche  ihrem  Begriffe 
Dach  das  Vorhandensein  eineti  endlichen  Punktes  als  festen  Drehungscent- 
rnms  voraussetzt. 

ö)  Die  unendlich  entfernte  Gerade  hat  daher,  wie  sie  durch 
ihre  Lage  vor  allen  anderen  Geraden  der  Ebene  ausgezekhnet  ist,  die  in 
No.  32  von  der  Geraden  g  angenommene  ausgezeichnete  Eigten- 
schaft,  dass  demselben  Ui  chtungssinn  in  ihr  in  allen  Strahl- 
huscheln  mit  endlichem  Mittelpunkt  derselben  Ebene  der 
gleicheDrehsinn  entspricht,  und  umgekehrt.  Daher  erhalten  wir 
aus  No.  30,  31,  wenn  wir  eine  der  beliebigen  Geraden  ^^,  gf^-uns  durch  g^ 
▼ertreten  denken ,  folgende  Sätze : 

6.  Sind  irgend  zwei  Strahlbüschel  a  ,  6  mit  endlichem 
Mittelpunkt    auf  eine  endliche  Gerade  g^   derselben  Ebene, 

welche  keinem  derselben  als  Strahl  angehört,  perspectivisch 
hezogen, 

1.  so  sind  die  einem  beliebigen  Richtungssinne  von  grent- 

aprechenden  Drehsinne  in  a    und  g    einander  gleich,  wenn  die 

Punkte  a  und  g  sich  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf 
g^  befinden,  und  entgegengesetzt,  wenn  auf  verschiedenen, 

2.  so  ist  der  einem  Drehsinn  des  einen  Büschels  im  anderen 
entsprechende  ihm  gleich,  wenn  der  beiden  Büscheln  gemein- 
schaftliche Strahl  s\=:a    von  g^  in  einem  Punkte  der  Streckte 

fpOD  il)         .  ,  Q 

ö,         ^»   ihm  entgegengesetzt,   wenn  s,  von  er    in  einem  Punkt 

der  Strecke  9^^^^"^  getroffen  wird  (No.  36c). 

c)  Werden  zwei  Strahlbüschel  derselben  Ebene  mit  end- 
lichen Mittelpunkten  a  ,  »  jeder  von  einem  seiner  Strahlen 
resp.  A  und  5  in  beliebigem  Drehsinn  beschrieben,  so  bewe- 
gen sich  in  jeder  Geraden  der  Ebene,  welche  den  Strahl  «^  in 

*)  Schroeter,  Theorie  der  Kegelschnitte  1867.     §.  10c.  ^  , 
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einem  Punkte  der  Streckeg^^°°  -'  schneidet,  auch   auf  der  i 

endlich  entfernten   Geraden,   die  den  Strahlen  a    und  5    e 
sprechenden    Punkte    in   gleichem  Richtungssinn,    wenn 
Strahlbtischel  in  gleichem,  in  entgegengesetztem  Kichtun 
sinne,   wenn  die  Strahlbüschel   in    entgegengesetztem  Dri 
sinne  durchlaufen  werden,  und  umgekehrt;  aufjeder  Ger  ad 

jedoch,  welche  den  Strahl  s^  in  einem  Punkt  der  Strecket. 

schneidet,  bewegen  sich  die  den  Strahlen  a  und  s^  entsp 
chenden  Punkte  in  gleichem  Richtungssinne,  wenndieStra 
büschel  in  entgegengesetztem,  in  entgegengesetztem  Ri< 
tungssinne,  wenn  die  Strahlbüschel  in  gleichem  Drehsin 
durch  lau  fen  werden,  undumgekehrt.    BetreflFs  der  Geraden,  wel 

durch  einen  der  Punkte  a  ,  ^^  gehen,  vergl.  No.  30c,  31  d,  43fr. 

d)    Lassen  wir  einen  Punkt  g.    eine  beliebig  gelegene  ei 

liehe  Punktreihe  ^^  in  einem  bestimmten  Sinne  stetigdarc 

laufen, 

1.  so  müssen   die  mit  9^  perspecti vischen  Strahlen  all 

Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  endliche,  ausserhalb 
gelegene  Punkte  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf^^sii 
ihre  Büschel  in  gleichem  Drehsinne  durchlaufen; 

2.  diemitg^perspectivischenStrahlenallerStrahlbüscb 

deren  Mittel  punkte  endliche,  ausserhalb  g^  gelegene  Punl 

der  anderen  Halbebene  in  Bezug  auf^^  sind,  müssen  ihre  E 

schel  ebenfalls  in  unter  sich  gleichem,  aber  dem  derander 
entgegengesetzten  Drehsinne  beschreiben. 

3.  Beim  Uebergange  des  dem  Punkte  g^  entsprechenden  Strab 
eines  der  Büschel,  deren  Mittelpunkte  in  den  die  Halbebenen  begrenzend 
Geraden  <7fci^oo  li^g^^i  ^^^  einer  Lage  in  die  nächstfolgende  müsste 

wohl  eine  Drehung  in  dem  einen,  wie  eine  im  entgegengesetzten  Sil 
erfolgen,  es  erfolgt  daher  gar  keine  eigentliche  Drehung,  sondern  nur  e 
Verschiebung. 

f    Der  mit  g     perspectivische   Strahl  jedes  Strahlbtischels ,   desi 

Mittelpunkt  in  der  Geraden  g^  liegt,  fällt  in  diese  Gerade  und  behält  dl 

Lage  bei,  so  lange  nicht  9^  seinen  Mittelpunkt  deckt  (No.  27,  30c,  31<<); 

W   der  mit  9.   perspectivische  Strahl  jedes  Strahlbüschels,  dest 

Mittelpunkt  in  ^^p  liegt,  ein  unendlich  entfernter  ßinkt  ist,  (jedes  Parall 
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scbels)  beschreibt  sein  Büschel  in  einem  von  dem  Richtungssinne 
ibhängigen  und  mit  demselben  sieb  ändernden  (No.  6)  Bewegungs- 
r  aber  keinem  und  jedem  der  beiden  Drehsinne  eines  Strahlbtischels 
liebem  Mittelpunkt  gleichgesetzt  werden  kann  (No.  32)  *). 
Denken  wir  uns  demnach,  alle  Strablbüsch  el  mit  endli- 
littelpunkt  werden  jeder  von  einem  seiner  Strahlen  in 
em  Drehsinne  durchlaufen,  so  ertheilen  alle  Strahl- 
tl,  deren  Mittelpunkte  endliche  Punkte  derselben  Halb- 
in Bezug  auf  eine  beliebige  in  dieser  Ebene  befindliche 
eg^  sind,  demmitdem  laufenden  Strahl  auf  ^^  p  erspecti- 

nPunkte  denselben  Bewegungssinn,  alleStrahlbüschel, 

Mittelpunkte  endliche  Punkte  der  zweiten  Halbebene 

Bezug  auf  ^^,  den  entgegengesetzten  Bewegungssinn; 

^iebt  keinen  einzigen  Strahlbüschel,  dessen  Mittelpunkt  ein  endlicher 
ilb  g^  gelegener  Punkt  der  einen  Halbebene  in  Bezug  auf  g^y  und 

,  in  demselben  Sinne  d  beschrieben,  auf  ^.  denselben  Bewegungssinn 

efe,  als  die  Strahl büschel,  deren  Mittelpunkte  Punkte  der  anderen 
ine  sind. 

r  dem  laufenden  Strahl   eines  Strahlbüschels,   dessen 
punkt  ing^  liegt,   auf  g^  entsprechende  Punkt  verharrt 

Lage  des  Mittelpunktes,   so   lange  nicht  der  laufende 
mit  ^.  zusammenfällt. 

»ser  Satz  enthält  den  in  No.  44  a  als  speciellen  Fall. 

Mit  Berücksichtigung  von  No.  34,  Zbo^e  folgt  aus  No.  44 coder  ans 

44ß: 

srden  zwei  Strahlbüschel  derselben  Ebene   mit    endli- 

[ittelpunkten   a   ,  Ä     jeder   von   einem   seiner  Strahlen 

,s^  von  dem  beiden  Büscheln  genieinschaftlichenStrahl 

aus  stetig  einmal  durchlaufen,   so  beschreiben  je  ein 

irahlvona    und  einer  von  5,  welche  in  der  Lage  ö     einen 


Lnmerkang.  Die  Bezeicbnnng  ,, Drehsinn**  im  engeren  Sinne  darf  daher 
sig  auch  ,nur  bei  Strahlb  lisch  ein  mit  endlichem  Mittelpunkt  angewendet 
im  Allgemeinen  aber  haben  wir  den  Bewegungssinn  eines  jeden  Strahl- 
„Drehsinn'*  genannt  im  f  egensatz  zu  dem  Bewegiingssinn  in  einer  Pankt- 
im  Richtangssinn,  weil  die  Bedingung  eines  festen  Mittelpunktes  schon  in 
^iff  des  Strahlbüscbels  (No.  I  ,  5)  entbalten  ist  und  die  Strahlen  eines 
krahlbüschels,  wenn  auch  keinen  gemeinschaftlichen,  endlichen  Mittel- 
0  doch  was  wir  einen  unendlich  entfernten  Punkt  nennen  (die  Richtung) 
haftlich  haben. 

rift  f.  Mathematik  o.  Ph>tik.  XIII,  4.  22  /^  T     I 
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Punkt   der  Strecke  isl  gemeinschaftlich   haben,    diese; 

Halbebene  in  Bezugaufs.,  wenn  die  Büschel  in  gleichem,.? 

schiedene  Halbebenen,  wenn  sie  in  entgegengesetztem  Dn 

sinne  beschrieben  werden;je  ein  Halbstrahl  von  a    aber  und 

ner  von  Ä^,  welch  ein  derLagesJ  keinen  PunktderStreckegl^ 

gemeinschaftlich  haben,  beschreiben  .verschiedene  Ha 
ebenen,  wenn  die  Büschel  in  gleichem,  dieselbe  Halbebei 
wenn  sie  in  entgegengesetztem  Drehsinn  durchlaufen  werd 
und  umgekehrt   (No.  15e). 

g)    Wir  heben  hervor,  dass,  wie  selir  auch  die  Untersuchung  in  Nc 
darauf  hinweist,  dass  die  dort  von  der  Geraden  g    angenommene Eigenscl 

thatsäclilich  bei  der  unendlich  entfernten  Geraden  g^  stattfindet,  ( 
doch  dadurch  nicht 'bewiesen  ist  und  der  Satz  am  Anfange  von  No.  44 
ein  Erfahrungssatz  aus  der  Anschauung  entnommen  ist,  wie  dies  aucl 
der  „Systematischen  Entwickelnng  der  Abhängigkeit  geometrischer  Ges 
ten**  pag.  52  und  der  „Theorie  der  Kegelschnitte**  §.  19c  pag.  TOgesehel 

Aus  der  Vergleichung  von  No.  32  und  44  bis  44(/'  mit  der  Anschaoi 
geht  aber  hervor,  dass  dieser  Satz  mit  den  auf  die  Voraussetzungen 
§.  1  allein  sich  stützenden  früheren  Untersuchungen  im  vollsten  Einklai 
steht. 

h)  Wollten  wir  in  ähnlicher  Weise  den  Richtungssinn  in  zwei  beli( 
gen  geraden  Punktreihen  der  Ebene  an  sich,  d.  i.  ohne  Rücksicht  auf 
Strahlbtischel  vergleichen,  so  würde  eine  No.  32  ganz  analoge  Untersuchi 
als  Bedingung  erkennen  lassen  das  Vorhandensein  eines  Strahlbüschels 
der  Ebene,  welcher  die  ausgezeichnete  Eigenschaft  besässe,  dass  ein 
und  demselben  Drehsinn  in  ihm  in  allen  nicht  mit  ihm  perspectiviscl 
Geraden  der  Ebene  derselbe  Richtungssinn  entspreche,  oder  von  dem 
dies  annehmen  wollten.  Ein  solcher  Strahlbüschel  müsßte  aber  aus  d 
in  No.  32  c  angegebenen  Grunde  durch  seine  Lage  ausgezeichnet  sein  ^ 
allen  übrigen.  Der  Strahlbüschel  mit  endlichem  Mittelpunkt  giebt  es  i 
endlich  viele,  die  sich  an  sich  keiner  von  dem  anderen  nnterscheiden  lass 
und  Strahlbüschel  mit  unendlich  entferntem  Mittelpunkt  giebt  es  auch  i 
endlich  viele,  die  sich  keiner  von  dem  anderen  unterscheiden  lassen,  u 
einen  ausgezeichneten  Punkt  wie  jede  endliche  Gerade  besitzt  die  unec 
lieh  entfernte  Gerade  nicht.  Da  wir  also  keinen  einzig  nnd  allein  von  all 
übrigen  sich  unterscheidenden  Strahlbüschel  kennen ,  so  können  wir  m( 
allgemein  den  Richtungssinn  einer  Geraden  mit  dem  einer  anderen  an  si 
vergleichen ,  sondern  nur  in  Rücksicht  auf  ein  oder  mehrere  Strahlbüscl 
von  gewisser  Lage*). 

*)  V.  Standt,  Beiträge  zar  Geometrie  der  Lage,  erstes  Heft,  No  40. 
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45.  a)  Bewegen  wir,  nachdem  der  Strahl  s^  in  dem  ebenen  Strahl- 
büschel  g^  einen  Winkel  «f.,  .  in  demselben  Drehsinn  J  von  5,  an  stetig 
durchlaufen,  den  Mittelpunkt  3?  auf  dem  beliebig  gewählten  Strahl  s^  in 
einem  und  demselben  Sinne  P  ,  so  theilt  er  in  jeder  seiner  Lagen  den  Strahl 
8^  in  zwei  Halbstrahlen,  die  wir  nach  dem  Princip  von  No.  I5ä  mit  j^^^»*-' 
d  3  ^~^*^^  bezeichnen.  Denken  wir  uns  nun  5^  in  jeder  Lage  von  i^^  indemsei- 


"" -, 


ben  Sinne  J  von  s^  an  den  Büschel  weiter  durchlaufend,  so  beschreibt  nach 
No.  Ihe  und  44/*der  von  der  Anfangslage  3^^'  °°^  ausgehende  Halbstrahl  jj^^ '  °^^ 
stets  eine  und  dieselbe  derHalbebcneninBezugauf^  ,  §J  .  ,  der  von  der  An- 
fangslage g^^  —  '**^  ausgehende  Halbstrahl  g^^"~°^^. stets  die  andere  gj;^ 7".°^'' 

=3(r-i)  C^^'Sl-  No.  3»). 

6)    Während  s^  den  Winkel  c?^.     ^  beschrieben,  beschrieb  der  ihm  auf 

jeder  Geraden  g  ,  welche  nicht  den  Punkt  3^  enthält,  entsprechende  Punkt 

9j  eine  Strecke  g^        in  bestimmtem  Richtungssinne  P  .     Wenn  nun  5^, 
z  z 

nachdem  i^^  in  eine  beliebige  Lage  %  y  gerückt,  seinen  Büschel  in  demsel- 
ben Sinne  d  von  der  Lage  s  an  weiter  beschreibt ,  so  durchläuft  der  ihm 
auf  irgend  einer  Geraden  g^  ,  welche  nicht  den  Punkt  §r  enthält,  entspre- 
chende Punkt  0^  in  demselben  Sinne  P^,  in  welchem  er  die  Strecke  ^^  '*^ 
durchlaufen,  weiter  die  Strecke  g^*''  \  wenn  die  neue  Lage^^j  von  g^  mit 

der  ursprünglichen,  die  wir  mit  d^^^  bezeichnen  wollen,  auf  derselben  Halb- 
ebene in  Bezug  auf  y^  sich  befindet  (nach  No.  44 e);  sobald  aber,  sei  es  da- 
durch, dass  g^  die  Gerade p^  oder  die  Gerade  ö'oo  überschritten,  die  neue 
Lage  g^f  sich  nicht  mehr  mit  g^^  auf  derselben  Halbebene  befindet,  be- 
schreibt der  Punkt  g.  in  dem  entgegengesetzten  Richtungssinne  P^  zunächst 

dieselbe  Strecke  i^^^^^^ff""^' 

Rückt  der  Punkt  g^  in  die  mit^^  perspectivische  Lage  g^|,  so  verharrt 
der  dem  Strahl  s^  entsprechende  Punkt  in  dieser  Lage  g   |  =  g=g  . 

Rückt  der  Punkt  ^^  in  die  Lage  des  unendlich  entfernten  Punktes  von 
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y       M  OD  ' 

g^Q  vergleichen;  der  dem  Strahl  s^  entsprechende  Punkt  g^  kann  d 
mit  gleichem  Recht  in  demselben  Sinne  P^  die  Strecke  g^*''    ,  als  in 

entgegengesetzten  Sinne  P^  die  Strecke  9^  Ö^        beschreiben. 

c)  Eine  Aenderung   des    Bewegnngssinnes  von    g^fin 
demnach  statt: 

1.  wenn  3    die  Gerade  gr^  überschreitot, 

2.  wenn  d^  die  Gerade^g^^  übe*  schreitet, 

3.  wenn  5^  den  Drehsinn  ändert  (No.  6). 

Da,  wo  gleichzeitig  zwei  dieser  Fälle  auftreten,  hebt  eine  Aeodci 

die  andere  auf:  so  durch  Combination  der  Fälle  1  und  2,  wenn  s^  die 
rade  g  in  ihrem  unendlich  entfernten  Punkte  schneidet  (vergl.  No.  16 
44 e)  oder  g^  mit  g^  zusammenfällt  (vergl.  44 0),  §f    also  gleichzeitig  so^ 

den  Punkt  ö^t  als  den  Punkt  g^jj  überschreitet;  bei  solcher  Lage  vc 
resp.  gu  wird  daher  der  Bewegungssinn  von  g  nicht  geändert,  welche  I 
auch  der  Punkt  d^  auf  der  Geraden  s^  haben  mag,  so  lange  der  Stral 
in  demselben  Drehsinne  sich  bewegt;  es  geht  aber  bei  der  ersten  Coml 
tion  gemäss  No.  35ß  der  Punkt  g^  auf  den  anderen  Halbstrahl  von  r  ^ 

d)  Andererseits  denken  wir  uns  den  Mittelpunkt  des  Strahlbüsc 
fest,  drehen  aber,  nachdem  der  Punkt  g^  auf  der  Geraden  g^  eine  Stn 

g^  '*^  in  demselben  Richtungssinne  P^  von  g^  an  durchlaufen,  die  Ge 
S  5  6 

g.  um  den  beliebig  gewählten  Punkt  g^  in  einem  und  demselben  Drehs 
J  ,  und  durchläuft  der  Punkt  g^  auf  der  Geraden  g^  in  irgend  einer  ni 

Lage  g^^  die  andere  Strecke  *g^  ^  in  demselben  Richtungssinne  /*^,  sc 
schreibt  auch  s^  in  demselben  Drehsinn  /i  weiter  den  Winkel  s;  ,,.,11 
der  Halbstrahl  g^  '  ^  (die  Bezeichnung  bezogen  auf  den  Richtnngssinn 
auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  5^  liegt  1  als  der  Halbstrahl  g. 
der  ursprünglichen  Lage  g  ^  von  g  (No.  35,  38a,  37);  sobald  aber  dadn 
dass  ^  den  Funkt  g^  überschreitet,  die  Halbstrahlen  g^«''  und  g^J 
entgegengesetzten  Halbebenen  in  Bezug  auf  $^,  oder  was  dasselbe  i8t(No. 
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^^  d  o  ^^^  derselben  Ualbebeue  sich  befinden ,  beschreibt  der 
in  dem  entgegengesetzten  Drehsinn  J  zunächst  wieder  den  Win- 
..  =  *^.  \  (No.  16).     Dies  Kriterium  gilt   zufolge   No.  10,   wenn 

»Ipunkt  des  Strahlbüschels  ein  unendlich  entfernter  Punkt,  wie  wenn 
idlicher  Punkt  ist. 

leAenderung  des  Bewegungssinnes  von  5^  findet  dem- 
ets  und  nur  statt,  wenn 

^'  den  Punkt  d^  überschreitet,  sei  es,  dass  in  der  rnitd 

ctivischen  Lage  gr^  g^  dem  Halbstrahl  g^^  ^'    oder   dem 

rahl  g^^  angehört, 

9    den  Eichtnngssinn  ändert  (No.  6). 

siner  Combination  zweier  Fälle  findet  keine  Aenderung  des  Dreh- 

>n  ^  statt. 

Mit  Rücksicht  auf  No.  38a,  15«,  39c,  44(/,6,  45  können  wir 

lende  Sätze  anch  f olgendermassen  aussprechen: 


isenwir,  nachdem  5^  in 
enen  Strahlbüschel  ^ 
le  z/   denWinkel^;, ,  v, 
r  auf  der   Geraden  g 
tsprechende  Punkt  g 

le.  P    die  Strecke  g^^'*^ 

leben,  denMittelpunkt 

inem    und     demselben 
nessinneP  vonderur- 

liehen  Lage  d  ^anden 

^  durchlaufen,  und  in 

_  p  p 

lenen  Lage    j8f  vong 

rahl    5      in    demselben 

nu  J    von  5^  an  weiter 

)n,      so     bewegt     sich 
nkt  g     auf  g  .  je  nach- 

ezogen   auf  den  Kich- 


Lassen  wir,  nachdem  der 
Punkt  g     auf  der  Geraden  g 

im  Sinne  P^  die  Strecke  gl   ^\ 

also    der    in    einem    Büschel 

^  entsprechende  Strahl  ^  im 

Sinnez/    den  Winkel  *f,,  ,be- 

schrieben,    die    Gerade    </    in 

einem  und  demselben  Dreh- 
sinne A     von  der  ursprüngli- 

chenLage^  gaus  denBüschel 
g  durchlaufen,  und  in  jeder 
neuen  Lage  g  „  von  g  den 
Punkt  g^  in  demselben  Rieh- 
tungssinn  P  von  g  an  sich 
weiter  bewegen,  so  bewegt 
sich  der  Strahl  5^  im  Büschel 
'^ ^  je   nachdem,  bezogen  auf 
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tungssiuuP  ,  g^  den  Sitrahl  s^ 
iueiu^mPunkt  des  Halbstrah* 
leslj'j*^  oderä^V""-'  schnei- 
det, 

in  demselben  Richtiings- 
sinn P^  weiter,  so  lange <7p  auch 

in  Bezug  auf  die  neue  Lage 
d^y  den  Strahl  $^  in  einem 
Punkt  des  Halbstrahles  ^j'"*"^ 
resp.i^l^^j"'*^  trifft, 

in    dem    entgegengesetz- 
ten   .Sinne    P^,    wenn   g^    den 

Strahl  sin  einem  Punkt  des 

V 

Halbstrahl  es^J^^f^'^esp.g^^j** 
schneidet, 


den  Drehsinn  i^    derPuuk 

y 

in  Bezug  auf  y^0  sich  auf  i 

Halbebene  i^^i\^^lodev  gjj" 

befindet, 

in     demselben    Drehs 

J     weiter,   so    lauge   d^  ai 

in  Bezug    auf   die  neueL 

g^^    sich    auf    der  Halbebi 

in    dem    entgegengese 

tcnDrehsinnz/   .wenn^^s 
Q 

auf  der  Halbebene  9j*^7t*ir^ 

(vi  od)       ,       «.       ,      ^ 

\m^  befindet, 


gar  nicht,  wenn^^  miti^  • 
perspectivisch  liegt. 


garnicht,  wenn^^mit 
perspectivisch  liegt. 

f)  Als  Zusatz  zu  dem  Satz  rechts  gehört  Folgendes : 
Befindet  sich  der  Punkt  §,^  auf  der  Halbebeno  fl/t  TA 
muss,  wenn  g^  im  Sinne  J  den  Büschel  9^  bis  zur  Lage  s J  =  ^^^  beschn 
in  dieser  Lage  nach  No.  35  a  und  39  der  Ilalbstrahl  9^*''  '  denselben  trei 
also  die  Lagegj.^  ^  =  g^»^  ^  haben.  Der  auf  irgend  einer  Geraden 
der  Ebene,  welche  g^'^dto  ^"  einem  endlichen  von  9 .  verschiede 
Punkte  9'^  =  9jjj  des  Halbstrahles  9^J    ^  und  s^  in  einem  Punkt  %    = 

der  endlichen  Strecke  ^  schneidet,  entsprechende  Punkt  muss  di 

/  fr  „\  t- 

nach  No.  35ö  die  endliche  Strecke  a  .  von  0^  an  durchlaufen.     W 

nun  der  Strahl  s  im  Sinne  J  von  s  an  den  Büüchel  ^  durchläuft, 
trifift  er  (No.  35)  mit  demselben  Halbstrahl,  welcher  in  der  Anfangsl 
^{Q  5  »)  jj^  Punkte  (u=&  und  i/  enthält  und  die  Halbebene  ig,  ,   ,      beschre 


(v  I  00) (v  ■v»  od) 


>s^) 


welcher  die  Halbstrahlen  9^^    '  =  9^^^    ^  von  gfc^,  und  ^],  von  (7^ 
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allen  ihren  Punkten  liegen  (No.  346*),  auch  den  Punkt  Ö^^^Ö^'o»  ^^^  ***^ 
g    entsprechende  Punkt  muss  daher  von  g    an  (No.  35  ß)  die  endliche  Strecke 

^^  durchlaufen,   also  dieselbe,  wie  der  dem  Strahl  <7^  entsprechende 

Punkt,  aber  von.dem  anderen  Grenzpunkt  aus,  also  nach  No.  17  in  entgegen- 
gesetztem Kichtungssinne. 

Die  beiden  Drehsinne  J    und    J    sind  daher  nach  No.  44c 

y  9 

einander  gleich. 

Befindet  sich  der  Punkt  ^^  aberaufder  Halbebene  ^/l_^Lo 
bezogen  auf  den  Drehsinn  J  ,  so  deckt  der  Halbstrahl  g^  ^    \   wenn  g 

das  erste  Mal  in  die  Lage  5^  kommt,  den  Halbstrahl  ^^^^  %  der  auf  der- 
selben Geraden  g  entsprechende  Punkt  beschreibt  daher  nach  No.  35 e  die 
Strecke  9^  ^ ^  welche  den  unendlich  entfernten  Punkt  enthält,  der  dem 
Strahl  8    entsprechende  Punkt  beschreibt  wieder  die  Strecke  gV^  von  g 

an,  bewegt  sich  also  nach  No.  17  in  demselben  Bichtungssinnc;  in  diesem 

Falle  sind  die  beiden  Drehsinne  J    und  J    nach  No.  44c  ent- 

y  9 

gegengesetzt. 


(Fortsetzung  folgt.) 
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Ueber  die  developpabele  Fläche,  welche  zwei  gegebenen 
Flächen  umBChrieben  ist. 

Von 

Dr.  A.  Enneper, 

au8.se rordüuillcli Cd  Mitglied  der  GcscUscliaft  der  Wisseuscbafteu 
zu  Göttiiij^en. 


I. 

Die  Olcicliuugen  der  beiden  gegebenen  Flächen  auf  ein  orthogonales 
Cüordinatensystcm  bezogen  seien  f{x^  y^  z)z=zO  und  ft(x,  y,  z)  ==  0,  oder 
kürzer  /'=0  und  /*,  =  0.  Der  Punkt  (a:,  y,  z)  der  Fläche  /*=  0  möge  mit 
dem  Punkte  (»r,,  y,,  tj)  der  Fläche  A=0,  dieselbe  berührende  Ebene  haben. 
Sind  fl,  by  c  die  Winkel,  welche  die  Normale  zur  Fläche  f=0  im  Punkte 
(Xy  y,  z)  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  haben  aj,  ^,,  Ci  analoge  Bedeu- 
tungen für  den  Punkt  (.r,,  y,,  ^^)  der  Fläche  /1=0,  so  finden  bekanntlich 
folgende  Gleichungen  statt: 

cos  a      cos  b      cos  c  •  1 

IL 

dx 


^ )  \  cos  «1      cos  6, cos  c,  1 


^  vm<';:)-m 


dx^         dt/i         dz^ 

Die  Gleichungen  der  berührenden  Ebenen   in    den  Punkten  (a?,  y,  :)  »n'' 

(jr,,y„  2,)  sind: 

(A — x)  cosa'\-{Y — y)  cosb  +  iZ — 2)  cosc=0, 

iX — .T,)co5«j  +  (F — y,)  C05  6, +(Z-—2)co^  Ci=0. 

Sollen  diese   Gleichungen  identisch  sein,    so  müssen  folgoudc  Relationen 

stattfinden : 

cosa=^cosa*.     cosb^=cosbx.     cosc=cosCi. 
2) 

•         X  cüsti+y  cosb-^-z  cosc=Xi  cos«, +yi  co5  6, +  *i  ^os  c,. 

Setzt  mau : 

3)       xcosa'{-ycosh-\-z  cosc~—py  x^cusa^'{'y^cosb^'{'Z^cosc^-=-py 
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so  geben  die  Gleichungen  2)  und  3)  in  Verbindung  mit  /*=0  und  fx-~0 
ein  System  von  sechs  Gleichungen ,  welchen  zufolge  ar,  y,  z  und  rti,  y^^  z^ 
als  Functionen  von  p  angesehen  werden  können.  Lässt  man  p  variiren,  so 
erbält  man  auf  jeder  der  beiden  Flächen  eine  Curve,  längs  welcher  die- 
selben gleiche  berührende  Ebenen  in  zwei  entsprechenden  Punkten  haben. 
Die  Enveloppe  dieser  berührenden  Ebenen  ist  die  developpabele  Fläche, 
welche  den  beiden  Flächen  /'=0  und  fx  =0  gleichzeitig  umschrieben  ist.  Es 
soll  vorausgesetzt  werden ,  dass  in  den  Gleichungen  3)  p  nicht  constant  ist 
infolge  einer  der  Gleichungen  /'=0  oder  A=0,  ein  Umstand,  welcher  statt- 
findet, wenn  eine  der  gegebenen  Flächen  die  Parallelfläche  einer  Kegel- 
fiäche  oder  eine  Kugelfläche  ist.  Der  erste  Fall  ist  überhaupt  ans- 
znschliessen ,  der  Fall  einer  Kugelfläche  ist  weiter  unten  besonders 
behandelt,  wobei  sich  herausstellt,  dass  die  allgemeinen  Gleichungen  ihre 
Gültigkeit  behalten. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  der  Wendecurve  der  developpabelen 
Fläche,  welcher  mit  den  Punkten  (x^  y,  z)  und  (jt^^  y„  z,)  auf  derselben 
Geraden  liegt,  sind  durch  (S,  i},  Q  bezeichnet.  Zur  Bestimmung  von 
g,  17,  t  dienen  die  Gleichungen : 

l^cosa  +  rfcosb  +  icosc^^p^ 

M.dcosa  ^     dcosb       d  cosc 

^.d^cosa  ,      d^cosb  ,  ,d^co$c 

Berücksichtigt  man,  dass : 

dx  ^        .  ay  ,  »s      ^  dx,  .        ^  dyy  .  dz^ 

dp  dp  dp  dp  dp  dp 

so  geben  die  Gleichungen  3)  nach  p  differentiirt: 

dcosa  .     dcosb  .     dcosc  dcosa.  .       dcosbt  ,        dcosci 

oder  auch  wegen  2): 

dcosa  .     dcosb  .     dcosc  dcosa,  .      dcosb^   ,       dcosc      ['' 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit: 
geben : 


dcosa  .        ,  dcosb  .  dcosc 

cosa—^ ycosb  —z \-cosc  —z —  =  0 

dp     *  ^P  ^P 


>     dcosa       .  .         .       .  . 

I  B  — —  =  (t  —  J,)  cosb  —  (^y  — y,)  cos  c, 

.  }  ^dcosb       .  ^  ,  ^ 

5)  ID  — —  =  (a-  -x^jcosc  —  (c — Zt)  cosay 

^dcosc      .  X  f  .        , 

D— —  =  {y  -  -  yj  cosa^{x  --Xi)cos b, 
1/  f/ 
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wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

cos  a,     cos  b^     cos  c 

6)  D=       X,         y,  z 

Mittelst  der  Gleichuugeu  5)  geht  die  zweite  Glcichang  4)  tiber  in: 

7)  [(2  —  5:1)  cof  6  — (y— y,)  coscl  g  +  [(.c  —  x^)  cosc  —  (z  —z^)cosa]  ti 
+  [(y — l/i)cosa  —  (x  —  x^)cosb]i=I). 

Wegen  der  Gleichungen  2)  geben  die  Gleichungen  3)  subtrahirt : 

8)  (x — Xt)cosa  +  (y  — yi)  cosb+(z  —  r,)cosc=0. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  9)  folgt: 

d  cosa      dcosb      d  cos  c 
dp    '        dp    '     ~dj 

^i>         yu  zt 

= j: [xcosa  +  y  COS b'\-z  cosc] 

+  [a:(x-Xi)+y(y-yt)  +  2(t-r,)]  [(^-x^)  cosa  +  (y-y^)  cos b+iz-z^)  cosc], 
d.  i.  wegen  3)  und  8): 

dcosa     dcosb      d  cosc 


dp  ' 

dp  ' 

dp 

X, 

y. 

Z 

«.. 

yi> 

Zi 

Analog  findet  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  5),  8)  und  £  co5  a -|- 1|  co5  6 
+lcosc^p'. 


dcosa      dcosb     dcosc 


=  — I  [(^-^i)*+(»-yi)'+(2-ai)']. 


ap    '       a;^    '       dp 

Differentiirt  man  die  Gleichung  7)  nach  p,  wobei  £,  17,  {;  als  Constanten  an- 
zusehen sind,  so  zeigen  die  beiden  zuletzt  entwickelten  Gleichungen,  dass 
auf  beiden  Seiten  der  Term  : 

I  [(^— .Ti)*+(y— yi)'  +  (z-ti)«] 

wegfallt,  es  bleibt  dann : 


9) 


dx        dy      dz 

dp'      dp'     dp 

cos  a,   cos  fr,  cos  c 

5—^1,  n—yij  i—^t 


dx^  dy^  dz^ 

"äp'  "ä^'  d^ 

cos  ay  cos  6,  cos  c 

I— a-,  i?-y,  i—z 


Durch  die  vorstehende  Gleichung,  die  Gleichung  7)  und  ^cosa  +  ticosb 
+  fco5C=jo  sind  |,  ij,  f  bestimmt.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Diflferential- 
quotienten  von  a7,y,  z  und  otj,  yi,  z,  nach  p  auf  einfache  Weise  darzustellen. 
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Da  die  drei  Punkte  (|,  i^,  J),    (aj,  y,  z)    und  (a:„  y,,  r,)  auf  derselben 
Geraden  liegen,  so  kann  man  setzen: 


oder: 
10) 


1= 


I- 


J?  —  ^^1 


1?— yi    i" 


n 


l_g    '  •  1-1?    ' 

Mittelst  dieser  Gleiehungen  wird  die  erste  Gleichung  4)  und  die  Gleichung  7) 
identisch.     Die  Gleichung  9}  geht  über  in : 


11) 


dx        dy        dz 
cos  a,    cos  b,     cosc 


==g 


dcCj  dyx  dZj 

dp'       dp'  JJ 

cosa^  cosby  cosc 

^— ^»1  y—yu  «— 2i 


Die  Quantität  q^  bestimmt  durch  die  Gleichung  11),  hat  eine  sehr  ein- 
fache geometrische  Bedeutung,  wie  gleich  gezeigt  werden  soll. 

Differentiirt  man  cos  a,  cos  b,  cos  c,  welche  Functionen  von  o:,  y,  z  sind, 
nach  p^  80  folgt : 

d  cos  a d  cos  a  dx       d  cos  a  dy  ^d  cos  a  dz 

dp     '        dx      dp  dtf     dp  dz      dp' 

d  cosb d  cos  b  dx       d  cos  b  dy       dcosb  dz 

"Jp  dx     Jp"^     dy     dp'^  "dz"  dp' 

d  cos  c d  cos  c  dx      d  cos  c  dy       d  cos  c  dz 

dp  dx      dp  dy     dp  dz     dp* 

Setzt  man  diese  Werthe  von 
d  cos  a 


d  cos  b       d  cos  c 


in  die  Gleichungen: 


dp    '        dp 


d  cos  a    .      dcosb   ,      dcosc 


'        dp 
dcosa 


dcosb  ,       dcosc 


dp     '  "^   dp    '  ^    dp       '*     ^  dp 

nimmt  zu  denselben  noch  die  Gleichung : 

dx  d  V  dz 

cos  a  ■—-   +  cos  b f-  cos  c  — -  =  0, 

dp  cp  dp 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von 

d^      dj^      dz^ 

Tp'     dp'     dp 
folgende  Gleichungen: 

(dcosa         dcosb         dcosc\   dx       f   dcosa         dcosb        dcosc\dy 
_  '^"ä^"*'*'aV^^"ä^/  'dp^v~dy''^^~dir'^^~d^)d^ 


12) 


.    /    dcosa  .      dcosb  ,      dcosc\  dz 


dz     '  ""    dz      '  ^    dz    f  dp 

(dcosa  ,      dcosb        dcosc\dx  .  /    dcosa  .      dcosb         dcosc\dy 

(dcosa  .       dcosif    ,        dcosc\dz 

/Google 
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dx  .  ^y  _i         ^2 

cosa—-  +  cos  b-T h  C05  c  -—  =  0. 

dp  dp  dp 

Sind  R\  K'  die  beiden  HauptkrUmmungshalbmesser  der  Fläche /=0 

im  Punkte  (x^  y,  z),  so  hat  man  für  das  Product  derselben  die  Gleiehung : 

cosa^        cosb^        cosCj  0 

dcosa      dcosb      dcosc 


13) 


dx  ' 

dx  ' 

dx   ' 

dcosa 

dcosb 

deosc 

dy  ' 

dy  ' 

dy  ' 

dcosa 

dz  ' 

dcosb 
dz   ' 

dcosc 

dz  ' 

cosa 


cosb 


cos  c 


1 


Wegen    der  Gleichnngen  1)    lässt   sich  die  vorstehende   Gleichung  auch 
schreiben : 

df  df  df 


»>-.r[(f^)V(|^)V(K)T= 


dx'         dy' 

d*f    .  d^f 


0  z 


df 


dx'     dxdy'     dxdz'     dx 

ay     av       av     df 


=A 


dxdy'     dy"'       dydz'     dy 

d^f     d*f       ay       df 

dxdz'dydz       az«'         dt 
Bildet  man  das  Produet  der  Gleichung  13)  mit  der  folgenden: 

cosa     cosb     cosc     Ol 

X  y  z        0 

Xi         jTi  r,        0 

0  0  0         1 

so  bemerkt  man  leicht,  dass  das  Product  der  beiden  Determinanten  gleich 

der  Determinante  des  Systems  12)  ist  in  Beziehung  auf 

dx  .  dy      dz 

dp'     dp'     dp 

als  Unbekannte ,  der  gemeinschaftliche  Nenner  derselben  ist  also  einfach 

gleich  ^. 

Zur  Abkürzung  setze  man : 

15)  m^~^i)'+(y-yi)*+(^-^i)']=4 

.  .dcosa  .  ,  .dcosb  ,  ,  .   dcosc        ^   ^ 

,-N        1  .  -  dcosa  .dcosb      .         .  dcosc 

,  dcosa  dcttßb,^         ^  dcosc        „^ 
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^dcosa.  ,  ,  .dcosb^      .  dcosci 

.dcosa*  ,  ,  .dcosb^  ,  ,  dcosc^        «    . 

Schreibt  man  die  Gleichung  8)  auf  folgende  Weise: 

(a.-.,)|^+(y-y.)|^+(-^.)|{=o. 

80  erhält  man  mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleiohiingon  I) 
ans  16)  für  Z,  if,  N  auch  nachstehende  Werthe : 

17)      ^  a«f-  a*/  a*/" 

^        ^'dxdz     ^     ^    dy  dz     ^         'dz* 

Durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  {x,  y,  z),  («p  yi,  z,)  und  die 
Normale   zur  Fläche  /*=0  im  Punkte  {x,  y,  z)  werde  eine  Ebene  gelegt 
und   der  Krümmungshalbmesser   des  Normalschnittes  im  Punkte  (a-,  y,  z)  • 
durch  Ä  bezeichnet.     Für  R  hat  man  bekanntlich  die  Gleichung: 

=<,-.,)-^+&-l,)-0+('-=)'g+K«-«,)(.-lr.)8|^ 

Wegen  der  Gleichungen  17)  lässt  sich  die  Gleichung  18)  auf  folgende 
Form  bringen : 

19)  {x-'X^L  +  {y'-'y,)M+(z—z,)N=z~. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  14)  und  18)  /;,  x^,  y^,  e,  statt  f,  x,  y,  «,   s 
mögen  KB!'  und  Ä  übergehen  in  Ä',  K\  und  Ä,. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  16)  erhält  man  ans  12): 

—  s=  {cosb,  N —  cos  CHT)  KR'  -=, 
dp  ^ 

2Q)  J  -1^  =  (coäc .  t  —  cosa.N)  K K'  jry 

^±^(co8a.M—cosb.L)KK'^^ 
dp  JJ 
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Wegen  cos a,  =  ro5 ff,     cosb^=co$b^     C05Ci=C05C  hat  man  analog: 
I  -^  =  (cos  b  ,  Ni  —  cos  c  .  ilf,)  R\  R\  — , 
21)  •  \d^^  ^^^*  c.L^-'Cosa.  N^)  iTi  Ä",  -^, 

1 Y^  =(roÄ  a.  M^—cosb  .  Lj)  ä'iÄ"i  ^. 

Snbstituirt  man  die  Werthe  der  DiiferentiAlquotienten  aus  den  Gleichungen 
20)  und  21)  in  die  Gleichung  11),  so  folgt  wegen  (.r  — a*,)cos/i  +  (y— y,)co*fr 
+  (z—z^)cosc=0: 

=q\ix^x,)l,  +  (y--y,)M,  +  (z-z,)N,\ir,E'\, 
d.  i.  wegen  19)  und  der  analogen  Gleichung  für  Ä, : 

^  *      Ä     ir,R'\ 

Durch  die  vorstehende  Gleichung  ist  q  in  Function  von  a;,  y,  r  uad  jp^,  y„  «, 
bestimmt.     Die  Gleichungen  10),  22)  in  Verbindung  mit/"=0,  fi=0  und 

1^1     lA     l/±      ^  g/i  .       ^/.   ,  ^   ^/. 

a/~  a/"  a/"^        a/     a/     a/ 
ao:     ay     az         ^arc'^^ay'^^a« 

geben  ein  System  von  nenn  Gleichungen;  eliminirt  man  :r,  y,  z,  ^i  >  y^,  ^f 
zwischen  denselben,  so  Erhält  man  drei  Gleichungen  zwischen  $,  17,  ^  und  9, 
welche  die  Coordinaten  |,  1?,  f  eines  Punktes  der  Wendecnrve  der  deve- 
loppabelen  Fläche  in  Function  der  Yariabelen  q  bestimmen. 

Das  Bogenelement  der  Wendecnrve  sei  a«,  ferner  g  der  Krümmungs- 
halbmesser und  r  der  Torsionsradius.     Da  nun 

/  1    a  s\ «  _  fdcosay      fdcosb\*      /dcosc\* 

W  Vp)  ^vtt)  ^  \^)  "^  W/Tj  ' 
so  geben  die  Gleichungen  5)  nach  8)  und  15) : 

^^  r    dp       D- 

Aus  den  Gleichungen  20)  findet  man  mittelst  9)  nnd  10) 

folglich : 
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Diese  Gleichung  und  zwei  analoge  Gleichnngen  geben: 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  ( —  ^- | .    Nimmt  man  die  Qua- 

\  ^  op) 
dratwurzel  positiv,  so  folgt: 

Q  dp^  D\    R  B,    )' 

oder,  wenn  man  die  vorstehende  Gleichnng  durch  die  Gleichung  23)  dividirt: 


24) 


Q 


Die  Bogenelemente  der  Contactcurven  der  developpabelen  Fläche  mit  den 
Flächen  /■=0  und  /i=0  seien  d6  und  a^,,  ferner  q>  und  <p,  die  Winkel, 
welche  die  bemerkten  Curven  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (a:,  y,  z) 
(^i>  Vv  ^i)  hilden.     Die  Gleichungen  20)  geben: 

(e)"-(H)"+(i-;)'+G7)"-("-^)"'"+''+^ 

—  (Zco5a  +  Afco«6+iVco5c)*j , 
^dp  A     dp^     A    dp^     A     dp 


RH' 


cosa^     cosb^     cosc 
Z,  M,         N 

Mittelst  der  Gleichung  19)  leitet  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 
leicht  die  folgenden  ab : 


25) 


da    r:r"a 

8tnq>  —=:• 


dp 


R     />' 


Ebenso  folgt: 


x—Xi,  y—y,,  i—t, 


26)      svt^,— =.-—-, 


Es  ist  offenbar : 


COStty 

cosa, 
Z, 

dz  dzt 


cos  b ,     cos  c 
M,         N 

cosbf     cosc 


A      ^ 


A     ^ 


dxdx^  .  dydpi  .  dzdz^  .  .dada 

rpTp^d-pJ3^VpTp^'''^'^^'^'^Vprp 


=  (1  +  coi  (f  cot  (jp,)  sin  (p  sin  (p,  —  — i , 


oder  nach  25)  und  26) 
27) 


dx  dxt.dy  dff,  .  g^^z, 
dp  dp      dp  dp      dp  dp 


ä'ä" 
=  {l+eot(pcolip,)  -— 


Ä'.Ä", 


1^-  f£V 
R,      UJ- 
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Sabstituirt  man  in 

für  I,  I},  £  ihre  Werthe  aus  10),  so  folgt  nach  2j)  and  21): 
l—q  \dp  dp  '^  dp  dp'^  dp  dp) 


+2 


—  2 


cosa,      Cüsb^     cosc 
Z,  M,         N 

co$a,     cosby     cosc 


A. 


AT. 


0         1— ga;»!  — y 


9— T~^ 


0      1 


l— ?  gp  1—} 


Wegen  der  Gleichnngen  25),  20)  und  27)  wird  die  vorstehende  Gleicbnng 
einfacher : 


'(ro<9>, 


■f 


In  dieser  Gleichung  verschwindet  nach  22)  das  zweite  Qnadrat  auf  der  rech- 
ten Seite,  man  hat  also  einfach: 

1      .       1     KK'^ 


dp^     dpl—q'^  X-^q     R 
oder  auch  nach  25)  und  26) 


-d'"'''      X-q      R, 


q     R\Rr',  d      , 


28) 


ds d      1        cosq>da     qcostptdai 

dp'"     dpi^-q      l^qdp        \  —  q  Jq' 


Diese  Gleichung  lässt  sich  noch  weiter  vereiDfachen.     Die  Differenz  der 
beiden  Gleichungen: 

x—x^dxy—yydyz  —  z^dz da 

/i     dp'^'^J^dp'^^J         ~' 


dp-^'^'^^rp^ 


giebt: 


ic—Xj  dx^      y—y^  dy^      z—z^dz^  da^ 


dj 


da 


dat 


dp  ^dp  ^P 


Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung  28)  auf  eine  der  folgenden 
Formen  bringen: 

ds       d    qid    ,  da 

ä-=5  5-  t \-coS(p  — , 

29J  ^P     ^p^-g         ^P 

dsi       d     J  dax 


ä^^ä^r-i+"*'*'"yp- 
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Aas  den  vorhergehenden  Entwickelangen  lassen  sich  einige  bemerkens- 
werthe  Sätze  ableiten.  Zufolge  der  Gleichungen  10)  ist  q  das  Verhältniss 
der  Distanzen  der  Punkte  (a:,  y,  «),  (a:,,  y^,  z^  vom  Punkte  (g,  i;,  J).  Mit- 
telst der  Gleichung  22)  folgt: 

Ist  eine  developpabele  Fläche  zwei  Flächen  umschrieben ,  so  ver- 
halten sich  die  Distanzen  zweier  Punkte  der  Berührungscurven, 
welche  derselben  Generatrix  angehören,  vom  entsprechenden 
Punkte  der  Wendecurve^  wie  die  Producte  der  Hauptkrümmungs- 
halbmesser in  diesen  Punkten,  dividirt  durch  die  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte ,  welche  durch  ihre  Verbindungs- 
linie gehen. 
Aus  den  Gleichungen  5),  20)  und  25)  folgt: 

a^       ay       ^ 

di'         dp'        dp 
dcosa     dcosb     dcosc 


A  da 


dp    '      dp    '      dp 

cosa^      cosb,      cosc 
Ist  nun  co8ip=0,  so  genügt   die  Berührungscurve  der  Fläche  /'=:0  der 
Differentialgleichung  der  Erümmungslinien  und  umgekehrt-  Setzt  man: 

(S-^)'+(i)-y)'+(f-*)»=<», 

•  oA  7t  dl 

BD  ist  nach  10)  /=-p — .     Für  9=  -—  giebt  die  erste  Gleichung  29):  ^"=^^1 

oder  t—tQ=8—SQj  wo  i^  der  Werth  von  t  ist,  welcher  dem  Werthe  s^  von 

s  entspricht.     Aus  dem  Vorstehenden  folgt  unmittelbar : 

Berührt  eine  developpabele  Fläche  eine  beliebige  Fläche  längs 
einer  Krümmungslinie,  so  ist  die  Differenz  zweier  Generatricen, 
begrenzt  durch  die  Wendecurve  und  die  Contactcurve,  gleich  dem 
zwischei)  ihnen  liegenden  Bogen  der  Wendecurve. 

Berührt  eine  developpabele  Fläche  zwei  Flächen  in  Krüm- 
mungslinien, so  ist  die  Distanz  zwischen  zwei  entsprechenden 
Punkten  der  Berührungscurven  constant. 

II. 

Die  in  I  angewandte  Methode  erfordert  einige  Modificationen  für  den 
Fall,  dass  eine  der  gegebenen  Flächen  eine  Kugelfläche  ist.     Setzt  man: 

1)  (^i+y\+^\==f^. 

so  ist : 

2)  x^s^koosa,     yi=kcosb,     Zi=ikcosc; 

3)  xx^+yy^  +  zzt^/^. 

Diese  Gleichungen  und  f=0  gestatten  es,  je  fünf  der  Quantitäten  »r ,  y,  c, 
^ »  9i  f  ^1  Als  Functionen  der  sechsten  anzusehen ,  oder  besser,  man  kann 
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die  sämmtlichen  Coordinaten  als  Functionen  einer  Variabelen  ansehen, 
welche  man  z.  B.  den  Bogen  der  Berübrungscurve  der  developpabelenFU 
mit  der  Kugelfläcbe  nehmen  kann.     Diese  unabhängige  Variabele  we 

durch  T  bezeichnet  und  zur  Abkürzung  gesetzt  — =a;',  — l=a:',  etc.  1 
Gleichungen  1)  und  2)  geben : 

Mittelst  dieser  Oleichungen  und  2)  folgt: ' 

5)  ocx\+yy\+2z\^0. 

Bezeichnet  g  eine  Unbestimmte,  so  erhält  man  aus  2) ,  4)  und  5): 
r    ,      ,  dcosa       ,  . 


6) 


I  ,      ,  dcosb        f  . 

ox 
,      _  dcosc        ,  V 


Ist  wieder  (5,  17,  ?)  der  Punkt  der  Wendecurve,  welcher  mit  den  Punkl 
(a?,  y,  z)  und  (a:, ,  y,,  z,)  auf  derselben  Geraden  liegt,  «0  hat  man  2url 
Stimmung  von  |,  17,  ?  die  Gleichungen: 

Die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen  geht  wegen  6)  ober  in : 

I»       ^»       t 


x^^     Vi 


=  0, 


welche  Gleichung  selbstverständlich  ist.     Setzt  man : 

so  giebt  die  dritte  Gleichung  7): 

9)  xx\+yy'\+zz\=g(x^x\+y^y\  +  ziz\). 

Die  Gleichungen : 

xx\+yy\+zz\=^0,    Xix\+y,y\  +  z^z\^0 
nach  T  differentiirt  geben : 

^1  a;",  +y,  y", + «, «",  =— (a?'*,  +y'*,  +  A). 
Die  Gleichung  0)  lässt  sich  also  auch  schreiben : 

g(x\+y\+'z\)=(x'x\+yy\+zz\), 
d.  i.  nach  1),  3)  und  6): 
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gk'Cx'+y'+z'-k')g  = 


a:> 


yn 
y. 


I  dieser  Gleichung  oc\  y\  z  zu  eliminiren ,  wird  es  am  einfachsten 
e  rechts  stehende  Determinante  mit  derjenigen  za  multipliciren,  wel- 
I  reeiproke  Prodnct  der  beiden  Hauptkriimraangshalbmesser  der  Flii- 
0  im  Punkte  {x^y^z)  darstellt.  Die  in  I,  13)  gegebene  Gleichung 
:h  leicbt  auf  folgende  Form  bringen : 


CO*rt, 

cosb, 

cosc^ 

0 

dcosa 

dx   ' 

dcosa 

dcosa 

dz  ' 

cosa 

dcosb 
dx  ' 

dcosb 

dcosb 

~dT' 

cosb 

1 
^  KR 

dcosc 
dx  ' 

dcosc 

dcosc 

dz   ' 

cosc 

stehende  Gleichung  werde  mit  der  folgenden  multiplicirt: 


X, 


yi 


^1»  yii  «n  0 
ar,  y,  «,  0 
0,      0,      0,1 

en  Gleichungen  1),  2),  3)  und  6)  ist: 

coÄfl.Ä+co^^.y'+co^c.z'ssO, 


,  dcosa 


,  dcosa   .    ,  dcosa 

•y  —TTT. — h« 


dcosa 


d.  =f(^y--^»)' 


dx     '^      dy      '  ^       dz 
xcosa+ycosb+zcosc^^x^cosa+yiCosb+ZiCosc^s^k. 

t  man  diese  Gleichungen  an  und  ersetzt  in  dem  Product  der  Gleich- 
11)  und  12)  die  vier  Elemente  der  letzten  Horizontal-  oder  Ver- 

[le  0,  costtj  cosb,  cosc  durch  0,  -^,  —-,  -rf    so  folgt: 

fC       fC       fC    ^ 


_l 

kW' 


y.  ^ 

»1.  -2. 
y.  « 

dcosh 


9k 


^i ,  .  dcosa    ,   ,  .  dcosb    ,  ,  .  dcosc  ) 

r-...){(*-^.)-9^+(y-y.)-^^  +  (*-^.)-9^j 

.  4 ,  ^  dcosa    ,  ,  .  dcosb    ,  ,  .  dcosc  \ 

^— «i)|(«^-a?i) 
Gleichung  durch 


9y 

dcosa 


,  ,  .   ö<?o*ft    ,    .  .  dcosc  \ 


(a:-a:,)'+(y-y,)'-M^-»,;*=(«'+y'+2'-*») 

28» 
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dividirt,  giebt: 


1 


d.  i  nach  10) : 


Kr  1 


KR"  1    * 
R     k' 


q=^- 


R     k  ' 


wo  R  dieselbe  Bedentnng  wie  in  I)  bat.  Aas  dem  Vorstehenden  folgt,  i 
die  in  I)  aufgestellten  Gleichungen  10)  und  22)  ftir  die  Kugelfläche  gn 
bleiben,  d.  h.  wenn  Ä'j  =  Ä'\  =  Ä,=Ar  ist.     Haben  r,  ^,  5,  a,  tf,  und 

dieselben  Bedeutungen  wie  in  I),  so  findet  man  aus  den  Oleichungen 
3)  und  10) : 

V  ds  .da 


14) 


7a;=^^'  rr=^ 


Die  Oleicbnng  18)  nach  t  dififerentürt,  giebt: 

dJ      xx'+yy'+zz' 


15) 


17) 


Die  Gleichung  10)  quadrirt,  giebt  mit  Kttcksicht  auf  4),  13)  und  15): 

16)  «"+y'»+*''=(vÄ?^)*+(^'. 

Aus  6)  und  10)  findet  man  leicht: 

^'  ^\  +  y  y\  +  2'  z\  —  {kgJfq, 

Mittelst  der  Gleichungen  15),  16)  und  17)  lässt  sich  zwischen  ^,  r  und  s  ei 
bemerkenswerthe  Gleichung  darstellen.  Zufolge  dieser  Gleichung 
findet  man: 

(75^)"=?  )(«-«',)•+&■-.•,)■+(/-.■,)•-  (11)]  -  (W0=. 

Setzt  man  also : 

so  folgt  mittelst  der  ersten  Gleichung  14) : 

18)  ^=4—. 

'  r        k  \  —  q 

Mittelst  der  C^leichungen  15),  16)  und  17)  geben  die  Gleichungen  8): 


oder: 


m-m^m<^HL~)^ 


1=1  -^ 


ds\-q 
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£limiuirt  man zwischen  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleich- 
ung 18),  so  folgt: 

dr  k'^  k' 
oder  integrirt: 

^  =  T+«.    . 

WO  h  eine  Constante  ist.     Durch  diese  Gleichung  ist  die  kürzeste  Linie 
einer  Kegelfläcbe  charakterisirt*).    Aus  dem  Vorstehenden  folgt: 

Die  Wendecurve  einer  developpabelen  Fläche,  welche  eine  Kugel- 

fläche  berührt,  ist  die  kürzeste  Linie  einer  Kegelfläche. 

Ist  (^,  7,  Z)  ein  Punkt  der  developpabelen  Fläche ,  welche  der  Fläche  /*a=0 

und  einer  Kugelfläche  umschrieben  ist,  bezeichnet  man  durch  v  die  Distanz 

der  beiden  Punkte  (X^  JT,  2)  und  (j?„  y,,  Zj),  so  finden  die  Gleichungen  statt: 


Ist  p  eine  Constahte,  so  hat  man  für  einen  Punkt  (JT,,  J^|,  Zj)  der  Parallel- 
fläche: 

n 

Z Zt 

Zi=iZi+v  — — ■! — pcosc. 

X\  t/i  Zi 

Nun  ist  nach  2)  co5a=  — I  co8b=ij-y  cosc^^^-r,  nimmt  man  also  in  den 
vorstehenden  Gleichungen  p=A:,  so  folgt: 

^1     ^     ^1    ^     Zj 

Die  Elimination  von  ^* ,  ^ ,  2: ,  o^i ,  ^i ,  z^  zwischen  diesen  Gleichungen ,  den 
Gleichungen  1),  2),  3)  und  der  Gleichung  f=0  giebt  offenbar  ein  Resultat 
von  der  Form : 

was  die  Gleichung  einer  Kegelfläche  ist,  welche  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  (Mittelpunkt  der  Kugelfläche)  zur  Spitze  hat.  Hieraus  er- 
giebt  sich : 


*)  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  den  „Bemerkungen  über  Raumcurven" 
gegeben,  welche  ein  Supplement  zu  II  bilden.  ^  , 
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Eine  beliebige  developpabele  Fläche,  welche  einer  Kugelfläche 
nmscbrieben  ist,  ist  die  Parallclfläche  einer  Kegelfl&che,  welche 
den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  zur  Spitze  hat. 
Um  eine  einfache  Anwendung  der  vorhergehenden  Entwickelangen 

zu  geben,  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen /sO  und  fi=iO^  re- 

spective : 

Wegen 


findet  man: 

oder: 
20) 


dx        oy        dz       ^oxi         oy^        oz^ 

d/j^^df     df^^di    a^^a/ 

dxr'dx'     dyt      dy'     öz,      dz' 


Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit: 

s=-r=7>  ^=="f^'  ^^t:^ 

geben : 

U=^fii,    y=^i?i,     ^=6'&; 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist : 

Die  Substitution  der  Werthe  von  a:,  y,  z,  arj ,  y,,  2^  aus  21)  in  19)  giebt: 
23)  ^?i  +  2?i?',  +  ^ri  =  l,     ^,?,  +  ^ii?*,  +  ^,S*,=l  etc. 

Es  ist  ferner  : 

KR'  _    ABC 

^____J____      B      "^        C 
R  ~(^-x,)'      (y-y.)'      (z-z,)«' 
^,       "^       5,       "^       C, 


oder  wegen  21)  und  23) : 


ß        i«  \.        B'    .       C*  ■ 
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Die  Gleichung  für  q  wird  hierdurch: 

;j;-S,+  ^»J,+  -^i;.-« 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichnng  und  den  Gleichungen  23)  die 
Werthe  von  $•„  ift,  £•,,  setzt  darauf  für  |j,  iy,,  g,  ihre  Wertbe  aus  22)  ein, 
so  ergeben  sich  für  |,  17,  {;  folgende  Gleichungen: 

^       {BA.-^B.A^iBC.  —  B.C^K   1— y  /' 

Nimmt  man  A,  B,  C positiv,  A>B>C,  ferner  ^|  =  Ä,  =  C,=A:,  A>k  >B, 
so  ist  ein  Punkt  (|,  iy,  J)  der  Wendecurve  der  developpabelen  Fläche, 
welche  den  beiden  Flächen : 

iT*  17*  z^ 

umschrieben  ist^  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

'"^  j    ^*''^       (^-/?)(fi-C)l,  X-q  )  ' 

vo  —>?>—.  I>iö  developpabele  Fläche  ist  die  Parallelfläche  für  die 
constante  Distanz  yHc  zur  Kegelfläche : 


Aus  den  Gleichungen  24)  findet  man : 

p  dq-"*    '^         y\{A-kq){B-kq){C-kqy 
J_a»_       /j     (^-Ar)(l?-<r)(C-Ar)     J      I 
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V>^^>/^^^^^^^VV>^^V^'VW^<^'N^VN/V%i»^^'V^  -^ 


m- 

Sind  die  beiden  Flächen  /*=0  nnd  /^csO  zwei  Flächen  zweiten  Gra- 
des ,  so  lässt  sich  die  Gleichung  der  nmschriebenen  developpabelen  Fläche 
am  einfachsten  ausführen,  wenn  statt  der  Pnnktcoordinaten  sogenannte 
tetraedrische  Coordinaten  zu  Grunde  gelegt  werden.  Man  kann  bekannt- 
lich das  Fundamentaltetraeder  so  wählen,  dass  die  Ecken  desselben,  in 
Beziehung  auf  jede  der  gegebenen  Flächen,  die  Pole  der  gegenüberliegen- 
den Seitenebenen  sind.  Die  auszuführenden  Rechnungen  entsprechen  dann 
dem  einfachsten  Fall  für  Pnnktcoordinaten,  wenn  nämlich  die  beiden  Flä- 
chen concentrisch  sind  und  ihre  Hauptachsen  gleiche  Richtungen  haben. 
Die  Reduction  zweier  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  mittelst  einer 
linearen  Substitution  auf  ihre  einfachsten  Formen,  in  welchen  die  Producte 
ungleicher  Variabelen  nicht  enthalten  sind,  ist  schon  mehrfach  ausgeführt; 
der  grösseren  Uebersichtlichkeit  wegen  sind  im  Nachstehenden  nur  die 
Fntwickelungen  der  bemerkten  Reduction  ausgeführt,  unter  HinzufÜgung 
einiger  neuen  Relationen,  welche  für  den  vorliegenden  Zweck  erforder- 
lich sind. 

Seien  P  und  Q  zwei  homogene  Functionen  zweiten  Grades  der  n  Varia- 
belen ^^ly^tf*^!!)  so  dass: 

r=:il     f=n  r=»     ssn» 

r=l      s=z\  r=l      *=1 

wo  allgemein  ö;.^,=a,,r  nnd  6r,*=^,,r  ißt.     Mittelst  der  Substitution: 

lassen  sich  P  und  Q  als  Functionen  von  ^y^,  ....py«  auf  folgende  Art  dar- 
stellen : 

Substituirt  man  in  die  Gleichungen  3)  für  -P,  Q  ihre  Werthe  aus  1)  iwid  die 
Werthe  von  gyi^Qt/tf-^Qf/n  aus  2),  so  ergeben  sich  die  w(n  +  l)  Gleich- 
ungen : 


''l^ri2^*»l  +  ^t^nt^m+'«"+<'n<?nn<?*,ii  =  «r>*> 


'ryt% 


biCryiCs,i  +  btCr,2^'Sit+""+bn^nHCs,n^br 

wo  r,  s  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  dnrchlanfon.     Von  den  n*  CoefB- 

cienten  c^,«    der   Substitution  2)    und    den  2n   Quantitäten   äj,  er,, o„, 

6j,6,, ...    hn  bleiben  n  unbestimmt,  eine  Unbestimmtheit,  welche  sich  leicht 

aufheben  lässt,  wenn  ;r^,.-..;f—  st»tt  yy^....yn  gesetzt  wird.    Es  soll  vor- 

ausgesetzt  werden,  dass  keine  der  Determinanten: 
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«1,1 1    «1,« 


=:A, 


*!,!>       ^l,n 


Vi,      V" 


=  5 


«11,1 1      fl«,« 

indet.     Darob  C  werde  die  folgende  Determinante  bezeichnet: 

=  C. 

Determinanten  Aj  B,  C  seien  respective  «r,*,  /?r,*,  yr,*  die  Factoren 
)  Determinante  C  mit  aj,^,  ...a„  maltiplicirt,  giebt: 

«1  ^l»l»    «f  ^l»f»  •  •  •  •  ^«  ^l»n 


«1  ^ti  1»    ««  ^tii»  •  •  •  •  «n  ^«m 


=  fl,  a, . . .  a«  C 


«I  ^«)  1  j  «t  ^n»  t»  ••••«»  ^m  « 
det  man  das  Product  mit  der  Gleichung  6) ,  so  ist  nach  4)  die  linke 
s  Products  gleich  A,  die  rechte  Seite  gleich  ^i  a, . . .  (inC/  Man  er- 
die  beiden  Gleichungen: 

cirt  man  die  erste  Gleichung  4)  mit  6^,  die  zweite  mit  (im,  bildet  die 
z  der  Producte,  so  folgt: 

r  5=1,2,  ...n  ergeben  sich  hieraus  die  Oleiah ungen: 

-^  (««^l  —  V  flf)  <?r,l  C2,|  =5  ««Vi  "~  V«r,2. 


^(ßm^t—  V«l)  Cr,e  C,,|  =  O,,  V«  ""  ^m<ir,u' 

cirt  man  diese  Gleichungen  resp.  mit  YijmjY^.my  ••  «711,111,  bildet  die 
der  Producte,  berücksichtigt: 

YUmCi^t+"+rn,mCn,t=0,    <^m, 

«m*i  — *«.ai  =  0,  /=m, 
(öjn  Vi  —  Vör,l)yi,-i  +  . . .  +  (flm^r,«—  Vör.fi)  yi,,m  =  0, 

=  z  gesetzt: 

(Z  Vi  —  «r,l)  yi,m+  . .  .  +  (t  V-  — «r,«)  y«,m  =  0. 

zt  man  hierin  r  =  l,2,  ...w,  so  ergiebt  sich  für  yi,m  ...  y»i,m  ©in  Sy- 
n  n  Gleichungen,  dessen  Determinante  yerschwinden  muss,  da  nicht 
^^i^  yi,M  •  -  •  -  yn,m  verschwinden  können.     Hieraus  folgt: 

26,,,  —«1,1,    2*1, t  — «14  2»  .••  2*Hn  —  «i>n 
Zbf^i  —  «tH  ,   2  *2,  t  —  «2»  2 »  •  •  •  ^  ^21  n  —  «2,  n 


s  Vi  —  ««,1,  « V2  —  ««12,  • . •  2*«,»  — «» 


=  0 
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oder: 

wo: 
10) 


Z?j"-pj»-'  +  ...+  (_l)«-i5,2+(_,)«^=0, 


|P=£(«l.rft,r  +  «.„ft„+...+a„r/J„r), 
I  r=n 

^  =  ;^(j^>r«i,r+^,rat,r+...+frn,rOi„r). 


Bezeichnet  man  die  Wnrzeln  der  obigen  Gleichung  in  z  durch  t,,«,, 
80  hat  man  bekanntlich: 

Da  nun  allgemein  2=p,  so  sind  die  Wurzeln  von  9)  ^,  ^, ...  ^. 


aus  folgt: 


br  K^ 


*^  A.  ^  />.   ^•••+  Ä   — "F'     —+  —  +  ••+— =-7- 


Multiplicirt  man  die  Gleichung: 


B       öj       ^, 


^nii  *'1M>           H»n 

^r-i,ji  ^r-1,*)   ^r-iin 

0,  1,              0 

<^r+jii,  Cr+iM»    ^r+j,« 

^»»1  »  ^njjj         ^nm 


=  yr>* 


mit  der  Gleichung  7),  so  folgt  nach  4): 


12) 


«IM  «l>5  (^i'tn 

^n.»  ^r>»  <^ii»« 

^'r+ni  <'r+i,»  f^r+un 

fl«,!  «m*  «nin 


«*=öiCfi...ö,CyrM. 


Die  links  stehende  Determinante  ergiebt  sich  aus  A^  wenn  die  Elem 
«r,i,ör,f«r.n  ersetzt  Werden  durch  c,,,,  c,,,, ...  c„„.     Hierausfolgt 

Wegen  ö,<7,...fl„C  =  -- und  a^,,  =  a„|.  lässt  sich  die  vorstehende  Gleich 
auch  schreiben: 


13) 


^*(ai»  r  c„,+a„rC„,  +. . .  +  a«,rC»,,)  =  —  y^„. 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  2)  respective  mit  «i  c,.,,,a,Cr,,i •••'»• 
bildet  die  Summe  der  Producte,  so  folgt  nach  4) 
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t  dieser  Gleichung  folgt: 

sssn 

=  Q  Zagt/,  {ßi,r  C^ys  +  ßt^r  Cfys  +  •    '  +  ßmr  Cm*)- 

;  wie  die  Oleichnng  13)  findet  man: 
eichnng  15)  geht  hierdurch  über  in : 

•=n         a/)  ßt:=n    ^^ 

=1,  2,.«.n  ergeben  sich  hieraus  die  n  Gleichungen  : 
/=»       dP  ^'="  at 


jrleichungen  resp.  mit  \-z — ,  ^t — , ...  ^-r —  multiplicirt  und   ad- 

O  tTj  C  Xf  o  Xff 

3ben  nach  14): 

i=»  ai>/      dP         dP  dp\ 

der  Doppelsummo  rechts  nur  die  Terme  übrig  bleiben ,  für  welche 
b,  so  folgt: 


.'^^"  *^?       dP  dP 


$z=zn    rt«. 


r  =  l     ,=  1        OXrOXs  ,  =  1     Ö« 

aloge  Weise  folgt : 


IV. 

ii«n  9fi,  jTti  ysi  y4  vier  homogene,  lineare  Functionen  der  vier  Varia- 
=0:,  ir,=3y,  x^=^z  und  o:^.  Die  Gleichungen  P=0  und  ö=0  zweier 
D  zweiten  Grades  lassen  sich  auf  folgende  Formen  bringen : 
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Zur  Vereinfachung  werde  im  Folgenden  gesetzt : 

Berührt  die  Ebene: 

2)  2Jvy  =  0 

jede  der  Flächen  1) ,  so  finden  die  Relationen  statt : 

3)  -2:^  =  0. 


Von  den  vier  Parametern  r„  Vt»  «^i»  ^i  der  Gleichung  2)  sind  nur  drei  ar- 
biträr, da  dieselbe  durch  einen  der  Parameter  dividirt  nur  drei  beliebige 
Constanten  enthält.     Die  Gleichungen  2)  und  3)  bleiben  angeändert,  wenn 

allgemein  v  ersetzt  wird  durch  — ,  wo  c*  (p'i+p*t+%+0  =  ^   genommen 

werden  kann,  so  dass,  unbeschadet  der  Allgemeinheit: 

4)  2;»«  =  1 

sein  möge.  Die  vier  Parameter  Vj,  p,,  t;,,  v^  der  Gleichungen  2),  3)  und  4) 
werden  als  Functionen  einer  Variabelen  u  angesehen.  Differenziirt  man 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  2)  nach  u,  so  ist  das  Resultat  der 
Elimination  von  u  zwischen  der  Gleichung  2)  und  der  folgenden: 

dn 


6) 


^y 


du' 


:0, 


die  Gleichung  der  developpabelen  Fläche,  welche  die  beiden  Flächen  1) 
gleichzeitig  berührt.    Die  Gleichungen  3)  und  4)  nach  u  differentiirt  geben : 

du 


•)            -tI 

US  den  Gleichungen  5)  und  6)  folgt : 

Piy      Vi.      2^s>      ^4 

7) 

^       üi      £i      ^ 

«1  '       «t  '       «8  '       «4 

Vi           P,          P,          V4 

»1,      rt>       «^31     «^4 

=  0. 


Eliminirt  man  Vi^v^yV^yV^  zwischen  den  Gleichungen  2),  3),  4)  und  7),  so 
ist  das  Resultat  der  Elimination  die  Gleichung  der  developpabelen  Fläche. 
Die  Gleichung  7)  lässt  sich  durch  vier  Gleichungen  von  folgender  Form  er- 
setzen : 

für  r=l,  2,  3,  4 ;  X,  fn,  v  sind  drei  Unbestimmte.  Multiplicirt  man  diese  Gleich- 
ung mit  Vr^  setzt  darauf  r=l,2,  3,  4,  addirt  die  Producte,  so  folgt  nach 
2)  und  3) :  v=0.     Man  hat  also: 
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i  Weglassung  des  Index : 


a^   b 
lan  diesen  Werth  von  v  in  die  Gleichungen  3),  so  gehen  dieselben 

1         «^  .      _i         y^ 


»*  1 


(4HJ  '  ^any 


cirt  man  die  erste  Gleichung  0)  mitA,  die  zweite  mit  fi,  so  giebt 
nme: 


fl  "*"  6 

icbungen  9)  folgen  respective  durch  Differentiation  der  Gleichung 
1 1  und  ^.     Hieraus  folgt,  dass  die  Discriminante  der  Gleichung  10) 
^ull  gesetzt,  die  gesuchte  Gleichung  der  Fläche  ist. 
e  Gleichung  10)  vollständig  entwickelt  ist : 
A« 

\o,         fl,         fl,         «4     yj 


^*2*$*4 


Stimmung  der  Wendecurve  dienen  die  Gleichungen : 

dv  yv 

den  ersten  Gleichungen  6)  und  die  Gleichung  5)  nach  u  differentiirt, 


Ott* 
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Mnltiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  X,  die  zweite  mit  fi,  die  dritte 
—  1  und  bildet  die  Summe,  so  folgt: 

Da  nun  nach  8)  allgemein  ( 1-  -~  j  y=y,  so  reducirt  sich  die  voretehe 

Gleichung  auf: 

Bedeutet  H  eine  Unbestimmte,  so  geben  die  Gleichungen  6): 


^^- 

üi      üi      ÜL 

fl      ^      ÜL 

Product  der  bei 

1 

ö,t;„      a,t;„     «4^4 

V,,             t^g,               l?4 
«8                «8                «4 

67""   V-  t^ 

3  stehenden  Determiua 

du 

Bildet  man  das 
folgt: 

«108  04 

den  recht! 

Dten 

^v_ 


Lav'-a^r^^,      l-t;\,     S^i^-^t^^ 


l>i 


1-«^,, 


_1I        __i 


oder  entwickeh 


Diese  Gleichung  und  drei  analoge  Gleichungen  geben ,  mit  Rücksicht  an 
und  4) : 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  folgt: 

Mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  geht  die  Gleichung  12)  überin: 


d.  i.  nach  8) : 


'')     V 
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Non  ist: 


»' 


(IH)' 


=1:0/— 2A2; 


r 


+  V£ 


ay* 


Diese  Gleichnng  reducirt  sich  nach  9)  und  10)  einfach  auf: 


(iny 


y* 


"(4+^) 


--£«y'. 


Mittelst  dieser  Oleichnng  nud 


a 


r.-^^^y- 


Iftsst  sich  die  Oleichnng  13)  auf  folgende  Weise  schreiben : 


oder  entwickelt : 
14) 


A' 


£af  + 


£by*  =  0, 


i.Ky\+b^y't+hy\+b^y\)^0. 


b^b^b^bj^ 

Durch  diese  Gleichung  und  die  Gleichungen  9)  ist  die  Weudecurve  bestimmt. 
Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1),  3),  8),  10),  11)  und  16)  von  III  n=4, 
so  kann  man  in  den  Gleichungen  11)  und  14)  von  IV  unmittelbar  statt  der 
tetraedrischen  Coordinaten  die  gewöhnlichen  Punktcoordinaten  einführen. 
Man  gelangt  dann  zu  folgendem  Resultat. 
In  den  beiden  homogenen  Functionen: 

r=4    «=4  r=4    *=4 

r  =  l    *=1  r=\    a=l 

sei  allgemein  «^,,=0,,;.,  brys^^^sjr-     Bezeichnet  «r,*  den  Factor  von  «r,, 
in  A^  ßrM  den  Factor  von  6r,«  in  B^  wo: 


^= 


"4U»       "4>4 


5  = 


^1>1I      ^1>4 
^4»  11       ^4^4 


setzt  man : 

r=4    «=4 

so  ist  die  Discriminante  der  Gleichung: 

gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  der  developpabelen  Fläche,  welche  den 
beiden  Flächen  ^=0  und  10=0  umschrieben  ist.   Die  Gleichung  der  Fläche 

ist  also  das  Resultat  der  Elimination  von  —  zwischen  den  Gleichungen : 
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^PBX'+2{Pp^P,)X(i+{Qq^0,)l,*  =  0, 

Für  die  Wendecurve  tritt  zu  den  YorsteheDden  Gleichangen  noch  die  fol- 
gende: 

Durch  Ausführung  der  angegebenen  Elimination  ergiebt  sich  als  Gleichung 
der  Fläche: 

{Pp^Pty{0q-0,y-4AQ{Pp-P,y^4BP{0q--0^Y 
--27  {JBPQy+iSJBPQ{Pp-P,){Oq^Q^)=^0. 

Die  Wendecurve  ist  durch  die  beiden  folgenden  Oleichungen  bestimmt : 
iPp-P,y--^BP(iOq-Qd. 

Q0q^0,y=-9A0{Pp^P0. 

Die  durch  Pj  und  Qi  bezeichneten  Functionen  haben  eine  sehr  einfache 
geometrische  Bedeutung,  es  ist  nämlich  Pi^^O  die  Gleichung  der  reciproken 
Polarflttcbe  der  Fläche  &=0  in  Beziehung  auf  die  Fläche  P=0.  Analoge 
Bedeutung  hat  die  Gleichung  Qi=0, 
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XV.  Mittheilnngen  ans  Thomson  and  Tait,  treatise  on  natural  philo- 

SOphy.     Oxford  1867. 

Inhalt  des  Stückes,  den  ein  Kegel  von  sehr  geringer  Oeff- 
nnng  aus  einer  Kngelfläche  herausschneidet.  Es  seif  der  Inhalt 
eines  sehr  kleinen  Stückes  der  Kugelfläche  (d.  h.  eines  Stückes,  wovon 
jeder  Theil  dem  Punkt  E  sehr  nahe  liegt)  und 
welches  durch  einen  Kegel,  der  P  zur  Spitze 
hat,  ans  der  Kugelfläche  herausgeschnitten 
wird.  Die  sehr  kleine  Oeffnung  dieses  Ke- 
gels sei  a>;  so  gross  ist  also  das  Stück,  wel- 
ches er  aus  einer  Kugel  schneidet,  deren 
Mittelpunkt  mit  seiner  Spitze  zusammenfällt 
und  deren  Radius  die  Einheit  ist.  Aus  einer 
Kugel,  deren  Mittelpunkt  P  und  deren  Radius 
PE  ist,  würde  jener  Kegel  das  Stück  coPE^ 
schneiden.  Dieses  Stück  ist  die  orthogonale  Projection  des  Elemente«;  E^ 
nnd  weil  der  Winkel  zwischen  beiden  Kugelstücken  =  PEC  ist,  so  hat  man 


E^cdPE^icos  PEC^ 


2  am  PE^ 


E£' 


wenn  a  =  CE  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet. 

Die  Anziehung  einer  homogenen  Kugelschate  auf  einen 
ausserhalb  gele- 
genen Punkt  ist 
dieselbe,  als  ob 
die  Masse  der 
Schale  im  Mittel- 
pun  kt  derselben 
concentrirt  wäre. 


Es  «ei  C  der  Mittel- 
punktdersehrdünnen 
Kugelschale,  P  der 
ausserhalb  gelegene 
Punkt    und    /     ein 
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Punkt  auf  PC,  so  dass  CJ \CA=C AiCP.  Ferner  sei  die  ganze  Kugelscha 
in  Paare  von  Elementen  zerlegt,  die  durch  einen  Doppelkegel  mit  d 
Spitze  J  herausgeschnitten  werden.  U  und  H'  seien  die  Inhalte  zwei 
solcher  Elemente ,  dem  Kegel  mit  der  Oeffnung  o)  entsprechend.  Dann  i 
nach  dem  Obigem 


^  = 


und  H'=z 


cosCHJ  cos  CJI  J 

Bezeichnet  man  mit  q  die  überall  gleiche  Dichtigkeit  der  Schale, 
sind  die  Anziehungen  der  beiden  Elemente  H  und  //'  auf  P  bezüglich 


JH* 


und 


JM' 


und 


^cos  CffJ'  PH^  """"^  ^  cosCH'J'  PH''' 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  C  PH  und  CffJM^tLCPH=LCh 

HP~"CP''CP' 
Gleicherweise  folgt    aus   der   Aehnlichkeit   der  Dreiecke  PCR'  ue 
CH'Jy  dass  L  CPB' ==LCB' J  und 

JH'  _CH' _  a 
W  P"  CP  "'CP' 
Die  Ausdrücke  für  die  Anziehungen  der  Elemente  H  und  //'  auf 
gehen  durch  diese  Substitutionen  über  in 

^ cos  CHj'  FF*  ""  '^cösFnl'  FP' 

Weil  Dreieck  H'CH  gleichschenklig  ist  und  die  Winkel  CPH  ur 
CPIf  bezüglich  gleich  CHJ  und  CH'  J  sind,  so  sind  diese  Ausdrücke  gleic 
und  geben  eine  Resultirendo  in  der  Richtung  PC,  deren  Grösse 

^^9cFr 

Um  die  ganze  von  dor  Schale   auf  den  Punkt  P  ausgeübte  Kraft  2 

finden,  wird  die  ganze  Schale  durch  Doppelkegel,  deren  Spitzen  in  Jliegei 

in  entsprechende  Elemente  zerlegt.     Die  Kesultirende  je  zweier  Elemeui 
2 

ist  2  a)'.  QjtkJ^^^  liegt  in  der  Richtung  PC.  Da  ^2©  gleich  der  Oberfläcl 

der  mit  dem  Radius  i  um  /beschriebenen  Kugelfläche,  also  =47t  ist,  so  In 
man  als  Ausdruck  der  ganzen  von  der  Kugelschale  auf  Pausgeübten  Kra 

AitQ.a* 
"CP^' 
Duisburg,  3.  Mai  1808.  Dr.  W.  Krumme, 

Oberlehrer  an  der  Realschule. 


XVI  Auflösung  einer  Aufgabe  von  Prinz  A.  Boncompagniy  die  Snmn 
von  Cubikzahlen  betreffend.    Von  Dr.  Ludwig  Matthiessen  in  Husun 

Im  IX.  Jahrgange  der  Zeitschrift  wurde  die  Aufgabe  mitgetheilt:  D 
ganzen  Zahlenwerthe  der  Grössen  a-,  w,  r  zu  bestimmen,  welche  die  Snimr 
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x*  +  (x  +  ry  +  (x  +  2ry+ +  [x  +  (n-l)rY 

r  Oubikzabl  machen. 

zwischen  ist  nach  oinem  im  XI.  Bande  pag.  248  u.  flg.  von  Professor 
r  in  Heidelberg  gegebenen  Referat  im  Jahre  18Ö6  von  Angelo  Ge- 
i  der  päpstlichen  Academia  de^  nnovi  Lincei  eine  Abhandlung  vorge- 
>rin  er  Auflösungen  der  unbestimmten  Gleichungen 

jp*+(x  +  r)«  +  (a;+2r)»+ +[x  +  {n-\)  ry  =  y" 

^  +  (^  +  0'  +  (^  +  20*+ +  [a?  +  (/i-l)r]*  =  t« 

Genocchi  wendet  dabei  das  bekannte  Verfahren  an,  aus  bereits 
:ten  Werthen  der  Unbekannten  neue  Wurzeln  zu  erfinden.  Ange- 
es  bekannten  Beispiels 

3«  +  4»  +  5»  =  6» 
nun  keine  Schwierigkeit  für  n  =  3  neue  Werthe  von  x ,  r  und  y  zu 
len.  Da  aber  auch  für  n  andere  ganze  Zahlenwerthe  verlangt  wor- 
dessen aus  dem  Referate  von  Professor  Cantor  nicht  zu  ersehen 
i  Genocchi  zu  anderen  Zahlenwerthen  dieser  Grösse  gelangt,  so 
i  hier  mein  Verfahren  mittheilen.  Man  kann  nämlich  ausgehen  von 
en  identischen  Gleichungen: 

0'  +  l*  =  1»  «  =  2 

(— iy+l»  +  3'  =  3»  w  =  3 

(-_  1)»  +  0«  +  1»  +  2»  =  2»  M  =  4 

(^3)»  ^  (_  1)»+  l»  +  3»  +  5»  =  5»  w  =  5 

(--2y  +  (—  l)'  +  0»  +  l»  +  2'  +  3'  =  3»     «  =  « 
u.  s.  w. 
ttelst  dieser  Gleichungen    ist  man  nun  im  Stande,  eine  beliebige 
von  Zahlen  zu  finden,  welche  eine  arithmetische  Progression  bil- 
d  deren  Cubensumme  wieder  eine  Kubikzahl  ist,  sowie  umgekehrt 
de  Oubikzabl  in  eine  beliebige  Anzahl  anderer  Cubikzahlen  zu  ver- 
D,  deren  Basen  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
e  Summe  der  gegebenen  Reihe  ist  nämlich 

'•(-+^''-)p+(«-o-+-^';j-^r'j=y'- 

vidirt  man  die  Gleichung  durch  r'  und  setzt  a::r  =  |,  y:r  =  iy,  sub- 
ausserdem  2^+n  —  1  =  ^,  so  erhält  man 

IS  den  oben  angeführten  speciellen  Beispielen  folgt  nun,  dass  die 
der  Reihe  ein  Cubus  wird,  wenn 

n  =  2p  =  3,     a;=  — (2/?+l),     r  =  2,     y  =  2;?  +  3, 

n  =  2p  +  4,     X  =  — (p  +  1),     r=l,     tj  =  p  +  2 
gt  man  hinzu  die  speciellen  Fälle 

3'  +  4»  +  5'  =  0' 
(-2)3  +  (-iy  +  0'+l^  +  2»  +  3^  +  4^  +  5'  =  6», 
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so  ist  die  Samme  ein  Oubus,  wenn 

3)  n  =  3,       a;  =  3,       r=I,     y==6, 

4)  n  =  8,     a;  =— 2,     r=l,     y  =  Ü. 

•Setzt  man  2a:  +  (w  —  i)  r  =  2,  so  kann  die  Suiuihe  offenbar  noch  ei 
Cubus  werden,  wenn  n  eine  beliebige  gerade  oder  ungerade  Zahl  un 
«  =  r  =  1  ist,  also: 


5) 


n  =  n. 


'Z  —  n 


r=l, 


^  =  7- 


Zu  der  Auflösung  3'  +  4'  +  5*  =  6'  gelangt  man,  wenn  man 
11  =  8,     r  =  l,     z=i  +  M,     y  =  4  +  M 
setzt.     Hieraus  ergiebt  sich  die  Bedingung  w  =  2  und  y  =  6,  a;=— 2.    t 
ist  also  die  Auflösung 

( —  2)»  +  (—  J ) » +  0«  +  l » +  2»  +  3'  +  4»  +  5'  =  ö' , 
welche  die  erstere  involvirt. 
Zu  der  schönen  Auflösupg 

11»  +  12' +  13»  +  14' =  20' 
gelaugt  man ,  wenn  man  »  =  4,  r=il,z=i-{-u  setzt.     Dann  ist 

y»  =  f  (l  +  «Jt(l  +  wy  +  J5t=8  +  9t/  +  |«»+J''». 
Setzt  man  y  =  2-{-pu^  so  erhält  man  die  Bedingungsgleichungeu  de 
Kationalität 

3  —  12/?* 


P  =  |,  «  = 


=  24,  also  y  =  20,  .T=li. 


2/?»  — i 

Was  den  Fall  w=:2  anbetrifft,  so  bemerkt  schon  Euler  in  seine 
Schriften,  dass«es  unmöglich  sei,  zwei  Oubikzahlen  anzugeben,  dere 
Summe  wieder  einen  Cubus  gäbe.  Also  wäre  das  Beispiel  0'+^'''  = '"'  ^^ 
einzige  Lösung.  Dann  kann  natürlich  auch  ;i  =  l  sein.  Dass  man  im  Stand 
ist,  auf  diese  Art  Oubikzahlen  in  die  Summe  beliebig  vieler  andere 
Oubikzahlen  zu  verwandeln,  deren  Basen  in  arithmetischer  Progressio 
stehen,  ersieht  man  aus  folgender  Zusammenstellung: 

351120» 

=  0»  + 351 120» 

=  175560»  +  234080»  +  202000» 

=  193116»  +  210672»  +  228228»  +  245784» 

=  183540»  +  193914»  +  204288»  +  214662»  +  225036» 

=  132240»  +  153824»  +  175408»  +  196992»  +  218576»  +  240160» 

=  91245»  +  117150»  +  143055»  +  168960»  +  194865»  +  220770»  +  246675» 

=  58520»  +  85690»  +  112860»  +  140030»  +  167200»  +  194370»  +  221540»  +  24870(y 


XVn.  Zur  Geschichte  der  Erfindung  der  elektrischen  Tdegraphit 

Abb^  Moigno  theilt  in  „Les  Mondes"  tome  XV,  livr.  14,   pag.  56 

mit:  Oantu  habe  von  Mailand  an  den  Administrator  des  historischen  lo 

stituts,  Kenzi,  eine  Mittheilung  über  den  Antheil  AlexanderVolta'u* 


Digitized  by 


Google 


Kleinere  Mittheilungen. 


351 


indang  der  elektrischen  Telegraphie  gelangen  lassen.  Cantu  sagt, 
»Ita  zuerst  daran  gedacht  habe,  Signale  auf  grosse  Entfernungen 
eines  auf  hölzernen  Pfählen  ausgespannten  Drahtes  zu  befordern» 
veis  dafür  wird  ein  von  Volta  an  den  Professor  Barletti  am  15. 
777  geschriebener  Brief  mitgetheilt.  Bis  auf  Weiteres  scheint  mir 
sser  Beweis  durchaus  ungenügend ,  weil  erstens  in  dem  Briefe  zwar 
'  Möglichkeit,  von  Como  aus  in  Mailand  eine  elektrische  Pistole  zu 
iie  Rede  ist,  nicht  aber  von  einer  Verwerthung  dieser  Möglichkeit 
graphische  Zwecke^  und  weil  zweitens  bereits  aus  den  Jahren  1753 
4  Vorschläge  zu  elektrischen  Telegraphen  bekannt  sind, 
e  betreffende  Stelle  des  Briefes  von  Volta  giebt  Moigno  mit  fol- 
Worten  wieder :  Je  ne  sais  ä  combien  de  milles  un  fil  de  fer  icndu  sur  le 
zhamps  ou  de  la  route^  replie  en  arriere  ou  traversant  un  canal  d^eau^  con- 
^elincelle  suivanl  le  parcourt  indiquS,  Mais  Je  prevois  que  dans  un  ires- 
foge  sur  la  terre  humide  ou  ä  travers  les  eaux  courants^  ils  s^etablirail 
une  communication  qui  devierail  le  cours  du  feu  electrique  separc  du 
de  la  bouteille  pour  relourner  au  fond.  Mai,  si  le  fil  de  fer  elail  soutenu 
Tlaine  elevalion  au-dessus  du  sol  par  des  poleauar  en  bois  planles  de  dt- 
i  dislancef  par  exemple  de  Cöme  ä  Milan ,  et  interrompu  seulemenl  dans 
er  Heu  par  mon  pistolelj  quUl  continuäi  et  vint  enfin  plomjer  dans  un  ca^ 
avigation,  qui  commtinique  avec  mon  Inc  de  Cöme^  je  ne  crois  pgs  im- 
de  faire  parlir  mon  pistolel  ä  Milan ,  avec  une  bonne  bouteille  de  Leyde 
par  moi  ä  Cöme. 

igegen  wurde  aus  ^^Scots  Mngazine^^  (Bd.  XV,  S.  78)  zuerst  von  dem 
^rer  Journal  „TÄe  Common  WeaUh>^  in  der  Nummer  vom  21.  Februar 
i  Brief  mitgetheilt,  welcher  nach  der  französischen  Uebersetzung  im 
s,  revue  encycloped^que'^  (IV» "7)  auch  in  die  Zeitschrift  des  deutsch- 
chischen  Telegraphen-Vereins  (I,94)überging;  derselbe  ist  von  Ren- 
Q  7. Februar  J753  datirt  und  mit  CM.  unterzeichnet,  was  man  für  die 
sbuchstaben  des  Schotten  Charles  Marshall  hält  (vgl.  Du  Mo n- 
aile  de  telegr.  electr.  p,  304).  In  diesem  Briefe  wird  vorgeschlagen, 
^n  Buchstaben  einen  Draht  mittels  Glas  oder  Harzkitt  isolirt  an  feste 
zu  befestigen  und  am  Ende  mit  einer  Kugel  zu  versehen,  welche 
^mElektrisiren  einen  auf  Papier  geschriebenen  Buchstaben  anziehen 
oder  man  sollte  anstatt  dieser  Buchstaben  Glocken  von  verschiede- 
Isse  nehmen  und  auf  diese  den  elektrischen  Funken  überspringen 
Zur  besseren  Isolation  könne  mau  auch  die  Drähte  ihrer  ganzen 
nach  mit  einer  dünnen  Lage  von  Holzkitt  überziehen, 
ähnlich  war  bekanntlich  der  1774  von  Lesage  in  Genf  gemachte 
lag,  mittels  an  den  Drähten  angebrachter  Hollundermarkkügelchen 
^raphiren. 

hliesslich  möge  noch  eine  Notiz  (in  ^^Comples  rendus^\  L.Wl^  1109) 
Lung  finden ,  in  welcher  die  erste  Idee  zu  einem  maguetischeu  Tele- 
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graphen  in  das  Jahr  163d  verlegt  wird;  dieselbe  scheint  sich  aber  auf  dei 
in  Daniel  Schwenter^s  mathematisch  -  philosophischen  Erquickstuudei 
(Nürnberg  1036)  enthaltenen ,  damals  und  auch  jetzt  noch  unauüföhrbarei 
Vorschlag  zu  beziehen,  welchen  auch  Dub  (Anwendung  des  Elektromagne 
tismus  S.  272)  aus  PoggendorfTs  Annalen  (82,  335)  mittheilt. 

Eduard  Zetzsche. 


XVnL  Heber  den  Aufsatz  von  Dr.  Grelle:  »»Lineare  Constmction  de 
Punktepaares,  welches  zu  zwei  gegebenen  Pnnktepaaren  gleichzeitig  hai 
monisoh  ist"  (Seite  148  laufenden  Jahrganges).  Die  vom  Verfasser  behan 
delte  Aufgabe  i»t  augenscheinlich  unmöglich  lösbar;  denn  das  Resultat  sin 
zwei  Punkte,  demnach  bestimmen  sich  diese  durch  eine  quadratische  Glei 
chung,  und  diese  letztere  kann  nie  linear  lösbar  sein.  —  Die  Fotgernnge 
des  Aufsatzes  sind  richtig  bis  Seite  150  unten,  wo  der  Verfasser  sagt:  „Vei 
fährt  man  demnach  mit  den  Paaren  t/,r  und  p,  q  ebenso,  wie  vorhin  mit  r, 
und  p,  5',  ...  so  ist  i...  festgelegt.**  Hier  hat  der  Verfasser  Übersehen,  das 
dieses  t  ein  anderes  auf  der  neuen  Linie  ist,  als  das  vorhergehende  (di< 
beiden  t  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  durch  a  geht).  Selbstverständ 
lieh  sind  auch  die  folgenden  Aufgaben  nicht  linear  zu  lösen. 

Berlin.  Dr.  H.  Hbrtzer, 

Lehrer  an  der  Qewerbeakademie. 


XIX.  Das  Carpi-Prämium.  Wir  wünschen  unsere  Leser  auch  diese 
Jalir  wieder  mit  der  Preisfrage  bekannt  zu  machen,  an  deren  Lösung  dii 
päpstliche  Akademie  der  Nuovi  Lincei  in  Rom  die  Ertheilung  das  Carpi 
Prämiums  von  1000  Lires  knüft.  Der  Gegenstand  der  Bearbeitung,  weicht 
bekanntlich  in  italienischer,  lateinischer  oder  französischer  Sprache  abge 
fasst,  spätestens  am  31.  October  18ö9  der  Akademie  übergeben  sein  muss 
und  welcher  der  Name  des  Verfassers  in  mit  einem  Motto  zu  versehendei 
geschlossenen  Couvert  beizuliegen  hat,  ist 

„Die  Vergleichung  der  Ebbe-  und  Fluthverhältnisse  dei 
hauptsHchlichsten  Häfen  an  der  italienischen  Küste,  die  PrafaD< 
und  Erklärung  der  dabei  auftretenden  Unterschiede." 

Mathematische  Erörterungen  im  Anschluss  an  die  Untersuchungen  voi 
Laplace  über  den  Gegenstand  sind  dringend  empfohlen;  zum  Mindeste! 
eine  klare  Darstellung  der  Schwierigkeiten,  welche  einer  mathematischer 
Behandlung  entgegenstehen.  Das  experimentelle  Material  muss  aas  ollfi- 
cielleix  Quellen  geschöpft  sein. 
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TT  Erklftrung  in  Betreff  der  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  y.  Brach 
über  die  cnbisohen  Kegelschnitte.  Gegenüber  den  Angriffen,  welche  unser 
College  Dr.  v.  Drach  durch  seine  Schrift  über  die  cubischen  Kegel- 
schnitte sich  zugezogen  hat,  fühlen  wir  uns  zu  folgender  Erklärung  ver. 
anlasst. 

Nachdem  im  Eingange  jener  Schrift  Möbius,  Chasles,  Seidewitz^ 
Schröter,  Cremona  rIh  diejenigen  bezeichnet  worden  sind,  durch 
welche  die  Theorie  der  cnbischen  Kegelschnitte  entstanden  und  ansge- 
bildet  ist,  f^hrt  Drach  fort: 

„Mit  Rücksicht  darauf,  dass  einerseits  synthetische  Betrachtungen 
„nicht  Jedermann  angenehm  sind  und  andererseits  die  analytische  Behand- 
„lung  Creme  na*s  ausserhalb  seines  Vaterlandes  weniger  bekannt  sein  mag, 
„dürfte  vielleicht  nachfolgende  Zusammenstellung  der  hauptsächlichsten 
„ Eigenthümlichkeiten  der  Raumcurvcn  dritter  Ordnung,  welche  zugleich 
„einen  Beitrag  liefert  zu  der  immer  innigeren  Verschmelzung  der  neueren 
„analytischen  und  synthetischen  Geometrie,  sowie  zu  einer  Theorie  der 
„algebraischen  Raumcurven  überhaupt,  nicht  unerwünscht  sein  und  die 
„Aufmerksamkeit  in  etwas  höherem  Grade  auf  jene  Curven  hinlenken, 
„deren  Bedeutung  für  die  Mechanik  schon  von  Möbius  und  Chasles  er- 
,,kannt  wurde  und  denen  möglicher  Weise  für  die  weitere  Entwickelung 
„mancher  mechanischer  und  physikalischer  Untersuchungen  eine  nicht 
„unbedeutendere Rolle  zugetheilt  sein  mag,  als  den  ebenen  Curven  und  den 
„  Oberflächen  zweiter  Ordnung." 

In  der  Schrift  selbst  sucht  Drach  die  Untersuchungen  der  genannten 
Autoren  so  gut  als  möglich  zu  benutzen,  um  eine  Darstellung  zu  liefern, 
durch  welche  dem  Leser  ein  bequemer  Zugang  eröffnet  werden  soll  in  das 
Innere  der  in  Rede  stehenden  Theorie. 

Wenn  Drach  in  seiner  Schrift  zuweilen  Untersuchungen  von  Cre- 
mona fast  wörtlich  wiedergiebt,  so  können  wir  hierin  nur  eine  Aner- 
kennung der  Vortrefflichkeit  derselben  erblicken,  und  können  überhaupt 
nicht  zugeben,  dasS;  nachdem  die  von  ihm  benutzten  Quellen  in  der  Ein- 
leitung einmal  genannt  waren,  der  Verfasser  auch  im  weitereu  Verlaufe  der 
Schrift  zu  fortwährenden  Citationen  verpflichtet  gewesen  wäre. 

Allerdings,  einräumen  müssen  wir,  dass  das  Verfahren  unseres  Col- 
legen  Drach  ein  etwas  unvorsichtiges  gewesen  ist.  Denn  jeder  Leser 
wird,  sobald  er  in  der  Einleitung  einen  so  glänzenden  Namen  wie  Cremona 
gefunden  hat,  ein  Vornrtheil  fassen  zu  Gunsten  Cremona^s,  und  jeden  be- 
liebigen Theil  der  Schrift  von  vornherein  mehr  geneigt  sein,  als  ein  Werk 
Cremona's  denn  als  ein  Werk  DracVs  anzusehen.  Und  was  wohl  zu  be- 
achten ist,  jeder  Leser  wird  fabt  unwillkürlich  sämmtliche  giUe  Partiecn 
der  Schrift  auf  Rechnung  Cr emona^s,  hingegen  die  weniger  gelungenen 
oder  gar  fehlerhaften  Partieen  derselben  auf  Rechnung  Drach's  setzen. 

Digitized  by  VjOOQIC 


354 


Kleinere  Mittlieilungen. 


ünvorsiclitig  ist  es  also  allerdings,  dass  Drach  nicht  Schrit 
Schritt  angegeben  hat,  in  wie  weit  die  einzelnen  Betrachtungen  von  < 
mona  oder  von  ihm  selbst  herrühren.  Aber  es  ist  eine  Unvorsichtig 
durch  welche  Cr e mona  in  keinerlei  Weise  geschädigt  werden  kann, 
Unvorsichtigkeit,  durch  welche  nur  Drach  selbst  in  üble  Lage  kor 
konnte. 

Jedenfalls  dürfte  nicht  zu  bestreiten  sein,  dass  Drach  sich  un 
grössere  Publicum  ein  anerkennenswerthes  Verdienst  erworben ,  inde 
die  Aufmerksamkeit  desselben  auf  die  schätzbaren  Untersuchungen  ( 
mona^s  geleitet  hat. 

O.  Hesse. 

A.  CliEBSCH. 

C.  Neümann. 
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Fortsetzung  (siebe  viertes  Heft). 


Zweiter  Abschnitt. 

ebene  Punktreihen  nnd  ebenes  Strahlbüiehel,  ebenet  Tangenten* 
^lUehel  nnd  gerade  Pnnktreihe  in  perspeetiviseher  Lage. 

10.  Allgemeine  Definition  und  Erieugongsweii^  Ton  Curren. 

a)   Denken  wir  uns  einen  Punkt  d  aus  der  Lage  d    auf  einer  6e- 
in  die  Lage  eines  der  ihm  benachbarten  Punkte  gerückt,  etwa  in 

I  von  &  ,  dann  eine  Gerade  s  aus  der  Lage  s    in  der  Ebene  @  um 

kt  d    in  die  Lage  eines  der  dem  Strahl  s    benachbarten  Strahlen 

en  Strahlbüschels  d  ,  etwa  in  die  Lage  s  gedreht,  dann  d  auf  der  Ge- 

aus  der  Lage  d  in  die  eines  derbeiden  benachbarten  Punkte  gerückt, 

^h  d  ,  ^  um  den  Punkt  d    in  derselben  Ebene  @  aus  der  Lage  s  in 

I  der  beiden  im  Büschel  i^  benachbarten  Strahlen  s    gedreht  u.  s.  f., 

ht  eine  stetige  ebene  Curve*);  an  welchen  Begriff  wir  jedoch 
Dgung  knüpfen ,  dass  d  und  s  in  wenigstens  zwei  aufeinander  fol- 
jagen  denselben  Richtungs-  resp.  Drehsinn  beibehalte**).  Jede  der 
s  yS  ^s  ,..  Sy,,,  verbindet  zwei  aufeinander  folgende Curvenpunkte, 

l\  d^  Ä*,  ^  i  ...^^  l^  ...  und  jeder  der  Punkte  d^  Ä^  . . .  g^  . . .  ist 
ittpunkt  zweier  aufeinander  folgender  Tangenten  resp.  s  s  ^  s  s   ... 

[ommt  es  vor,  dass,  wenn  s  in  eine  Lage  Sj^  und  der  zugehörige  der 
I  in  die  Lage  d         gelangt  sind ,  der  Winkel ,  um  welchen  nun  s 


gL  CremonOy  Introduzione  ad  ttna  teoria  geometrica  detle  curoe  piane  No.  2S; 

t,  neoraetrie  der  Lag^e  No.  2,  21. 
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sieb  dreht,  gleich  Null  ist,  also  ^  auf  der  Geraden  s  an  die  Stelle  ( 
der  Nachbarelemente  v.on  jö        ,  etwa  ^  rücken  muss,  dast»  s  f< 

diese  Lage  Sj   beibehält  und  nur  d  in  die  dem  d  benachbarte  ] 

^  rückt  u.  s.  f.,  bis  d  zu  einem  Punkt  ^  ^  der  Geraden  y^  gelangt 
welchen  sich  s  aus  der  Lage  s.  in  die  eines  der  Nachbarelemente  des 

schels  d      ^  dreht;    oder  kommt  es  andererseits  vor,  dass,  wenn  i^  ii 

Lage  eines  Punktes  ^    und  s  in  die  Lage  s.  gekommen ,  s  aus  der  La^ 

in  die  darauffolgende  u.  s.  f.  übergeht ,  ohne  dass  ^  aus  der  Lage  d    r 

bis  s  in  eine  Lage  s^         gelangt,  auf  welchem  Strahl  ^  aus  der  La{ 

in  eine  benachbarte  rückt,  s  aber  in  seinen  sämmtlichen  Lagen  in  derse 
Ebene  ®  liegt,  so  nennen  wir  eine  solche  Curve  eine  ebene  gebrocL 
Curve,   eine  stetige  ebene  gebrochene  Curve,  wenn  weder 

der  Punktfolge  von#  d  bis  d       ^  ~     incl.,  noch  s  in  der  Strahlen! 

von  5.  bis  s^  incl.  den  Be>¥egungssinn  ändert. 

47.    Zur  Erzeugung  einer  ebenen  Curve  nahmen  wir  die  sämmtli 

12  t 

in  d  I  d  ...»•••  befindlichen  ebenen  Strahlbüschel  in  einer  und  derse 
Ebene  liegend  an.  Denken  wir  uns  jedoch,  nachdem  ^  in  den  dem  d  ben 
harten  Punkt  d  und  s  von  8  nach  s  gerückt,  die  Ebene  @  aas  der  ] 
(t  5)=:@  in  die  der  einen  der  @  benachbarten  Ebenen  des  Ebe 
büschels  s  gedreht ,  etwa  in  die  Lage  @  ,  dann  i  von  &  auf  der  6erad( 
nach  d  und  s  aus  der  s   in  die  des  einen  seiner  Nachbarstrahlen  in 

1  2 

der  Ebene  ®  zugehörigen  Strahlbüschel  ^  ,  s  gedreht  und  nun  wiedei 
Ebene  @  aus  der  Lage  @   in  die  der  einen  ihrer  Nachbarebenen  im  ] 

2  2    * 

nenbüschel  s  gedreht,  etwa  in  die  Lage  @  ,  und  nachdem  j^  von  iS   auf  i 

3  2 

die  folgende  Lage  S   gerückt,  in  dem  der  Ebene  @   zugehörigen  Strati 

3    .  .      .  * 

schel  jg(   die  Gerade  s  aus  der  Lage  s   in  die  des  einen  der  Nachbarstral 

2 

^  gedreht  u.  s.  f.,  so  entsteht  eine  gewöhnliche  stetige  Raumcai 
sobald  wir  die  Bedingung  erfüllen,  dass,  wenn  d  in  irgend  einer  Lag 

der  Geraden  s  den  Richtungssinn  oder  s  in  irgend  einer  Lage  ^^  von  § 
Drehsinn  oder  @  in  irgend  einer  Lage  s    von  s  den  Drehsinn  ändern, 

beweglichen  Elemente  ^y  s,  @  den  jedesmaligen  neuen  Richtungs-  r 
Drehsinn  wenigstens  in  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  beibehalten. 
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,  g    u.  s.  f. ,  andererseits  $  ^  s  ^  s   u.  s.  f.,  ©  ,  ©  ,  @    u.  s.  f.  nennen 

in  an  der  folgende  Elemente  der  Haumcarve. 
Inbegriff  der  Bewegung,  welche  die  drei  Elemente  3,5,®  aus- 
renn sie    resp.  ans   einer  Lage    ^  ,  6*  ,  @    in  die  darauffolgende 

1  ^>l-M    ..11  '      '       ^ 

,  5        ,  ©  übergehen,   nennen   wir  eine  Bewegungsein- 

ßrändern  in  einer  Aufeinanderfolge  von  Bewegnngseinheiten  eines 
der  Elemente  g,  5,  ©  ihre  Lage  nicht,  so  erhalten  wir  eine  ge- 
e  stetige  Raumcurve;  wir  stellen  aber  auch  hier  die  Bedin- 
»s,  so  lange  in  einer  Aufeinanderfolge  von  Bewegungseinheiten 
zwei  der  Elemente  ig,  ä,  ©  ihre  Lage  nicht  ändern,  das  dritte  den 
-  resp.  Drehsinn  nicht  ändern  darf,  und  dass,  so  lange  eines  und 
ler  Elemente  jg,  «  seine  Lage  nicht  verändert,  die  anderen  beiden 
'egungssinn  nicht  ändern  dürfen. 

Gesteht  zwischen  den  Ortsveränderungen  der  Elemente  ^,  5,  © 
egungseinheit  und  den  Bewegungseinheiten  unter  sich  ein  Gesetz, 
die  Curve  eine  gesetz massige,  im  anderen  Falle  eine  g e s e t z- 

ngen  nach   einer  Aufeinanderfolge   von  ßewegungseinheiten  die 

j^,  ^,  ©  resp.  aus  den  Lagen  ^  »  *i >  ©    i^  <^i^  Anfangslage  resp. 

und  fallen  sie. in  den  folgenden  Bewegungseinheiten  (ig $©)        , 

n.  s.  f.  resp.  mit  den  gleichartigen  Elementen  der  Bewegungs- 

(d*©)  ,  (Ö5©)    u.  s.f.  zusammen,  so  heisst  die  Curve  eine  ge- 

5ne  Curve. 

Verändert  während  des  ganzen  Verlaufes  der  Curve  die  Ebene  © 

nicht,  so  erhalten  wir  eine  stetige  ebene  Curve;  verändert 
des  ganzen  Verlaufes  der  Curve  s  seine  Lage  nicht,  so  entsteht 
nenbüschel,  dessen  Bewegungseinheiten  aus  den  zwei  beweg- 
ementen  jg  und  ©  bestehen ,  und  verändert  während  des  ganzen 

der  Curve  ^  seine  Lage  nicht,  so  hüllen  die  Elemente  s  und  © 
gel  ein.    Bleiben  während  des  ganzen  Verlaufes  der  Curve  s  und 

entsteht  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Bewegungseinheiten  nur 
einen  Element  ©  bestehen;  bleiben  ©  und  ^  fest,  so  entsteht  ein 
Btrahlbüschel  und  bleiben  @  und  ^  fest,  einegeradePnnkt- 
i  specielle  Fälle  der  allgemeinen  Curve. 

Ind  nie  während  des  ganzen  Verlaufes  einer  in  der  angegebenen 
zeugten,  stetigen,  gebrochenen  geschlossenen  Raumcurve  alle  drei 
I  der  Bewegungseinheiten   in  Bewegung,    wenn   diese    aus  einer 
iie  nächstfolgende  übergehen,  und  wechseln  stets  die  Aufeinander 
D  Bewegungseinheiten,  in  denen  die  Gerade  s  festbleibt;  während 

25" 
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2  und  @  in  der  angegebenen  Weise  stetig  ihre  Lage  verändern,  mit  solchen 
Aufeinanderfolgen  ab ,  in  denen  die  Gerade  s  »tetig  ihre  Lage  verändert, 
während  ^  and  @  fcstbleiben ,  so  entsteht  ein  räumliches  und  wenn  die 
Ebene  ©stets  festbleibt,  ein  ebenes  Polygon  als  specieller  Fall  der 
allgemeinen,  stetigen,  gebrochenen  und  geschlossenen  Raumcurve. 

c)  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  gemäss  den  in  §  1  gemachten  Vor- 
aussetzungen als  charakteristisches  Merkmal  aller  Curven, 
welche  auf  die  erwähnte  Art  erzeugt  gedacht  werden  können, 
dassjedeBcwegungseinheit  nur  an  zwei  benachbarte  grenzt, 
80  dass,  wenn  die  eine  derselben  als  die  vorhergehende  be- 
zeichnet wird,  nur  eine  die  folgende  sein  kann,  und  dass  je- 
des der  Elemente  der  Bewegungsoinheiten  (der  Curve)  nur  an 
zwei  gleichartige  grenzt,  derart,  d  ass,  wenn  das  eine  dersel- 
ben das  vorhergehende,  nur  eines  das  folgende  sein  kann,  die 
Curvealso  nur  in  zweierlei,  einander  entgegengesetzten  Be- 
wegungssinnen von  den  sie  bildenden  Bewegungseinheiten 
oder  deren  Elementen  beschrieben  werden  kann. 

Weiter  auf  die  Raumcurven  einzugehen,  entspricht  unserem  Zwecke 
nicht;  bis  hierher  glaubten  wir  aber  auch  auf  sie  unsere  Discussipn  aus- 
dehnen zu  müssen,  um  die  allgemeine  Giltigkcit  der  angegebenen  Erzeu- 
gungsart der  Curven  und  damit  ihre  Berechtigung  und  ihre  Grenzen  zu  et- 
kennen  (vergl.  No.  7rf). 

48.  Nachdem  in  dem  ersten  Abschnitt  die  speciellen  ebenen  stetigen 
Curven ,  eine  oder  mehrere  gerade  Punktreihen  mit  einem  oder  mehreren 
ebenen  Strahlbüscheln  in  perspectivische  Beziehung  gebracht  und  die  in 
den  verschiedenen  Lagen  derselben  stattfindenden  und  die  jedesmalige 
Lage  charakterisirenden  Eigenschaften,  die  Abhängigkeit  der  Lage  und  des 
Bewegungssinnes  jedes  der  Elemente  von  der  Lage  und  dem  Bewegungs- 
sinn des  entsprechenden  erörtert,  wollen  wir  in  diesem  Abschnitt  die  all- 
gemeinen stetigen  ebenen  nicht  gebrochenen  Curven  in  ihren  Beziehungen 
zu  diesen  einfachsten  ebenen  stetigen  Curven  in  gleicher  Weise  unter- 
suchen und  im  Folgenden  unter  „Curve*'  immer  eine  ebene  stetige  nicht 
gebrochene  Curve  verstehen,  welche  wir  uns  auf  die  in  No.  46  angegebene 
Art  erzeugt  denken  können. 

a)  Eine  solche  Curve  kann ,  da  jede  ihrer  Bewegungseinheiten  stets 
aus  zwei  Elementen,  Punkt  und  Gerade  besteht,  ihrer  Entstehung  gemäss 
(No.46und  476*)  sowohl  als  eine  continuirliche  Aufeinanderfolge  von  Punk- 
ten, eine  krumme  Punktreihe,  wie  als  eine  continuirliche  Aufeinander- 
folge von  Strahlen,  ein  Tangentenbüschel  angesehen  werden.  Jeder 
Punkt  der  Curve  erscheint  als  der  Mittelpunkt  eines  ebenen  Strahlbüschels, 
welcher  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  mit  der  Curve,  d.  i.  ihrem  Tan- 
gentenbüschel gemeinschaftlich  hat,  und  jede  Tangente  der  Curve  als  eine 
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'unktreihe,  welche  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Curve 

^haftlich  hat. 

Oen  Voraussetzungen   in  No.  2  und  3  zufolge  oder  nach  No.  5  ent- 


^unkt  der  Curve  in  jedem 
schel  der  Ebene,  mit  des- 
ßlpunkt  er  nicht  zusammen- 
und  nur  ein  Strahl,  welcher 
perspectivisch  liegt;  in  dem- 
Strahlbüschel  aber,  dessen 
nkt  mit  ihm  identisch  ist, 
hen  ihm  alle  Strahlen ; 

von    einander    verschiede- 
ein  and  erfolgenden  Punkten 

der  Curve  entsprechen 
der  Strahlbüschel  derEbene, 
[ittelpunkte   ausserhalb   der 
;emein8chaftlichen  Tangente 
0,  zwei  aufeinanderfolgende 

nder  verschiedene  Strahlen; 

m     der    Strahlbüschel     der 
deren  Mittelpunkte  die  von 

*      verschiedenen  Punkte 
ind,  ein  und  derselbe  (zwei 

anfallende)  Strahl,  nämlich 
B  verbindende  Tangente  s    ; 

n  der  beiden  Strahlbüschel, 

[ittelpunkte  die  Punkte  d 

^    selbst  sind,  die  Tangente 
beiden   gemeinschaftliche 

und    alle  übrigen  Büschel- 


jeder  Tangente  der  Curve  auf  jeder 
geraden  Punktreihe  der  Ebene,  de- 
ren Träger  nicht  mit  ihr  zusammen- 
fällt, ein  und  nur  ein  Punkt,  welcher 
mit  ihr  perspectivisch  liegt;  auf  der- 
jenigen Punktreihe  aber,  deren  Trä- 
ger mit  ihr  identisch  ist,  entsprechen 
ihr  alle  Punkte ; 

je  zwei  von  einander  verschiedenen 
aufeinanderfolgenden  Tangenten 
s        ,  s     der  Curve  entsprechen 

auf  jeder  der  geraden  Punktreihen  der 
Ebene,  welche  nicht  den.  beiden  ge- 
meinschaftlichen Punkt j^  enthalten, 
zwei  aufeinanderfolgende  von  ein- 
ander verschiedene  Punkte; 

auf  jeder  der  Punktreihen,  welche 
den  beiden  gemeinschaftlichen  Punkt 

d  enthalten,  aber  mit  keiner  der- 
selben zusammenfallen,  ein  und  der- 
selbe(zweizusammenfallende)Punkt, 

nämlich  der  Curvenpunkt  d   ; 

auf  jeder  der  beiden  Punktreihen, 
deren  Träger  diese  beiden  Tangen- 
ten selbst  sind,  der  Curvenpunkt  d  , 
welcher  beiden  gemeinschaftlich  i^t, 
und  alle  übrigen  Punkte  der  Ge- 
raden. 


§.  11.    Gewöhnliche  endliche  Cnrrenelemente. 

J.   Allgemeine  Bestimmungen. 

Beweeren  wir  eine  Gerade  s    so,   dass  sie  in  einem  bestimmten 

der  Reihe  nach  die  Lage  der  Tangenten  s  einer  ebenen  stetigen 
einnimmt,  von  irgend  einer  ihrer  Tangenten  an,  welche  wir  mit  s^  . 
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bezeichnen  wollen,  and  rücke  ein  Punkt  d^  auf  der  Geraden  s     in  jeder 

ihrer  Lagen  so  fort^  dass  er  der  Reihe  nach  die  Punkte  der  Curve  von  ^ 
an  deckt,  das  heisst  also,   lassen  wir  die  Gerade  s     im  Sinne  £  von  s    an 

den  Tangentenbüschel  und  zugleich  den  Punkt  S>  von  B  an  die  krumme 
Punktreihe  S  durchlaufen,  so  wird  zufolge  No.  46  und  14a*  durch  die  Be- 
stimmung des  Bewegungssinnes  2^  auf  jeder  der  Tangenten  s  der  Curve  ein 
gewisser  Richtungs-  und  in  jedem  der  Büschel  d  ein  gewisser  Drehsinn  be- 
zeichnet, welche  jeder  gleichzeitig  mit  £  in  den  entgegengesetzten  über- 
gehen. 

a)  Wir  nehmen  nun  vorläufig  an^  die  Curve  5  habe  in  den  nächsten  l 

im  Sinne  2]  auf  s  resp.  g  folgenden  Tangenten  s  s  .,,  s^  und  Punkten 
ü    d   ...8,   welche  das  Curvenstück  S^    ^  bilden,  die  Eigenschaft, 

1.  dass  diese  Tangenten  von  S  lauter  endliche  Gerade,  welche  sich 
sämmtlicb  nur  in  endlichen  Punkten  schneiden,  so  dass  also  auch 

die  k  +  i  Curvenpunkte  ^  von  S^^  ^  lauter  endliche  Punkte  sind, 

2.  dass   s     beim   Uebergang  aus  jeder  der  ersten  X  Tangenten  von 

S^    'in  die  im  Sinne  U  folgende  eine  Drehung  in  demselben  Sinne 
J  ausführe,  als  bei  dem  Uebcrgange  aus  der  Lage  s    in  die  s  , 

3.  dass  der  Punkt  g^ ,  um  aus  der  Lage  irgend  eines  der  ersten  k  Cur- 
venpunkte von  5  in  den  im  Siuno  £  folgenden  zu  gelangen,  auf 
der  mit  beiden  perspectivischen  Lage  von  s  sich  jedesmal  in  dem- 
selben Richtungssinn  /*  bewegen  muss,  der  auf  der  Geraden  s    iu 

der  Anfangslage  derselben  s    durch  die  Bewegung  des  Punktes  ^ 

aus   der  Lage  ^    in  die  »   eindeutig  bezeichnet  ist  (No.  14 a^). 
Diese  Annabmen  sind  nach  No.  46  gestattet,  da  über  den  Wertli  von  l 
nichts  bestimmt  ist. 

/y)  s^y  s  y  s  ,  s  ,  s^  seien  ir^^end  fünf  im  Sinne  £  aufeiuanderfolgcinle 

der  erwähnten  k+i  Tangenten  von  S^     \  von  denen  die  ersten  vier  resp. 

die  Curvenpunkte   d   d,^  Ä,  ö^  ,  ^^     enthalten;    s  ,  s^   seien  irgend 

zwei  im  Sinne  27  aufeinan<lerfolgende  der  J+ 1  Tangenten  von  s    bis  ä^. 

welche  resp.  die  Punkte  ^  ^  ,  iS^^  enthalten,  wobei  also  J;  jeden  der 
Werthe  0,  1,  2,  ...  A  —  2,  ß  jeden  der  VVerthe  1 ,  2  ...  f  —  1  haben  kann. 

^  c)  Befindet  sich  s    in  der  Lage  einer  der  Tangenten  von  S       ,  etwa 
5.,  so  deckt  der  Halbstrahl  §r^^^\  d.  i.  der  Halbstrahl,  welcher  mit  dem 
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Grenzpunkt  3^  als  Anfangspunkt  den  Bichtungssinn  P  angiebt  (No.  14  a'), 
wenn  d^  in  der  Lage  d  ,  den  Halbstrahl  3^^^*^  =  ^^  '  ,  und  wenn  g^  in 
die  Lage  d^  rückt,  den  Halbstrahl  d^^^*^  =  4'^'  '*^  geht  nun  s  in  die  im 
Sinne  H  auf  s.  folgende  Lage  s  über,  im  Büschel  §p  im  Sinne  J  sich  fort- 
bewegend, so  geht  nach  Voraussetzung  (No.  49a*)  der  Halbstrahl  d 
aus  der  Lage  i^^'^'  *^  in  die  Lage  j^^^'*^s=g^^    *^  über,  in  welcher  er  mit 

der  folgenden,  wenn  i^^  aus  der  Lage  sP  in  die  d  rückt,  ausser  diesen  bei- 
den (Punkten)  ^^  und  j^  alle  übrigen  Punkte  gemeinschaftlich  hat;  des- 
gleichen haben  die  Halbebencn  iJ;?,'^  und  3,  ,  v  ausser  den  Punkten  der 
begrenzenden  Halbstrahlen,  d.  i.  ausser  den  Punkten  der  Geraden  8.  und  s 
alle  übrigen  Punkte  gemeinschaftlich  (No.  17  a,  39a).  Ebenso  haben  auch 
die  Halbstrahlen  ^^^~"^^ ^^^^^"^^  und  Bj^^*^  =  d[^~*^  ausser  den  Grenz- 

pankten  jg^  und  s^  alle  übrigen  Punkte  und  die  Halbebenen  »Jl7I\      =  ^(l^J\ 

/^ j^\ 

und  s,.   .  '  alle  Punkte  ausser  denen  der  Geraden  5,  und  s  gemeinschaft- 

lieh;  folglich: 

Der  Schnittpunkt  irgend  einer 
Geraden  g  mit  der  Tangente  s,  ge- 
hört demnach,  wenn  er  ein  endlicher 

von  S>  und  d  verschiedener  Punkt 
ist,  demjenigen  der  beiden  Halb- 
strahlen 3^'  *',  g^^~  ,  welchem  er 
in  Bezug  auf  die  eine  der  beiden 

Lagen  ^^  und  Ä^  von  F  angehört, 
auch  in  Bezug  auf  die  andere  an. 


Der  Mittelpunkt  p  irgend  eines 
Strahlbüschels  gehört,  wenn  er  ein 
endlicher  ausserhalb  der  Geraden 
5.  und  5   gelegener  Punkt  der  Ebene 

ist,  derjenigen  der  beiden  Halbebe- 
nen Si!^    .  ,  welcher  er  in  Bezug  auf 
die  eine  der  beiden  Lagen  s,  und  s 
von  $    angehört,  auch  in  Bezug  auf 
die  andere  an. 

Wegen  der  Voraussetzungen  in  No.  49a  gilt,  was  hier  von  den  Punk- 
ten d  und  §f  und  den  Tangenten  s ,  und  s  gesagt  ist,  von  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden  Punkten  und  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Tangenten 
des  Cnrvenstücks    S^      . 

B.  Ein  nur  gewöhnliche  endliche  Elemente  enthaltendes 
Curvenstück  und  eine  g*erade  Punktreihe. 

50.  Aus  No.49c  und  45e  oder  36c*  und  456  erhalten  wir  folgen  de  Sätze: 
a)   1.  Da  die  Punkte  2  von  S^       continnirlich  sich  aneinander  reihen, 
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und  lauter  endliche  Punkte  sind,  so  liegen  sie  in  Bezug  auf  jede 
Gerade,  welche  keinen  derselben  enthält,  auf  derselben 
Halbebene. 

2.  Es  folgen  daher,  während  die  Gerade  s  von  s    an  stetig  im  Sinne 

9  • 

27  das  Curvenstück  S^^  ^  beschreibt  bis  5.,  die  mit  den  aufeinanderfolgen- 
den Lagen  derselben,  d.  i.  mit  den  im  Sinne  JS  aufeinanderfolgen- 
den   Tangenten    von   S^^  ^  auf  irgend   einer  Geraden  g     der 

Ebene,  welche  keinen  der  Punkte  ^  von  S^^  ^  enthält,  also 
auch  auf  g^^  perspectivischen  Punkte  stetig  in  demselben 
Richtungssinne  P    aufeinander  und  bilden  auf  derselben  di 

Strecke  a^**'^); 

3.  und  zwar  gehören,  wenn  g^^'  ^  den  unendlich  entfernten 
Punkt  von  g    nicht  enthält,  diese  Punkte  entweder  sämmtlicb 

dem  Halbstrahl  g^^'*^  oder  sämmtlich  dem  Halbstrahl  sf^"^^ 
der  perspectivischen  Lagen  von  s    an.     Wenn  aber  die  Strecke 

pr  '  ^  den  unendlich  entfernten  Punkt  a^  einmal  enthält,  also  g    zu  einer 

der  Tangenten  von  S^**  ^  s  parallel  ist,  so  gehören  (No.  dbe)  die  den  Tan- 
genten s  s  ..,  bis  s    entsprechenden  Punkte ,  das   sind  die  Punkte  des 

Halbstrahles  g        %  wenn  einer  derselben  in  dem  Halbstrahl d  ^'  *^  (Ä  ) 

der  perspectivischen  Lage  von  s    liegt,  sämmtlich  dem  Halbstrahl  if 

(d  ^),  und  die  den  Tangenten  von  s    bis  s.    entsprechenden  Punkte 

y        "" 

das  sind   die  Punkte  des  Halbstrahles  a  ^^  sämmtlich  dem  Halbstrahl 
^(P— «;  (r^'*^)  der  perspectivischen  Lagen  von  s     an  (vgl.  No.  52/"). 
b)  1,  Enthält  die  Gerade  g    einen  der  Punkte  d  von  S^^^^  r 


'ff 


und  fälltsiemit  keinerderTangenten  von  5'  zusammen,  so 
liegen  die  beiden  Halbstrahlen  i^'^  '  und  j^^  ^  der  beiden  aufeinander- 
folgenden Tangenten  s  und  s^ ,  welche  sich  im  Punkte  i^^  schneiden,  nach 
No.  376  (für  fi  =  2)  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  g  ,   also  nach 

No.  3461  die  Halbstrahlen  g«^-«)^^«^««)  „^d  S"^^^  d^^"^^  und  dem- 

nach  auch  die  Punkte  ^  und  d^  auf  entgegengesetzten  Halbebenen  in  Be- 
zug auf  g  .     Es  liegen  folglich,  wennjS*^  der  einzige  Punkt  von 
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5^^^^  i8t,  welchen  g  enthält,  die  Punkte  «^,  d'  bis  iJ*^  auf  einer, 
die  Punk  tei^'  bis  ^    auf  der  anderen  Halbebene  in  Bezug  auf  ^^. 

2.  Der  Punkt  j^''  gehört  dem  Halbstrahl  ^(«''*)  =  g("l*)  von  *    und 

dem  Halbstrabi  ^^J^^^^  =  g^^""*^  von  s^  an.     Mithin  folgen  die  mit 

P  P  P 

denTangenten^,5bi8^    auf«;     perspectivischen  Punkte  in 

demselbenRichtungssinneP  au  fein  an  der,  bildendie  Strecke 
g^  '  ^  (g  =  j^*^)  und  gehdren,  wenn  diese  den  unendlich  entfern- 
ten Punkt  nicht  enthält,  sämmtlich  dem  Halbstrahl  j^^^'^^  der 
perspectivischen  Lagen  von  ^  an.  Im  Punkt  9  =3  g*^  s=  B*^  fal- 
len  die  mit  den  beiden  Tangenten  s    und  s^  perspectivischen 

Punkte  zusammen  (vgl.  No.  30c,  3M,  4be)*).  Die  mit  den  Tangen- 
ten Sg  bis  s.    auf  g    perspectivischen  Punkte  folgen  ebenfalls 

stetig  in  unter  sich  gleichem,  aber  dem  erste ren  entgegenge- 
setzten Richtungssinne  P    auf  einander,  bilden  die  Strecke 

9^'  ^  bezogen  auf  den  Bichtungssinn  P  ,  g    ~  ^  bezogen  auf  den  Sinn  P 
(vgl.  No.  10c),  und  gehören,  wenn  diese  den  unendlich  entfern- 
ten Punkt  nicht  enthält,  sämmtlich  dem  Halbstrahl  iS^^"      der 
perspectivischen  Lagen  von  5   an.  Es  geht  also^.der  dem  Strahl 

5  auf  einer  Geraden  ^  entsprechende  Punkt,  wenn  i^^  diese 
tiberschreitet,  stets  von  dem  Halbstrahl  j^^^'*^  tiber  auf  den 
Halbstrahl  Sr^'^^\  nie  umgekehrt. 

3.  Enthält  nun  aber  auch  eine  der  Strecken  oder  jede  derselben  ein- 
mal den  anendlich  entfernten  Punkt,  so  gehören  die  sämmtlichen  Punkte 

des  Theiles  q^*"^^  der   ersten    Strecke  dem  Halbstrahl   d^"     ,    die   des 

^  ff 

Theiles  ^^"^^'  (die  Bezeichnung  bezogen  auf  den  Richtungssinn  P^)  der 
zweiten  Strecke  dem  Halbstrahl  d  ,  folglich  (No.35c,  öOa')  die  sämmt- 

lichen Punkte  des  Theiles  g^**  *^  der  ersten  Strecke  dem  Halbstrahl  8t  ' 


*)  Wie  dies  die  Annahme  in  Ko.  l(5e  begründet,  so  ist  andererseits  die  Be 
obachtnng  von  No.  16  e  bei  der  Erzengang  von  Cnrven  anf  die  in  No.  40  angege- 
bene Weise  als  Bedingang  für  die  Stetigkeit  derselben  anfznitellen.  Vgl.  No.  51 6* 
nndNo.eO.  C  r\r\ci\o 
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und  die  des  Theiles  fl^*"  ^  der  zweiten  Strecke  dem  Halbstrahl  g^*'*'  der 

perspectivischen  Lagen  von  s    an  (vgl.  No.  52/*). 

4.  Geht  aber  die  Gerade  g     nicht  blos  durch  den  Punkt  d    von  Sr    \ 

sondern  noch  durch  einen  anderen,  d  ,  ohne  aber  mit  einer  derTangentenf 
zusammenzufallen,  so  rauss  der  derTangente  s   auf^    entsprechende  Pankt 

von  ff  aus  den  unendlich  entfernten  Punkt  von  g  überschreiten,  umso 
auf  den  Halbstrahl  g^^'*^  von  s  zu  gelangen,  ehe  er  nach  9*  =  9'*  =  y 
kommt;  die  Strecke  ^^  ,  welche  die  im  Sinne  P  aufeinanderfolgenden 
den  im  Sinne  27  geordneten  Tangenten  s^  bis  s  entsprechenden  Punkte 
umfasst,  muss  daher  den  unendlich  entfernten  Punkt  enthalten,  d.  i.  eine 
der  Tangenten  von  s^  bis  5    muss  zu^    parallel  sein.    Die  den 

Tangenten  s    bis  s^  entsprechenden  Punkte  folgen  dann  von  g    =  5  aus 

wieder  im  Sinne  P  aufeinander  und  gehören  dem  Halbstrahl  j^^  der 
perspectivischen  Lagen  von  s    an. 

c)  L  Fällt  die  Gerade  g  mit  einer  der  Tangenten  von  $^^  s.  zu- 
sammen; 80  enthält  sie  zwei  aufeinanderfolgende  Curvenpankte ,  welche 
sie ,  den  einen  mit  der  vorhergehenden  Tangente  s  ,  den  anderen  mit  der 

folgenden  Tangente  s  gemeinschaftlich  hat.  Zufolge  No.  396,  c  und  45a  lie- 
gen auf  der  Halbebene  dj^**^  der  Halbstrahl  ^[^'  *^=  g^^^**^  von  *^.alßo 
unter  anderen  der  Punkt  ^^  und  der  Halbstrahl  g^^'^^^j^''^»)  von  s  , 
also  unter  anderen  der  Punkt  d   .    Hat  g  =s,  ausser  den  beiden  Punkten 

d  und  d'^keine  weiteren  mit  dem  Curvenstück  S^  gemein,  so  mflssen 
daher  die  Punkte  dsämmtlich  auf  derselben  Halbebene  in  Be- 
zug auf  5,  nämlich  auf  der  Halbebene  dJ^Miegen  (vgl.  No.öOe*). 

2.  Also  müssen  wegen  No.  44«  und  456  die  mit  den  übrigen  im  Sinne 
27  geordneten  Tangenten  auf  ;^  perspectivischen  Punkte  stetig  in  demselben 

Kichtungssinne  A  aufeinanderfolgen,  und  zwar  müssen  (No.  49c),  da  ü 
auf  dem  Halbstrahl  g^*'*\  S^^  aber  auf  dem  Halbstrahl  g^*""*^  der  enfr- 
sprechenden  Tangente  resp.  s  oder  s  liegt,  die  den  Tangenten  von  s  bis 
s   entsprechenden  Punkte  sämmtlich  dem  Halbstrahl  d  ,  die  den  Tan- 

genten von  s    bis  s.  entsprechenden  aber  sämmtlich  dem  Halbstrahl  d 
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der  perspectivischen  Lagen  von  s  angehören.  Da  der  Halbstrabi  ^^ 
von  s^  der  der  Tangente  s  im  Sinne  27  vorhergehenden ,  und  der  Halb- 
strahl iJ^  ^*^  von  s  ^  der  auf  s  im  Sinne  E  folgenden  Tangente,  nach 
No.  ihe  und  39A,  c,  45a  auf  der  Halbebene  3/'_  x  liegen,  so  kann  der  der 
Tangente  s^  auf  *.  entsprechende,  dem  Punkt  d^  =  Ä  im  Sinne  P-.  vorher- 
gehende Punkt  ^^  nur  dem  Halbstrahl  jg^""**^  =  g^  angehören;  das 
heisst,   die  Punkte  d^,d,  d'^  und   somit    die  mit   den    sämmtlichen 

Tangenten  $  von  S     ^  ausser  5.  auf  ^.  perspectivischen  Punkte 

folgen  stetig  in  demselben  Bichtungssinne  P  aufeinander, 
welcher  durch  die  beiden  in  ihr  befindlichen  Curvenpunkte 
und  den  Bewegungssinn  27  schon  bestimmtest. 

3.  Ferner  folgt  hieraus : 

Jeder  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  gehört  dem  Ilalb- 
strahl  ^^  ^^  dereinen,  der  im  Sinne  27  vorangehenden  und  dem 
Ualbstrahl  ^^^        '  der  anderen  an,  der  zweiten  im  Sinne  27, 

Der  der  laufenden  Tangente  s  auf  einer  festen  Tangente 
s.  entsprechende  Punkt  geht,  sobald  s    die  Lage  von^über- 

schreitet,  stets  von  dem  Halbstrahl  d  über  auf  den  Halb- 

strahl d^^-^"^. 

4.  Sollte  nun  das  Curvenstück  S         mit  s    ausser  den  Punkten  g    und 

iä'' noch   einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,   in  welchem  d     die  Gerade 

s^  überschritte  oder  s    zum  zweiten  Male  mit  s .  zusammenfiele,  so  müssto. 
t  9  i 

nach  No.  506'*  und  50c*  der  dem  Strahl  *    auf  s    entsprechende  Punkt 

den  unendlich  entfernten  Punkt  Überschreiten,  was  gegen  Voraussetzung 
No.  49 ö^  ist. 

C.  Ein  nur  gewöhnliche  endliche  Elemente  enthaltendes 
Curvenstück  und  ein  ebener  Strahlbüschel. 

51.   Aus  No.  49c  und  45 e  oder  37  6  (für  «==2)  und  45 rf  folgt  weiter: 
a)  L  Bescli reibt  s>    von  d    an  stetig  im  Sinne  27das  Curven- 
stück S^       bisÄ   ,  so  folgen  die  mit  den  aufeinanderfolgenden 
Lagen  von  Ä   ,-d.  i.  mit  den  im  Sinne  27  sich  ^^P^iK^^iX^A^jH^*^' 
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reihenden  Punkten  von  S^    ^  in  einem   Strahlbtischel  p^  der 
Ebene,  durch  dessen  Mittelpunkt  keine  der  Tangenten  s  von 

S         geht,  perspectivischen   Strahlen    stetig    in    demselben 

Drehsinne  J    aufeinander  und  bilden  in  demselben  den  Win- 
9. 

2.  Der  Punkt  p^  Hegt  entweder  in  Bezug  auf  die  sämmt- 

lichen  Lagen  von  s    auf  der  Halbebene  i$,      ^    oder  in  Bezug 
Q  KQ\Q) 

auf  die   s&mmtlichen   Tangenten   auf  der  Halbebene  iS^  ,  . 

{9\9) 

s==iS/        x)   im  ersten  Falle   ist   nach  No.  45/  der  Drehsinn  ^ 

gl  eich  dem  dem  Bewegungssinn  27ent6prechenden  Drehsinne 

Jyons  ,  im  zweiten  Falle  gleich  dem  dem  Drehsinn  /l  von  s 
9'  ^  9 

entgegengesetzten  Drehsinn. 

b)  1.  Liegt  der  Punkt  p^  auf  einer  der  Tangenten  von  S     ^> 

etwa  5^,  und  füllt  er  mit  keinem  der  Curvenpunkte  von  ^ 

zusammen  und  befindet  er  sich  auf  dem  Halbstrahl  i^  ^     (»f       \ bIso 

auch  auf  dem  Halbstrahl  gj^^""*^  (^ä        )>  ^^  gehört  er  der  Halbebene 

ip— od;  /  f^     ;\  .^  B32ug  auf  die  der  Lage  s^  im  Sinne  27  vorhergehende 

Lage  s    von  s    und  der  Halbebene  »f  __  \\^(\^\)  ''"  Bezug  auf  die  im 
Sinne  2J  auf  ^^  folgende  Lage  s     von  5  an  (No.l5r,  Z9b),  Ist  nun  5^  die 

einzige  Tangente  von  S^^     ,  welche  durch  den  Punkt  ^j'^  geht, 
80  gehört  p^  in  Bezug  auf  alle  Lagen  von  s    von  s    bis  s^   der- 

selben  Halbebene  ^  M      ( 4oM  )'  ^^  B^z^g  ä^^  »He  Lagen  von 
s^  bis  »^  der  Halbebene  i^^Z'^  («(5'-«))  "• 

2.  Es  folgen  demnach  die  mit  den  Punkten  »**,    d     bis  ff 

perspectivischen    Strahlen    des  Büschels    p^    in    demselben 
Drehsinne  J     stetig   aufeinander  und    bilden    einen   Winkel 

^1  \S\^  die  mit  den  Punkten  ff  undg''  perspectivischen  Strah- 
len»«, p  fallen  indem  Strahl  5^  zusammen:  diemitdenPunk- 

ten   f!^  bis  %    perspectivischen  Strahlen  folgen  ebenfalls   in 
gleichem  Drehsinne  aufeinander,  aber  in  dem*  dem  ersteren 
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entgegengesetzten  J  und  bilden  den  Winkel  P^oxy^^  bezogen 
auf  den  Drehsinn  z/  ,  d.  i.  1>J^_,n  bezogen  auf  den  Drehsinn  J  (vergl, 
No.  16c,  sowie  die  Anmerkung  zu  No.  50t');  dies  gilt  zufolge  No.  4ö(/, 
)}^mag  ein  endlicher  oder  der  unendlich  entfernte  Punkt  von 
;.sein.     Liegt  >^  auf  dem  Halbstrahl  g^  ,  so  ist  der  Dreh- 

sinn ^i  nach  No.  45/*  dem  Drehsinn  2^  von  5  stets  entgegenge- 
setzt, also  gleich  J\  liegt  p^  aber  auf  dem  Halbstrahl  ^L*^'  , 
80  ist  der  Drehsinn  J  dem  Drehsinn  A  von^  stets  gleich, 
also  2^  '=^A.  Ist  ))  ein  unendlich  entfernter  Punkt,  so  lässt  sich  der 
Bewegungssinn  A     nicht  mit  A  vergleichen. 

3.  Ist  daher  s^  nicht  die  einzige  Tangente  von  S^  ,  welche  durch 
den  Punkt  y  geht,  sondern  geht  von  den  Tangenten  s  bis  s^  noch  eine  s. 
durch  >^  und  liegt  "^  auf  dem  Halbstrahl  g^''""*'*  (4^'*^),  so  folgen  die 

mit  den  Punkten  ^  von  d    bis  d     perspectivischen  Strahlen  von  f>^   im 
Sinne  A  (z/)  aufeinander,  die  den  Punkten  von  ^  bis  d   entsprechenden . 
im  Sinne  A  {Ä)  und  die  den  Punkten  ^     bis  i^    entsprechenden  im  Sinne 
~A  (z/).     Der  Punkt  y   muss  also,  wie  hieraus  folgt,  auf  der  Tangente  $, 
dem  Halbstrahl  ^^'^^  (4^~*0  angehören  (vgl.  No.  50c»). 

c)  Fällt  der  Punkt  y  mit  einem  der  Curvenpunkte,  ^^  zu- 
sammen, so  gehen  durch  ihn  die  beiden  aufeinanderfolgenden  Tan- 
genten s^  und  s  ;  welche  ausser  ihm  noch  die  ihm  benachbarten  Punkte 

resp.  ^  und  %  enthalten.  Der  Punkt  ^  gehört  dem  Halbstrahl  iJ^^'*^ 
an,  liegt  also  in  Bezug  auf  die  im  Sinne  27  vorhergehende  Tangente  s  auf 

der  Halbebene  g^*'^^  er  gehört  ferner  dem  Halbstrahl  g(^^*)  =  i5(^-») 
an,  liegt  also  nach  No.  306  in  Bezug  auf  die  im  Sinne  27  folgende  Tangente 
auf  der  Halbebene  ^L^y     Ist  also  ^  der  einzige  Curvenpunkt 

vonS^®  ^welcher  mit  p'^zusammenfällt  und  sind  die  beiden  auf- 
einanderfolgenden    Tangenten    s.    und   s     die   einzigen    von 

^  ,  welche  mit  }>'*  perspectiv isch  sind,  so  liegt  p'^Wg^  in  Be- 
zug auf  alle    Tangenten    ausser   ^.  und«     auf  der  Halbebene 

«,^,* .     Die  den  Punkten  ^  bis  ^\m  Büschel  "^^  entsprechenden  Strahlen 
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folgeu  daher  nach  No.  45/"  im  Sinuc  A  stetig  aufeinander  und  ehenso  folgen 

die  den.  Punkton  d      his  ^    entsprechenden  in   demselben  Sinne  A  stetig 

aufeinander.  Nun  sind  aber  die  den  Punkten  0  und  d  entsprechenden 
Strahlen   die   im  Sinne   27  der  Curve  also  im  Drehsinne  A  des  Büschels 

p^  =  ^  aufeinanderfolgenden  Tangenten   s.  und  s  ,    der   Punkt  ^  dem 

Halbstrahl  g|^~",  d     dem  Halbstrahl  j^^^  ^^    angehörend;    es    folgen 

daher  die   den  sämmtlichen  Punkten   h  von  ^^  ^  im  Sinne   H 

entsprechenden  Strahlen  des  Büschels  p==dstetig  im  Sinne 

A  aufeinander,  und  ein  das  Büschel  %r  von  der  mitd    perspec- 

tivischen  Lage  an  im  Siirne  A  durchlaufender  Strahl  s^  trifft 

die  Punkte  ^  bis  i^^  mit  demselben,  die  Punkte  d  bis  %  mit 
dem  anderen  Halbstrahl. 

Geht  durch  den  Punkt  %^  ausser  s.  und  s    von  den  Tangenten  $    bis 

In  "  o 

s.  noch  die  Tangente  5  ,  aber  keine  der  Tangenten  von  $  bis  5.  und  geht 
durch  denselben  von  den  Tangenten  $  bis  s.  noch  die  Tangente  b  ,  aber 
keine  der  Tangenten  $    bis  ^  ,  so  gilt  das  von  den  sämmtlichen  Tangenten 

und  Punkten  von  5^^  '  in  No.  51  c  Gesagte  nur  von  den  Tangenten  und 
Punkten  resp.  9    bis  s   und  %    bis  d  .     Das  die  Tansenten  von  s    bis  s 

*         ff  t  "  Off 

und  von  s  bis  5.,  sowie  die  Punkte  i^    bis  ^  und  von  d  bis  d    Betreffende 

folgt  theils  aus  No.  51!^,  theils  durch  wiederholte  Anwendung  von  No.  51c, 

je  nachdem  y  =3^  ein  von  %  ,  v  und  von  ^*,  l  verschiedener  Punkt  der 
Tangenten   s    und  s  ist  oder  mit  einem  derselben  zusammenfällt. 

D,    Beschaffenheit  eines  nur  gewöhnliche  endliche 
Elemente  enthaltenden  Curvcnstückes. 

52.  a)  Aus  No.  50c«*  folgt: 

Ein  Curvenstück  S^      ,   welches  den  in  No.  49a  angegebe- 
nen Bedingungen  genügt,  hat  die  Eigenschaft, 

1.  dass  alle  seine  Punkte  in  Bezug  auf  jede  seiner  Tan- 
genten auf  derselben  Halbebene,   nämlich   5,      ^  fbe- 

(9le) 

zogen  auf  den  Drehsinn  A)  liegen; 

2.  dass  sich  in  einem  Punkte  niclH  mehr  als  zwei  Tan- 


genten von  S^    ^schneiden; 
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3.  das0  die  mit  irgend  einer  Tangente  von  S^  \  ^.  per- 
spectivischen  Punkte  der  übrigen  eine  endliche 
Strecke  Jyi^  '  bilden,  welche  zugleich  die  beiden  die- 

ser  Tangente  5^  angehörigen  Curvenpunkte  ^^  und  iS^ 

enthält. 
b)  1.  Die  Gerade  s    liegt  mit  den  Anfangspunkten  dieser  sämmtlichen 

Strecken  jl^^  ,  die  Gerade  s^  mit  den  Endpunkten  derselben  perspectivisch. 
Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  s  und  s^  mit  d^,  so  kann' mit  jeder 
dieser  Strecken,  da  sie  endlich  sind,  nur  ein  Theil  der  Strahlen  des  Bü- 
schels d^  perspectivisch  liegen ;   und  da  jede  derselben  zwei  Punkte  von 

S^^  ^  enthält,  so  müssen  dieselben,  wie  die  Punkte  ^  von  Sr^  ,  sämmtlich 
in  demjenigen  der  von  s  und  $,  begrenzten  einfachen  Winkel  liegen ,  wel- 
cher den  beiden  Halbebenen  ^,\  ^'  und  gL  ,  ,;^  gemeinschaftlich  ist  (No.  39a) 
und  welchen'  wir  mit  §r^ '  J.  bezeichnen  wollen.  . 

(0(1) 

2.  Da  durch  g^  keine  der  Tangenten  von  s  bis  s._  geht  (No.  52  a*), 
so  hat  der  Punkt  d^  in  Bezug  auf  diese  die  Lage  von  p^  in  No.  51  a.  Jeder 
von  s  und  s.  verschiedene  Strahl  s^  des  Winkels  5?  ^-x ,  welchem  der  ein- 
fache  Winkel  Ä^..''  angehört,  muss  daher  einen  und  nur  einen  der  Punkte 
von  Sf         und  von  jeder  von  $    und  5.  verschiedenen  Tangente  von  S^    ^ 

einen  Punkt  der  endlichen  Strecke  r**       enthalten.     Daraus  folgt 

einerseits,  dass  der  den  Punkten  von  5^^  ^  im  Büschel  g^  entspre- 
chende Winkel  S^  ...  (No.  51c)  nur  einen  Theil  des  Büschels  ^^  ausmachen 

{0(1)  ^  ' 

kann,  da  der  mit  dem  Büschel  ^  gemeinschaftliche  Strahl  «^=$^  ausser 
d   keinen  Punkt  von  S^^  ^  enthält,  dass  also  auf  einer  Geraden  nicht 

mehr  als  zwei  Curvenpunkte  von  S^°  ^  liegen  können, 

andererseits,  dass  die  mit  den  Tangenten  von  s   bis  5^  perspecti vischen 

Punkte  von  5^=5^  die  endliche  Strecke  ^^^^  in  der  Reihenfolge  von 

fr  bis  i^  erfüllen  (No.50^')  und  die  mit  den  Tangenten  von  s   bis  $,  perspec- 

tivischen  Punkte  dieselbe  Strecke  in  der  Reihenfolge  von  d   bis  i^^;  folglich : 

3.  DieSchnitt punkte  der  Tangenten  mit  einander  erfüllen 

em  Cur- 
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venstück  S^  ^^  begrenzte,  dem  einfachen  Winkel  bJ'^I??  ange- 

börige  Gebiet  der  Ebene  vollständig,  und  ansserhalb  dessel- 
ben giebt  es  keinen.     Von  jedem  Punkt  dieses  Gebietes  gilt  das  in 

No.  51 6*  Gesagte.  Wir  bezeichnen  dies  Gebiet  dnrcb  das  Symbol  6.  .v  (vgl. 
No.  b2e). 

c)  1.  Die  Strecken  d^^*^^  der  Strahlen  ^  des  Winkels  sf  ^..  enthal- 
ten  keinen  einzigen  Schnittpunkt  einer  Tangente,  daher  enthält  das 
von  den  Strecken  d^**'^^  d?*^\nd  dem  Curvenstück  sf"^^^  be- 

O  A 

erenzte  dem  Winkel  s^  «.«n  aneehöriire  Gebiet  der  Ebene  nur 
Punkte,  welche  mit  keiner  der  Tangenten  von  ^^  '  perspec* 
t^ivisch  liegen,  also  die  Lage  von  p^  in  No.  51  a  haben,  und  wir  bezeich- 
nen dasselbe  mit  ®,  , .. 

{Ol) 

2.  Durch  die  unendlich  entfernte  Gerade  wird  das  Gebiet  S.^,.  in 

(0*) 

zwei^Theile  getheilt,  -deren  einer  dem  den  beiden  Halbebenen  St,  J  und 
(in)  S^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^  Winkel  »f  yP.,  deren  anderer  dem  den 
beiden  Halbebenen  d>,7'.^  and  d^Tiv  gemeinschaftlichen  einfachen  Win- 
kel  i^/Jr^r  angehört;  es  folgt  mit  Rücksicht  auf  No.  51a*,  daas  der  er- 
stere  Theil  alle  Punkte  der  Ebene  enthält,  welche  den  Halb- 
ebenen 9/^  j!  in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  Tangenten  s  von 
Sr  gemeinsam  sind  und  nur  solche,  der  andere  alle  Punkte 
der  Ebene,  welche  den  Halbebenen  i^,  71       in  Bezug  auf  die 

sämmtlichen  Tangenten  s  von  Sr^  ^  gemeinsam  sind  und  nur 
solche,  was  auch  aus  No.  89a  und  45a  abgeleitet  werden  kann;  wir  be- 
zeichnen den  ersteren  Theil  mit  @^  ,  .x ,  den  zweiten  mit  @?      .. 

{o\i)'  %  (0— *> 

3.  Jeder  Punkt  von  @^  .      befindet  sich  mit  jedem  Curvenpunkt  von 

5^  '^  in  Bezug  auf  jede  der  Tangenten  von  5^^  ^,  mit  Ausnahme  der  beiden, 
welche  sich  in  letzterem  schneiden ,  auf  derselben  Halbebene ;  jeder  Punkt 

von  ®,  _,^  befindet  sich  mit  jedem  Curvenpunkt  von  S^^  ^  in  Bezug  auf 

jede  Tangente  von  S^  ^  mit  Ausnahme  der  beiden ,  welche  sich  in  letzte- 
rem schneiden,    auf  entgegengesetzten  Halbebenen   (No.  36c).     Jedem 

Punkt  von  @?^i  «x  kehrt  daher  d  as  Curvenstück  Sr  ^  in  seiner 
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ganzen  Ausdclinung  seine  concave,  jedem  Punkt  von  ©/  ^^^ 

seine  convexe  Seite  zu.     Also: 

4.    Bewegt  sich,  während  die  Elemente  i5^  unds    in  einem 

Q 

gewissen  Sinne  Z  das  Curvensttick  S^  beschreiben,  welches 
den  in  No.  49a  angegebenen  Bedingungen  genügt,  der  mit  g 

perspectivische  Strahl  p  eines  Strahlbüschels  j)  ,  dessen 
Mittelpunkt  ein  endlicher  Punkt  der  Ebene  ist,  durch  wel- 
chen keine  der  Tangenten  von  S  geht,  vonp  an  bis  p^  in 
dem  Drehsjune  ^,  w^ eichen  s    beim  Uebej gange  aus  jeder  Lage 

indie  im  Sinne  2^  folgende  hat,  so  kehrt  das  Curvenstück  5^  ^ 
dem  Punkt  p'^  seine  concave  Seite  zu,  und  umgekehrt;  bewegt 
sich  aber  der  mit  s>  perspectivische  Strahl  des  Büschels  p*^ 
von  p*^  bis  pZ^  in  dem  dem  Sinne  J  von  $     entgegengesetzten 

Sinne  J,  so  kehrt  das  Curvenstück  S^  '  dem  Punkte  p^  seine 
convexe  Seite  zu,  und  umgekehrt.     Im   ersteren  Falle  gehört   der 

Punkt  ti^  dem  Gebiet  ©,  ,,v,  im  zweiten  dem  Gebiet  ©,       ,.  an. 
^  (o|*)  {o  —  l) 

d)  1.  Der  andere  Winkel  s^..  enthält  (No.  18  und  626*)  die  Ergän- 
zungsstrecken g  ^  sämmtlicher  Tangenten  von  5^  zu  den  Strecken 
r^'    .     Jeder  Strahl  s^  dieses  Winkels  bat  (No.  10)  die  Lage  der  Geraden 

g  in  No.  50«;  die  mit  den  Tangenten  s  von  S^^  ^  auf  einem  solchen  Strahl 
perspectivische  Strecke  enthält  folglich,  da  die  Grenzpunkte  in  den  Punkt 
r  zusammenfallen  und  nach  No.  526' jeder  ihrer  übrigen  Punkte  höchstens 
von  einer  der  Tangenten  von  S^  ^  getroffen  werden  kann,  alle  Punkte 
desselben  ausser  3*  einmal,  diesen  aber  zweimal;  also  wird  der  Winkel 
sl,  „  von  den  Strecken  jy  *^^  der  Tangenten  s  von  S^  derart 
stetig  erfüllt,  dass  durch  jeden  in  seinem  Gebiet  gelegenen 
Punkt  eine  und  nur  eine  der  Tangenten  s  von  S  geht.  Wir 
bezeichnen  ihn  deshalb  mit©,    ,s ;  jeder  in  seinem  Gebiet  befindliche  Punkt 

hat  die  Lage  von  p^  in  No.  516*' '. 

2.   Dieser  Winkel  sl,  ,v  =  ©,  ,^  enthält  in  dem  mit  der  Halbebene 

Jo-QD)^   (arooo)  .j^^  p^^j^^    X    ei^ört  nach  No.  50 c^  dem  Halbstrahl  ig^"" '  *^ 
(o|o)  (o|o)     ^  '^  o 

von  s   und  dem  Halbstrahl  ^\  ~~       von  s^  an)  gemeinschaftlichen  einfachen 

0  A  Ar 
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Winkel  (No.  38  a  nnd  45  a)  von  jeder  Tangente  denjenigen  Theil  der  Strecke 
i^^^*     ,  welcher  dem  Halbstrahl  g^^""*^^  angehört,  in  dem  der  Halbebene 

jjy '  Y=3?  I  T  gemeinschaftlichen  einfachen  Winkel  (No.  37 ö)  den  ande- 

(olo)  (0|0)     "  >> 

ren  Theil,  welcher  dem  Halbstrahl  j^^^*^^  angehört;  den  ersteren  bezeich- 
nen wir  hiernach  mit  ®  .       .. ,  den  anderen  mit  @  .  ,.v. 
(0  — i)  (o|X) 

8.    Aus  No.  516*  und  52c*  folgt; 

Jedem  Punkt  von®  .  __..  kehrt,  wenn  wir  allgemein  mit  s, 

die  Tangente  bezeichnen,  mit  welcher  er  perspectivisch  liegt 

nämlich  dem  Halbstrahl  j^^^        ^  angehörend,  das  C.urvenstü  ck 

S^^    ,  welches  die  der  Tangente  s,  im  Sinne  £  vorhergehenden 

Lagen  von  s    enthält^  seine  convexe,   das  Curvenstück  S>^  \ 

welches  die  auf«,  im  Sinne  £  folgenden  Lagen  von  s    enthält, 
g  ^  ^  ^ 

seine  concave  Seite  zu;  jedem  Punkt  des  Gebietes  @.      .  aber, 

der  auf  der  Tangente  s.  liegt  und  also  dem  Halbstrahl  w" 

angehört,  kehrtdas  Curvenstück  o"^^^  dieconcaveundS^''  'die 
convexe  Seite  zu. 

e)  In  gleicher  Weise  folgt  aus  No.  516',  526',  c*: 

Jedem  Punkt  des  Gebietes  @  ,  ..  kehrt,  wenn  wir  mit  s^  und  s.  all- 

{Ol)  p  l 

gemein  die  beiden  Tangenten  von  S"    ^  bezeichnen ,    welche  sich  in  dem> 

selben  schneiden,  das  Curvenstück  S^^^^  seine  concave,  S"^     die  convexe 

und  S^^     wieder  die  concave  Seite  zu. 

f)  Beschreibens    und  i^^  im  Sinne  2?  das  Curvenstück  5^^  '^i 
so  ist,  80  lange  der  mit  irgend  einer  endlichen  Geraden^     der 

Ebene  perspectivische  Punkt  iS    von  ^   dem  Halbstrahl  d 

angehört,  der  Bewegungssinn  Pvond^gleichs;  ^  »dasheisst, 
der  Punkt  d^  entfernt  sich  (No.  8c)  von  dem  ihm  auf  ^  entspre- 
chendenPunkte,  also  auch  von^  ;  so  lange  der  mit  p    perspec- 

tivische  Punkt  von  s    dem  Halbstrahl  d  angehört,  ist  der 

Bewegungssinn  P  gleich  d^^^,  das  heisst,  der  Punkt  d^  nähert 
sich  dem  ihm  auf  g  entsprechenden  Punkte,  also  auch  der 
Geradon  g^  (vgl.  No.  50). 
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53.  Dies  ist  das  Bild ,  welches  ein  den  BediDgungCD  in  No.  49a  unter- 
worfenes Curveustück  5^°  ^  einer  Curve  S  der  Anschauung  bietet,  sowie 
die  Art  und  Weise ,  in  welcher  sich  die  mit  den  Elementen  eines  solchen 
Curvenstückes  in  irgend  einem  Strahlbüschel  oder  einer  geraden  Punktreihe 
der  £bene  perspectivischen Strahlen,  resp.  Punkte  aneinander  reihen;  diese 
Art  und  Weise  wird ,  da  über  den  Werth  von  X  nichts  bestimmt  ist  und 
wie  aus  No.  50  und  51  hervorgeht,  nicht  geändert,  wenn  wir  uns  das  Curveu- 
stück Sr*^  fortgesetzt  denken  durch  andere  Sr  ^\  S"^^^  etc.,  welche  den- 
selben Bedingungen  genügen  und  bei  deren  Beschreibung  im  Sinne  2  s 

nnd  §  denselben  Dreh-  resp.  Richtungssinn  d  und  P  haben,  als  bei  Be- 
schreibung von  S  .  Der  mit  der  laufenden  Tangente  s  auf  s  perspecti- 
vische  Punkt  durchläuft  zunächst  (No.  50 c^)  den  Halbstrahl  g^^'*\  dem 
Halbstrahl  ^^^  '^  von  s  angehörend ;  wenn  derselbe  in  die  Lage  2  *  ,  ent- 
sprechend der  Lage  $  von  s  gelangt ,  so  gilt  auch  von  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden,  was  von  jedem  Strahl  **  des  Winkels  s^.  .  in  No.  52 rf' 
gesagt  ist;  der  eine  Theil  des  Gebietes  @.     x  (No.  52c*)  wird  Null,  nämlich 

der  nicht  von  den  Gurvenpunkten  von  Sr  ^'  begrenzte.  Bis  hierher  ent- 
fernt sich  B^  von  s  ;  im  weiteren  Verlauf  der  Curve  geht  der  der  Tangente 

8    auf  5    entsprechende  Punkt  auf  den  Halbstrahl  ig  ^vons  undd^^' 

Q  0  *•  0  0 

von  s^  über,  nähert  sich  also  der  Punkt  h^  der  Tangente  s  .  Erst  in  den  auf  i^^ 
resp.  8  folgenden  Lagen  kann  nach  No.  506*,  c*  g^  die  Gerade  s  überschreiten 
oder  8  mit  s  zusammenfallen.  Das  Gebiet  @ .  .  ist ,  wenn  bis  zu  den 
Lagen  d  resp.  s  keine  dieser  beiden  Möglichkeiten  eingetreten,  durch  die 
Strecken  ^^®**'*,  g^****^  (g''=^^  ist  der  Schnittpunkt  von  s    und  s  )  und 

das   Curvenstück  5^^**%   das   Gebiet   @?    ^=©/  ,  ^   durch  die  endlichen 
'  (or)         (o|t) 

Strecken  d  ,  g^*'*^**  und  S^^^^  begrenzt,  und  also,  wenn  g^  mit  d    zu- 

sammenfallt, rings  von  dem  Curvenstück  S"     ^  eingeschlossen. 

§•  12«    Auggezeichnete  Curyenelemente« 

A,  Allgemeine  Bestimmungen. 
54.  a)  Um  nun  alle  möglichen  Weisen ,  in  denen  ein  nach  No.  46  eine 
Curve  beschreibender  Punkt  oder  Tangente  in  die  folgende  Lage  übergehen 
kann,  ihren  Einfluss  auf  die  Beschaffenheit  der  Curve  und  die/Bewegung 
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der  mit  deuselben  in  den  Strahlhüscheln  nnd  geraden  Panktreihen  der 
Ebene  perspectiviscben  Strablen  resp.  Punkte  zu  erkennen ,  stellen  wir  uns 

ein  Curvenstuck  S^^ ^  vor,  welches  die  Curvenpunkte  g  ,  g  ....g  ,d  ,»  nnd 
die  Tangenten  s  ^$  .,.,Sj.,s  (No.  46),  wo  **=j8  ^  ,5  —Ä  Ä  ,  umfasst  und 
welches  der  Bedingung  (l)  in  No.  49a  in  allen  Elementen  von  s  bis  s^^  den 
Bedingungen  (2)  und  (3)  aber  in  allen  Elementen  von  $  bis  s  resp.  d  bis 
^    genügt;  dies  Curvenstuck-  S^     *  denken  wir  uns  fortgesetzt  (nach  No.  46) 

durch  ein  zweites  Ä,  welches,  die  Punkte  g  ,ä  ,Ä    3*'  und  die  Tan- 

genten  s  ,5^=»  ^  ,  s   =g^g  ,  s^ s   umfassend,  für  sich  den  Bedingun 

gen  (2)  und  (3)  in  No.  49a  in  allen  Elementen  von  s  bis  s  resp.  g  bis  ^  , 
der  Bedingung  (l)  in  den  Elementen  von  5«  bis  s  genügt;  so  jedoch  den- 
ken wir  un8*S  durch  S^  ^  fortgesetzt,  dass  die  das  ganze  Curvenstuck 
5  in  dem  durch  die  Wahl  der  Elemente  $  und  ^  zu  Anfangselementen 
eindeutig  bestimmten  (No.  47  c,  14a')  Bewegungssinne  £  durchlaufenden 
Elemente  s  nnd  i^^  beim  Uebergang  von  den  Elementen  resp.  s  und  ^  , 
welche  eine  ganz  beliebige  endliche  oder  unendlich  entfernte  Lage  in  der 
Ebene  haben  können,  in  die  Lagen  s.  und  §f  beliebig  den  Bewegungssinn 
beibehalten  oder  ändern  können,  den  sie  beim  Uebergang  von  jedem  Cle- 
ment von  S^  ^  in  die  Lage  des  im  Sinne  2  folgenden  haben.  Dem  Be- 
wegungssinne £  entspreche  in  dem  Theil  S^  ^  der  Drehsinn  J  von  s  und 
der  Richtungssinn  P  von  iJ^  auf  s  . 


b)    Wir  bezeichnen 

die  Summe  aller  der  Strahl- 
büschel der  Ebene,  deren  Mittel- 
punkte ausserhalb  der  Tangente  s^ 

liegen,  durch  das  Symbol  (^),  jeden 
derselben  durch  3 ; 

die  Summe  aller  der  Strahl- 
büschel, deren  Mittelpunkte  die  von 


den  Curvenpnnkten  auf  Sy  (g. )  ver- 
schiedenen Pankte  von  5  sind,  mit 
[5  Ji  jeden  derselben  durch  g  . 


die  Summe  aller  der  Geraden 

der  Ebene,  welche  nicht  durch  den 

y 
Punkte   gehen,  durch  das  Symbol 

(2) ,  jede  derselben  durch  z ; 

die  Summe  der  geraden  Punkt- 
reihen der  Ebene,  deren  Träger  die 
von  den  Tangenten,  welche  sich  in 

Ä      schneiden    (s  )j    verschiedenen 

Strahlen  des  Büscheb  ^    sind ,  mit 
[2  ],  jede  derselben  durch  z  . 
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Der  in  einem  der  Büschel  [g  ]  mit  g^  perspectivische  Strahl  ist  stets 
.«  ,  der  in  einem  der  Büschel  (g)  mit  g  perspectivische  Strahl  kann  nie  s.^ 
wohl  aber  eioe  andere  der  Geraden  {s  )  sein,  und  ist,  wenn  dies  nicht  der 
Fall,  stets  eine  der  Geraden  {_z  ].  Jede  der  Geraden  [z  ]  muss  daher  mit 
einem  Strahl  z.  identisch  sein. 

Der  auf  einer  der  Geraden  \z  ]  mit  s    perspectivische  Punkt  ist  stets 

r,  der  auf  einet  der  Geradon  (z)  mit  s  perspectivische  Punkt  j    kann  mit 

einem  der  Punkte  [3  ]  nur  zusammenfallen ,  wenn  s^,  mit  s    zusammenfallt, 

also  alle  Punkte  g    mit  allen  Punkten  [}  ]  identisch  sind, 
c)  Jede  der  Geraden  [z  ]  kann 


mit  der  Punktreihe  S         ausser  g 
höchstens  zwei  Punkte  gemeinschaft- 
lich hahen,  einen  mit  S       ,  den  wir 

y  (tv) 

mit  g'^ ,  und  einen  mit  S^      ,  den  wir 

mit  ^    bezeichnen  (No.  526*). 


Jede  der  Geraden  (z)  kann  mit 

S^  ^  höchstens  vier  Punkte  gemein- 
schaftlich   haben;    wir    bezeichnen 

von  den  beiden  dem  Theil  S^^^  an- 
gehörigen  immer  denjenigen,  wel- 
cher ^  am  nächsten  ist,  mit  g^,  von 
den  beiden  dem  Theil  S^^^^  ange- 
hörigen  denjenigen,  welcher  g  am 
nächsten  ist ,  mit  ^  . 


Jeder   der   Strahlbüschel    [3  ] 


kann  mit  der  Tangenten  folge  S 
ausser  s.    höchstens   zwei   Strahlen 

gemeinschaftlich  haben,   einen   mit 

S^^^\  den  wir  mit  s  ,  und  einen  mit 

S^^^\  den  wir  mit  s  bezeichnen 
(No.  52  a«). 

Jeder    der    Strahlbüschel    (j) 

kann  mit  Sr'^^^  höchstens  vier  Tan- 
genten gemeinschaftlich  haben;  wir 
bezeichnen    von    den    beiden    dem 

Theil  S^^  ^^  angehörigen  immer  die- 
jenige,  welche  s    am  nächsten  ist, 

mit  s   ,  von  den  beiden  dem  Theil 

S^  ^^  angehörigen  diejenige,  welche 
s   am  nächsten  ist,  mit  5  . 

8  * 


d)  1.  Während  die  Elemente  s  und  d^  das  Curvenstück  S  ^''^  von  resp. 
s^,^  an  ,  also  im  Sinne  U  stetig  beschreiben,  bilden  die  auf  allen  Geraden 
der  Ebene  {(z),  [z  ],  {s^)  {s  )\  und  in  allen  Strahlbüscheln  der  Ebene 
Kö)»  [}^]»  (dp  (^  )j  perspectivischen  Punkte  und  Strahlen  eine  stetige 
Punktenfolge  (/"">,  j^;"),  gfC")  (4°")))  rcsp.Stral,lenfo)ge(z(^^.,  z^^y 

>')(*U))(N''-''8*'^'^')- 
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2.    Nach  den  Bestimmungen  in  c 
folgen  in    den   Strahlbüscheln 
(i) »  [a^]  ^le  den  Punkten  S^^  ^^  von 

^  bis  ^  entsprechenden  Strahlen 
stetig  in  einem  und  demselben  Dreh- 
sinne aufeinander,  und  ein  die  Strah- 
lenfolge z.  .  resp,  z  .  durchlau- 
fender Strahl  trifft  die  Punkte  von 

S^*^  ^^  mit  deipselben  Halbstrahl. 
Analoges  gilt  von  den  Punkten  von 

S^^^  und  den  entsprechenden  Strah- 
len.    Im  Büschel  3^  folgen  die  den 

sämmtlichen  Punkten  von  S  ent- 
sprechenden Strahlen  in  demselben 
Sinne  (z/)  aufeinander,  bilden  nur 

einen  Theil  des  Büschels  g    und  der 

die   Strahlenfolge     $.   ..   durchlau- 

fende  Strahl  s**  trifft  die  Punkte  von 

S  alle  mit  demselben  Halbstrahl. 
Analoges  gilt  von  den  sämmtlichen 

Punkten  von  5^^"-'  und  den  in  g^ 
entsprechenden  Strahlen  (No.  51c). 

55.  a)  Da  keiner  der  Punkte  (^)  oder  [j  ]  mit  einem  Punkte  des  ihm 
nach  No.  53c  zugehörigen  Curvenstückes  S  zusammenfällt  (höchstens 

die  Punkte  &  ,  ^  auf  s  und  i^*,  i^  auf  s  ausgenommen) ,  so  können  nacb 
No.  35c  und  25  ( ^^.i,  ==  ö' oo)  ^^^  Punkte  von  S  von  dem  anderen  Halb 
strahl  des  die  Strahlenfolge  z.      y  z        in  den  Büscheln  (j) ,  [g  ]  durcblau- 

fenden  Strahles  als  die  Punkte  von  S  ^  nur,  wenn  S  ein  unendlich  eot- 
fernter  Punkt,  getroffen  werden  und  auch  dann  nicht  immer. 

b)  Jeder  der  Punkte  (j),  [j  ]  kann  als  auf  einer  Geraden  z  liegenil 
^ugesehen  werden,  und  es  folgt  aus  No.  35«,  dass  in  allen  Büscheln  Q). 
[j  ],  deren  Mittelpunkte  in  einer  und  derselben  Geraden  z  liegen,  ^'\^ 
Punkte  von  S^  von  dem  anderen  oder  demselben  Halbstrabi 
dc^   die  Strahlenfolge  z     .   resp.  z      .  durchlaufenden  Strahles  getroffen 


folgen  auf  den  Geraden  (:), 
[z  ]  die  den  Tangenten  von  S"^^' 
von  s   bis  s  entsprechenden  Punkte 

stetig  in  einem  und  demselben  Rich- 
tungssinne auf  einander,  und  iu  Be- 
zug auf  jede  der  Geraden  (2),  [2  ] 

liegen  die  Punkte  von  Sr^  auf 
derselben     Halbebene.       Analoges 

gilt  von  den  Tangenten  von  y  ' 
und  den  auf  denselben  befindlichen 
Curvenpunkten.  Auf  der  Geraden 
s,  folgen  die  den  sämmtlichen  Tan- 
genten von  S"  ^  entsprechenden 
Punkte  in  demselben  Sinne  aufeinan- 
der, bilden  nur  einen  Theil  der 
Punktreihe  s    und  die  Punkte  von 

S  liegen  sämmtlich  auf  derselben 
Halbebene  in  Bezug  auf  5..  Ana- 
loges gilt  von  den  sämmtlichen  Tan- 
genten von  S^  ^^  und  den  anf  den- 
selben befindlichen  Curvenpunkten 
(No.  50  c). 
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werden,  als  die  Punkte  von  S^       ,  je  uachdem  der  den  Curvenstücken  Ä^^*^ 

und  Sr^  (bezogen  auf  diese  Gerade  z)  gemeinschaftliche  Theil  von  ^  ^^&nf 
der  anderen  oder  derselben  Halbebene  liegt  in  Bezog  auf  diese  Ge- 
rade, als  der  den  Curvenstücken  S^"^^  und  S^^  ^^gemeinschaftliche  Theil  von 
S"^^ ;  und  dass  in  Bezug  auf  alle  Geraden  z,  welche  durch  einen  und  denselben 
der  Punkte  (j),  [g  ]  gehen,  die  Ponkte  von  S^  '  aufder  anderen  od 
derselbenHalbebene  liegen,  als  die  Punkte  von  S^'    ,  je  nachdem  d 

S  ^  und  5^^*^  (bezogen  auf  diesen  Punkt  j  oder  j^)  gemeinschaftlichen 
Curvenpunkte  von  dem  anderen  oder  demselben  Halbstrahl  des 
die  Strahlenfolge  z,  .  resp.  z.  .  in  diesem  Büschel  durchlaufenden  Strah- 
les getroffen  werden ,  als  die  S^^  ^  und  S^  gemeinschaftlichen  Punkte. 
Daraus  folgt  ferner : 

c)  Liegen  die  Ponkte  S^  ^  in  Bezug  auf  eine  der  Geraden 
(;)  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halbebene 

als  die  Punkte  S^'  \  so  liegen  sie  in  Bezug  auf  alle  Gerade  (2) 
resp.  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halb- 
ebene als  die  Punkte  Ä^^^l 

d)  Werden  die  Punkte  S^^''^  in  einem  der  Büschel  (j),  [j^] 
von  demselben  oder  dem  entgegengesetzten  Halbstrahl  ge-     * 

troffen,  alsdiePunkte^^"     ,  so  werden  sie   in  allen  Büscheln 

(j),  [j]  von  demdieStrahlen  folge  z.     .resp.  t,     . durch  laufe  n- 

denStrahl  resp.  mit  demselben  oder  dementgegengesetzten 

Halbstrahl  getroffen,  als  die  Ponkte  5^**. 

e)  Liegen  die  Punkte  5^  '  in  Bezug  auf  eine  der  Geraden 
(z)  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halbebene 

als  die  Punkte  5^  ,  so  werden  die  Punkte  Sr^''^  in  jedem  der 
Büschel  (j),  [g  ]  von  dem  die  Strahlenfolge  2  .resp.z^  .durch- 
laufenden Strahl  mit  demselben  resp.  dem  entgegengesetzten 
Halbstrahl  getroffen,  als  die  Punkte  5^    ^^  und  umgekehrt. 

/■)  Die  Tangenten  (s  ),  welche  die  dei%Punkt  g  benachbarten  Curven- 
punkte enthalten,  sind  unmittelbar  aufeinanderfolgende  Strahlen  des  Büschels 
i^]  daher  folgt  aus  No.  37(f  und  54rf*:  Liegen  die  Punkte  S^^^^  in  Be- 
zug au  fden  mit  dperspectivischen  Strahl  z.  eines  der  Büschel 
(j)  (oder  in  Bezug  auf  eine  derGeraden[2  ])  auf  derselben  oder 
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auf  der  entgegengesetzten  Halbebene  als  die  Punkte  S^''^^,  so 
liegeu   sie   in  Bezug   auf  den   in  jedem  der  Büschel   (}),  deren 

Mittelpunkte  nicht  auf  einer  der  Geraden  (5  )  gelegen  sind,  dem  Punkte 
g^  entsprechenden  Strahl,  also  in  Bezug  auf  alle  Gerade  [:  ] 
resp.  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halb- 
ebene als  die  Punkte  S^'^ ^\ 

Betreffs   der  Büschel   (5),   deren  Mittelpunkte  auf  den  Geraden  (r) 
(ausser  s/)  gelegen  sind,  vergleiche  No.  56rf. 

Gleichfalls  liegen   die  Punkte  S         in  Bezug  auf  den  in  jedem  der 

Büschel  [5  ]  dem  Punkt  si^  entsprechenden  Strahl  z.  =  5    (No.  546)  auf  der- 

(a  t) 

selben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halbebene  als  die  Punkte  S^  ,  je 
nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  in  Bezug  auf  eines  der  Büschel  [j  ]gilt. 

g)    Je  nachdem  die  Punkte  5  in  Bezug  aufdenineioem 

derBüschel  Q)  dem  Punkt  ^^  en  ts  precli  enden  St  r  ah  lz(o  der  in 
Bezug  auf  eine  der  Geraden  [t  ]),  auf  derselbenoderaufd  er  ent- 
gegengesetzten Halbebene  liegen  als  diePunkte  S^^^  ,  werden 

die  Punkte  ^^^^  vondemimBüschelg^  die  S  trab  len  folge  / 

°     (ov) 

durchlaufenden  Strahl  resp.  mit  demselben  oder  dem  entge- 
gengesetzten Halbstrahl  getroffen,  als  die  Punkte  von  S^°^ 
(No.  35a,  54rf*J  und  umgekehrt. 


B.     Einfluss    der    ausgezeichneten  Elemente    eines    Curven- 

stückesaufdie  mit  demselben  perspectivischen  Strahlen-  und 

Puuktenfolgen;  Classificirung  der  ersteren. 

56.  a)  1.  Jedesmal,  wenn  in  den  Büscheln  (j),  [g  ],  »  die  den 
Punkten  von  S^  im  Sinne  2  entsprechenden  Strahlen  in  demselben 
Bewegungssinne  aufeinanderfolgen,  als  die  den  Punkten  S  im 
Sinne  -S  entsprechenden,  also  resp.  der  Strahl  t  ,  z  =8,,  s  in  diesen  Bü- 
scheln für  die  Strahlenfolge  resp.  z.  .,  z  .^s^  ein  gewöhnlicher 
Strahl  ist,  müssen  von  den  nicht  in  diesem  Strahl  befindlichen  Curven- 
punkten  nach  No.  34ft%  396  die  auf  den  Punkt  ^^  im  Sinne  2  folgenden, 
das  sind  die  von  S 
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entweder  auf  der  anderen  Halbebene  in   Bezug  auf  resp. 
z„  2=5.,  s    liegen  und  von  demselben  Halbstrahl, 

oder  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  resp.  z.,  2=5., 
s   liegenund  von  dem  anderen  Halbstrabi 

des  eines  der  Büschel  resp.  (j)>  [i  ]i  3  durchlaufenden  Strahles  getroflFen 
werden,  als  die  dem  Punkt  ^^  in  demselben  Sinne  £  vorhergehenden  Cur- 
venpunkte ,  nämlich  als  die  von  S^       ,  und  umgekehrt. 

2.    Jedesmal,    wenn  der  Strahl  2.  ,z.  =5,,  s     für  die  Strahlenfplge 

resp.  z,     ^.z,     X 1  ^5    X   ein  ßnckkehrstrahl  ist,  müssen  von  den  nicht  in 
^      (01^)'     (ov)*    (ov)  ' 

diesem  Strahl  befindlichen  Curvenpunkten  die  von  S 

entweder    auf    derselben    Halbebene    in    Bezug    auf    resp. 

z,  z  ==  s.,  s   liegen  und  von  demselben  Halbstrahl, 

oder   auf   der  anderen   Halbebene   in   Bezug    auf  resp.   z,, 

5.,  $  liegen  und  von  dem  anderen  Halbstrahl 

des  eines  der  Büschel  (j),  [5  ]/Ä  durchlaufenden  Strahles  getroffen  wer- 
den,  als  die  Punkte  von  S^    ^  ,  und  umgekehrt. 

b)  1.  Jedesmal,  wenn  auf  einer  der  Geraden  (2),  [2  ],  s,  die  den 
Tangenten  von  S  im  Sinne  £  entsprechenden  Punkte  in  demselben 
Bewegungssinne  aufeinander  folgen,  als  die  den  Tangenten  von  o  im  Sinn 
£  entsprechenden  Punkte,  also  resp.  der  Punkt  5,4   =g**,  g**  auf  diesen 

Geraden  für  die  Punktenfolge  resp.  g^  ,  j  ,  d^*'*'^  ein  gewöhnlicher 
Tunkt  ist,  muss  nach  No.  36 c^  und  45a, 6  die  Tangente  s  beim  Uebergang 
aus  der  Lage  s   in  die  im  Sinne  £  folgende,  s  ,  und  somit  aus  jeder  Lage  im 

Curvenstück  S  ^  in  die  im  Sinne  2  folgende  (No.  54  «),  sich  indemsei  ben 
Sinne  /i  bewegen,  den  sie  hat  beim  üebergange  aus  jeder  Lage  im  Cur- 
venstück iy^  l  in  die  im  Sinne  2?  folgende,  oder  in  dem  entgegen- 
gesetzten -^,  je  nachdem  die  Punkte  von  S  auf  derselben 
Halbebene  in  Bezug  auf  diese  Gerade  resp.  2,2  ,  ^.  liegen,  als 

die  r*  unkte  von  iV^,  oder  auf  der     nt  gegengesetzten. 

BS  t         t 

2.  Jedesmal  aber,  wenn  der  Punkt  ^  ,3  =r  g*» ,  g*»  für  die  Punkten- 
folge resp.  3        ,3^       »  ^1       ein  Rück  kehr  punkt  ist,  muss  5   beim  Ueber- 
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gang  aus  der  Lage  s  in  die  im  Sinne  £  folgende,  5. ,  i  n  dem  entgegen- 
gesetzten Sinne  J  oder  demselben  Sinne  J  sich  bewegen,  je 
nachdem  die  Punkte  5^  ^  sich  anfderselben  Haibeb  ene  in  Be^ 
zug  auf  diese  Gerade  resp.z,  z  oder  s^  befinden,  als  die  Punkte  S^'  ,  oder 
auf  der  entgegengesetzten. 

c)  Durch  Vorgleichung  hiermit  und  mit  No.4ö&,(f  folgt  aus  No.föc,rf,e 
und  6,  wenn  wir 

betreffs  der  Strahlbüschel  },  deren  Mittelpunkte  die  von  d   verschiedeoen 

Punkte  der  von  s   verschiedenen  Tangenten  (5  )  sind,  für  welche,  indem  s 

oder  s^    mitz    zusammenfällt,  einer  der  beiden  Tbeile  S^"     ,  S>^^^  gleich 

Null  wird,  und 

betreffs   der  Geraden   2,    welche   die  Tangente   s    in   einem  der  aaf 

derselben  befindlichen  von  &^  verschiedenen  Curvenpunkte  schneiden,  ohne 
mit  ihr  zusammenzufallen,  für  welche,  indem  ^    oder  g   mit  3  zusammenfällt 
einer  der  beiden  Theile  S^^^\  S^^^^  gleich  Null  wird, 
No.  2b a  berücksichtigen: 


1.   dass  in  allen  Büscheln 

())  der  dem  Punkt  ^^  entspre- 
chende    Strahl     z^     für      die 


Strahlen  folge    z 


(ov) 


ein    ge- 


wöbnlicher  oder  Rückkehr- 
Strahl  ist,  wenn  er  in  einem 
derselben  ein  gewöhnlicher 
resp.  Rückkehr -Strahl  ist; 

2.    dass  in  allen  Büscheln 

"[3  J  derdem  Punkt  3**  entspre- 
chende    Strahl     s.      für      die 

Strahlenfolge     2,     .     ein    ge- 
o         (o  v)  ^ 

wohnlicher  oder  Rückkehr- 
Strahl  ist,  wenn  er  in  einem 
derselben  ein  gewöhnlicher 
resp    Rückkehr- Strahl  ist. 

d)  1.  Nach  No.  51  b,  c  ist  die  Tan- 
gente s    in  den  Strahlbüscheln  3  und 

j  ,  deren  Mittelpunkte  die  von  den 


dass  auf  allen  GeradeD(:) 
der  der  Tangente  ^  entspre- 
chende Punkt  j'  für  die  Punk- 

tcnfolge  y^^  ein  gewöhnli- 
cher oder  Rückkehr-Punkt  ist, 
wenn  er  auf  einer  derselben 
ein  gewöhnlicher  resp.Rück- 
kehr-Punkt  ist; 

dass  auf  allen  Geraden 
[z  ]  der  der  Tangente  s^  ent 

sprechende  Punkt  sJ"  für  die 
Punktenfolge  y  ^  ein  ge- 
wöhnlicher oder  Rückkehr- 
Punkt  ist,  wenn  er  auf  einer 
derselben  ein  gewöhnlicher 
resp.  Rückkehr-Punkt  ißt 

Nach  No.  506,  c  ist  der  Pnoki 
g^  auf  den  Punktreihen  z  und  r^. 
deren  Träger  die  von  den  sich  in 
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Curvenpunkten  auf  s  ,  g  ,  d  ver- 
schiedenen Punkte  von  $  sind,  ein 
Rückkehrstrahl    für   die    Strahlen- 


folge 2. 


.,  in  den  Strahl- 


büscheln,    deren   Mittelpunkte    die 

a       ß 

Curvenpunkte  d  ,  d    sind,  aber  ein 
gewöhnlicher  Strahl.     Gleiches  gilt 


für  s  . 


^  schneidenden  Tangenten  s^  nnd 
$    verschiedenen  Strahlen  des  BCi- 

y 

schels  iS^  sind,  ein  Rückkehrpunkt 
für    die    Punktenfolge   j^*^*'^    resp. 


Xov) 


auf  den  Geraden  s^  nnd  s 
ß  Y 


2.  Daher  erscheint  der  dem 
Punkt  d  entsprechende  Strahl  z. , 
wenn  er  in  den  Strahl büscheln  (}), 
deren  Mittelpunkte  mit  keiner  der 

Geraden  (5**)  perspectivisch  liegen, 
ein  gewöhnlicher  oder  Rückkehr- 
Strahl  ist  für  die  StrahlenfoJge  z.     ^ , 

in  den  Strahlbüschelu  ),  deren 

Mittelpunkte  die  von  g^  verschiede- 
nen, auf  den  von  s.  verschiedenen 

y 
Taugenten    (s**  )  befindlichen   Cur- 
venpunkte sind,  ebenfalls  resp.  als 
ein    gewöhnlicher    oder   Rückkehr- 
Strahl, 

in  den  Büscheln  3,  deren  Mittel- 
punkte die  übrigen  von  g  verschie- 
denen Punkte  der  von  s.  verschie- 

denen  Tangeuten    (*  )  sind,    resp. 

als  ein  Rückkehr-  oder  gewöhnli- 
cher Strahl. 

3.  Dies  hier  in  No.  56 rf  Gesagte  würde  zunächst  nur  gelten,  wenn  $ 

eine  endliche  Gerade  und  d^  ein  endlicher  Punkt  derselben  ist,  da  die 
Untersuchungen  in  No.  50  und  51  sich  nur  auf  endliche  Curvenelemeute 
beziehen;  da  aber  die  hier  in  Betracht  kommenden  Eigenschaften  nach 
No.58c,25  für  solche  Curvenelemeute,  die  wir  gewöhnliche  nennen,  auch  gel- 
ten, wenn  sie  eine  unendlich  entfernte  Lage  haben,  so  gilt  dasselbe  all- 
gemein. Wir  können  hiernach,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung 
zu  beschränken,  des  leichteren  Ausdruckes  wegen  ^  t 
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jedoch  ein  gewöhnlicher  Punkt. 
Gleiches  gilt  von  ^  . 

Daher  erscheint  der  der  Tan- 
gente^  entsprechende  Punkt}  ,wenn 

er  auf  den  Geraden  (2),  welche  mit 

keinem  der  aufs   befindlichen  Cur- 

e 

venpunkte  perspectivisch  liegen,  ein 
gewöhnlicher  oder  Rückkehr  Punkt 

ist  für  die  Punkten  folge  g       , 

auf  den  Geraden  z,  welche  mit 
den  von  s  verschiedenen,  diese  Ge- 

rade  s    in  den  von  ^   verschiedenen 

8 

auf  derselben  befindlichen  CurvÄn- 
punkten  schneidenden  Tangenten 
identisch  sind,  ebenfalls  resp.  als  ein 
gewöhnlicher  oder  Rückkehr-Punkt, 

auf   den    übrigen    Geraden   r, 
welche  die  Tangente  s   in  einem  der 

auf  ihr  befindlichen  von  Ä  verschie- 
denen Curvenpunkte  schneiden, 
resp.  als  ein  Rückkehr-  oder  ge- 
wöhnlicher Punkt. 
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diejenigen  Geraden  c,  welche 
s  in  einem  der  von  g  verschiede- 
nen Curvcnpunkte  schneiden, 


diejenigen  Strahlbüschel  3 ,  de- 
ren Mittelpunkte  den  Geraden  (s^) 
angehören, 

ausschliessen ,  da  dieselben  Gesetze,  welche  für  die  übrigen  Punkte  (j) 
resp.  Geraden  (z)  gelten,  auch  auf  diese  Anwendung  finden,  aber  die  an- 
gegebene Modification  erleiden. 

57.  d)  1.  Sind  der  der  Tangente  s  auf  einer*der  Geraden  (s)  entspre- 
chende Punkt  3  und  der  ihr  auf  einer  der  Geraden  [z  ]  entsprechende 
X  =i&  beide  auf  ihren  Geraden  entweder  gewöhnliche  oder 
beide  Rückkehr-Punkte  für  die  Punktenfolgen  j^  ^^  resp.  3  , 
so  befinden  sich  3  und  d  stets  in  demselben  der  von  einer  der  Tangenten 
von  S^^^^  und  einer  der  Tangenten  von  S^  ^  gebildeten  Winkel*);  die 
Schnittpunkte  je  einer  Tangente  von  S  und  einer  von  S^  mit  s  bil- 
den daher  stets  ein  Punktepaar  zweiter  Art  in  Bezug  auf  die  Punkte  3 
und  Ä^  (No.  31 ,  12) ,  gehören  also  derselben  von  den  beiden  durch  5  und 
d    begrenzten   Strecken  an;   das  heisst  (No.  16):  der  Punkt  i8^  ist  für 

die  Punktenfolge  ^^   ^^  auf  s    und  somit  auch  für  die  Punkten- 
«^       e  e 

f«lge  i^^^  ELuis    ein  Rückkehrpunkt  (No.  42ba\  37)**J. 

2.  Ist  der  eine  der  Punkte  j  ,  3  auf  seiner  Geraden  für  die  Punkton- 
folge resp.  j  ^  oder  g  ^^  ein  gewöhnlicher,  der  andere  ein  Rückkehr- 
punkt, so  gehört  stets  der  eine  dem  einen,  der  andere  dem  anderen  der 

durch  eine  Tangente  von  S^^  und  eine  von  S  ^  gebildeten  Winkel  an;  die 
Schnittpunkte  zweier  solcher  Tangenten  mit  s    bilden    daher   ein  Punkte- 


•)  Unter  5^^^^  und  S^^^  sind  hier  die  Theile  von  S^^  ^^  zu  verstehen,  welche 
resp.  den  durch  die  gewählte  Gerade  z  nach   No.  54  c   bestimmten  Curvenstücken 

S^^^^.und5^^  ''  mit  den  durch  die  gewählte  Gerade  2  bestimmten  gemeinschaft- 
lich sind. 

••)  Dass  der  Punkt  g^,  je  nachdem  er  für  die  Punktenfolge  8^  ein  gewöhn- 

licher oder  ein  Rückkehr-Punkt,  auch  für  die  Punktcnfolge  0i  ^  resp.  ein  gewöhn 
lieber  oder  ein  Rückkehr-Punkt  ist,  ist,  wenn  3  ein  Rückkehr-Punkt  für  die  Punk- 
tenfolge y^^\   also  a*=:3^  (No.   16c)  folglich  s  =s^  (No.  2),  selbstverständlich; 

wenn  aber  ^  ein  gewöhnlicher  Punkt  für  die  Punktenfolge  3^  K  so  lässt  sich  die- 
selbe Schlussfolge,  welche  inNo.  57a  auf<$  angewandt  ist,  ebenso  für  «^  durchführen. 
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paar  der  ersten  Ait  in  Bezug  auf  die  runkto  ^  und  s^  ,  das  heisst  (No.  lö): 
der  Punkt  g  ist  für  die  Puuktenfolge  ^^  und  somit  auch  für 
die  Punkten  fo  Ige  g^    ^  aufs,  ein  gewöhnlicher  Punkt*). 

b)  1.  Aus  No.  bbg  und  56«'  folgt,  dass  die  Tangente  s  in  dem  Büschel 
ö  für  die  Strahlenfolge  s!,     .  ein  Rückkehrstrahl  ist,  wenn 

entweder  sowohl  in  Bezug  auf  5^  =  :^    als   in   Bezug  auf   2, 

dem  in  einem  der  Büschel  (j)  mit  j5    perspectivischen  Strahl,  die 
Punkte  Sf      ^  auf  derselben  Halbebene  liegen,  als  die  Punkte 

oder  wenn  sowohl   in  Bezug  auf  eine  der  Geraden  z,   als  in 
Bezug  auf  5^=r.  die  Punkte  S^     "^  auf  der  entgegengesetz- 
ten Halbebene  liegen,  als  die  Punkte  S^^  \ 
Aus  No.  39a  geht  nämlich  hervor,  dass,  da  s    und  s     zwei   unmittel- 
bar aufeinander  folgende  Strahlen  des  Büschels  £>    sind,  alle  Punkte,  welche 
in  Bezug  auf  s^  auf  derselben  Halbebene  sich  befinden  und  weder  mit  s 

noch  mit  s^  perspectivisch  liegen ,  auch  in  Bezug  auf  s  ein  und  derselben 
Halbebene  angehören,  und  dass  je  zwei  weder  mit  s  noch  mit  s,  perspec- 
tivische  Punkte ,  welche  in  Bezug  auf  eine  dieser  Geraden  auf  entgegen- 
gesetzten Halbebenen  liegen,  auch  in  Bezug  auf  die  andere  entgegengesetz- 
ten Halbebenen  angehören. 

Da  aber  z  =zs,  der  dem  Punkt  d  in  einem  der  Büschel  [j  ]  entspre- 
chende Strahl  ist,  so  können  wir  mit  Rücksicht  auf  No.  55c, c?,e  auch  sagen: 
Die  Tangente  s  ist  in  dem  Büschel  sr  für  die  Strahlenfolge 
s,  .  ein  Rückkehrstrahl,  wenn  sowohl  in  einem  der  Büschel 
(j)  als  in  einem  der  Büschel  [j^J  der  dem  Punkt  d  entspre- 
chende Strahl  für  die  Strahlenfolge  z.  .  resp.  z  .  ein  ge- 
wöhnlicher Strahl  oder  in  beiden  ein  Rückkehrstrahl  ist. 

2.  DieTangente^   aber  ist  in  dem  Büschel  jg    für  die  Strah- 

*^  s 

lenfolsre«^     .  ein  gewöhnlicher  Strahl,  wenn  die  Punkte  S 
^      {ov)  ^  ' 

in  Bezug  auf  s,  =  Zy  auf  derselben  und  in  Bezug  auf  eine  der  Ge- 
raden z,,  d.  i.  eine  der  Geraden  [z  ],  auf  der  entgegengesetzten,  oder 


*)  Siehe  vorhergende  Anmerkung. 
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in  Bezug  auf  *«.  =  -c.  a^f  der  entgegengesetzten  und  in  Bezug  auf  eine 
Gerade  z^  oder  z   auf  derselben 

Halbebene  sich  befinden,  als  die  Punkte  5^^  ,  also  nach  No.  55c,d,e 
und  56«  jedesmal,  wenn  der  dem  PunktiJ  entsprechende  Strahl 
res  p.  für  die  Strahlen  folge  2,     .oder  2,  ^^ 

in  einem  der  Büschel  (})  ein  gewöhnlicher  und  in  einem 

der  Büschel  [j^J  ein  Rück  kehr -Strahl,  oder 

in  einem  der  Büschel  [5  ]  ein  gewöhnlicher  und  in  ein-em 
der  Büschel  (3)  ein  Bückkehr-Strahl  ist. 

c)  Mit  Hilfe  von  No.  566  folgern  wir  weiter  aus  No.  576: 

1.  Die  Tangente  s  kann  im  Büschel  §r  für  die  Strahlen- 
folgest     .  nur  dann  ein  gewöhnlicher  Strahl  sein, 

wenn  j3  auf  s.  für  die  Punktenfolge  ^,  ^'  ein  gewöhnlicher  und  auf 
einer  der  Geraden  \z  ]  für  die  Punktenfolge  y  "^  ein  Kückkehr-Punkt  ist, 
oder  wenn  d    auf  s,  ein  Rückkehr  -  und  auf  einer  der  Geraden  [z  1  ein  ge- 

wohnlicher  Punkt  ist, 

das  heisst,  nach  No.  57 0*,  jedesmal,  wenn  der  der  Tangentes^ 

auf  einer  der  Geraden  (2)  entsprechende  Punktj  für  die  Punk- 
tenfolge y    '  ein  gewöhnlicher  Punkt  ist. 

2.  Die  Tangente  s    kann  im  Büscheid     für  die  Strahlen- 

folge  s,     .  nur  dann  ein  Hückkehrstrahl  sein, 

wenn  g^  auf  s^  für  die  Punktenfolge  g^^*^  und  auf  einer  der  Geraden 
[2  ]  für  die  Punktenfolge  y  ^^  ein  gewöhnlicher  Punkt  ist ,  oder 

wenn  ^    auf  s    und  einer  der  Geraden  [2  1  ein  Rückkehrpunkt  ist, 
das  heisst  nach  No.  57 a^,  jedesmal,  wenn  der  der  Tangente  ^^ 
auf  einer  der  Geraden  (2)  entsprechende  Punkt^    fürdiePunk- 
tenfolge^^       ein  Rückkehrpunkt  ist. 

d)  Zufolge  No.  6,  28,  376,  45 (/  muss  jedesmal,  wenn  der  dem  Punkt 
S^  in  einem  der  Büschel  (3)  entsprechende  Strahl  2    für  die  Strablenfolgc 

2,     .  ein  gewöhnlicher  Strahl  ist ,  der  Punkt  g^  auf  s    in  der  Läse  s^  von 
(ov)         **  '  9  f 

d   aus  sich  in  demselben  Richtungssinne  P  weiter  bewejgen ,  mit  welchem 
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eraaf«  in  der  vorhergehenden  Lage  s  nach  d  gelangt  war;  jedesmal 
aber,  wenn  der  Strahl  z  für  die  Strahleufolge  z.  .  ein  Rückkehrstrahl 
ist,  muss  d  den  Richtangssinn  auf  s  in  der  Lage  s,  ändern  in  den  ent- 
gegengesetzten P. 

Darausfolgt,  dass  der  Punkt  g*' auf  5.  für   die  Puuktenfolge 

(o  v^ 
h         jedesmal    ein  gewöhnlicher  oder  Rückkehr-Punkt  ist, 

wenn  der  dem  Punkt  ^  entsprechende  Strahl  in  einem  der 
Büschel  (j)  für  die  Strahlen  folge  z,  .  resp.  ein  gewöhnlicher 
oder  Rückkehr-Strahl  ist. 

58.  a)  Wir  stellen  hier  die  in  No.  57   gefundenen  Sätze    zusammen; 
diese  sind : 


1.    Sind  die  dem  Punkt  ^^ 
in  einem  der  Büschel  (^)  und 

einem  der  Büschel  [}  ]  ent- 
sprechenden Strahlen  resp. 
2^,«^  für  die  Strahlenfolgen 

resp.  z.     V  und  z.     .  heide  ge- 

wohnliche  oder  heide  Rück- 
kehr-Strahlen, so  ist  5  im  Bü- 
schel   g^    für    die    Strahlen- 

(09) 

strahl,  und  umgekehrt. 


folge 


ein     Rückkehr- 


Isteines  der  Elemente  z^, 
2  =5.   ein  gewöhnlicher,   das 

andere    ein  Rückkehr-Strahl 
für    die    Strahlenfolge    resp. 


\ov) 


oder  z.     ..seist«   für  die 

f  A  Ml'  fi 


"(01.) 


Strahlenfolge    s^ 


(ov) 


ein     ge- 


wöhnlicher Strahl,    und  um- 
gekehrt. 

2.     Jedesmal,  wenn  s    im 

Büschel  g^   für  die  Strahlen- 


Sind  die  der  Tans'ente  s 

^  B 

auf  einer  der  Geraden  (z)  und 
einer    der  Geraden   fr]    ent- 

sprechenden  Elemente  resp. 
j^undg  für  die  Punkton  folge 
resp.  y  ^  und  3^  ^  heide  ge- 
wöhnliche oder  heide  Rück- 
kehr-Punkte, seist  d  anfder 
Tangente  5.  für  die  Punkten- 
folge w^^^  ein  Rückkehr- 
punkt, und  umgekehrt. 

Ist  eines  der  Elemente  3 
und  j  =g     ein  gewöhnlicher, 

das  andere  ein  Rückkehr- 
Punkt   für  die   Punktenfolge 

resp.  J^  ^  oder  j^  \  so  ist  %^ 
für  die  Punktenfolge  jg^    ^  ein 

gewöhnlicher  Punkt,  und  um- 
gekehrt. 

Jedesmal,  wenn  d    aufder 
Tangente«,    für  die  Pnnkten- 
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y 
folge   *;    .    ein  gewöhnlicher 

oder  Kückkehr-Strahl  ist,  ist 
der  der  Tangente  5    auf  einer 

der     Geraden      (z)      entspre- 

chendePunkt^  resp.  ein  ge- 
wöhnlicher oder  Rückkehr- 
Punkt   für   die  Punktenfolge 

(ov)         ,  ,     , 

,  und  umgekehrt. 


folge  ^^  ''  ein  gewöhnlicher 
oder  Rückkehr-Punkt  ist,  ist 

der  dem  Punktj^^  in  einem  der 
Büschel  (3)  entsprechende 
Strahl  z^  resp.  ein  gewöhnli- 
cher oder  Rückkehr-Strahl 
fürdieStrahlenfolfices,     ..und 

umgekehrt. 

b)  Diese  Sätze  im  Verein  mit  No.  56c  zeigen  die  Abhängigkeit  der 
Bewegungssinne  der  den  laufenden  Curvenelementen  St^  und  s  in  den 
Strahlbüscheln  (3),  [3  J,  5%  resp.  den  Punktreihen  (2),  [z^],  s  entsprechen- 
den Elemente  von  einander;  sie  lassen  erkennen,  dass,  sobald  wir  den  Be- 
wegungssinn des  den  laufenden  Curvenelementen  p^  und  s  in  einer  gleich 
zeitigen  Lage  in  irgend  zwei  ungleichartigen  der  erwähnten  Gebilde  kennen, 
dadurch  der  Bewegungssinn  des  in  jedem  der  anderen  Gebilde  entsprechen- 
den Elementes  und  somit  auch  der  Charakter  der  Curvenelemente ,  welche 
gerade  von  »^  und  s^  gedeckt  werden,  in  der  Hinsicht  bestimmt  ist,  obÄ^ 
und  s^  beim  Uebergang  in  die  nächstfolgende  Lage  ihren  Bewegungssinn 
ändern  müssen  oder  nicht. 

c)  Wir  stellen  darnach  folgende  Definitionen  auf:  *) 

Lassen  wir  die  Elemente  g*  und  s    das  Curvenstück  ^^^^ 

Q 
stetig  im  Sinne  £  durchlaufen,  und  ist  die  Lage  der  Theile 

^       >^       gegen  einander  eine  derartige, 

•)  Haben  g^  und  s  den  Theil  5^®^^  von  5^®*')  im  Sinne  2  durchlaufen,  so 
dass  #  die  Lage  *^,  g*  die  von  2^  hat,  so  beginnt  nach  No.  46  die  Beschreibnng 
des  Theiles  SS^^   mit  einer  Bewegung  von  *  ,  für  welche   8^  als  Drehungscentnim 

gegeben  ist,  und  darauf  erst  kann  eine  Bewegung  von  8^  von  der  Lage  r  *ii8 
erfolgen.  Ausserdem  ist  nun  ein  zweiter  Fall  möglich  und  ebenso  berechtigt,  dem- 
zufolge wir  das  Curvenstück  S^^^^  uns  so  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  da«» 
der  durch  den  Bewogungssinn  von  ffi  uijd  *  bestimmte  erste  Theil  mit  einer  Be- 
wegung von   .9    schliesst,  also  der  zweite  mit  einer  Bewegung  von  ffi  beginnen 

mnss,  für  welche   die  Bahn,   nämlich  die  zuletzt  erlangte  Lage  der  Geraden  * 
gegeben  ist. 

Wir  haben  willkürlich  für  die  Durchführung  den  ersten  Fall  gewählt;  der 
andere  führt  zu  demselben  Resultat,   d.  i.  zu  denselben  Formen   für  das  Ctirven- 
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I.    dass  der  dem  Punkt  ^^ 

io  der  Lage  ^  in  einem  der 
Büschel  (^)  entsprechende 
Strahl   2.     ein    gewöhnlicher, 

der  in  einem  der  Büschel  |g  ] 

entsprechende       2=5         ein 

Rückkehr-Strahl  istresp.für 
die   Strahlen  folge    z.     .    oder 

6 

SO   ist^  imBüscheld    für 

die  Strahlenfolge  s:     .  ein  ge- 

wohnlicher    Strahl,    und    wir 

nennen  sJ"  einen  gewöhnlichen 
Cnryenpnnkt; 


dass  der  der  Tangenten 
in  der  Lage  s  auf  einer  der 
Punktreihen  (z)  entspre- 
chende Punkt  g  eingewöhn- 
licher, der  auf  einer  der  Ge- 
raden   [z  ]    entsprechende    g 

=  ^^  ein  Rückkehr-Punkt  ist 
resp.    für     die    Punktenfolge 

r    ^  oder  3^^    \ 

so  istdauf  derGeraden^' 

fürdiePunktenfolge^^     ''ein 

gewöhnlicher  Punkt,  und  wir 
nennen  s  eine  gewöhnliche  Tan- 
gente; 


stück  S^  \  denn  wir  erhalten  den  einen  stets  aus  dem  anderen,  wenn  wir  den 
Bewegangssinn  Z  für  die  Elemente  i^^  und  8  in  den  entgegengesetzten  ^  um- 
kehren; diese  Umkehrang  des  Bewegnngssinnes  ist  aber  unabhängig  von  der  Ge- 
staltaag  des  Curvenstückes,  also  ohne  Einfluss  auf  dieselbe.  Denken  wir  uns  näm- 
lich das  Currenstück  5^  ^  so  in  zwei  Theile  geiheilt,  dass  der  erste  im  Sinne  2?, 
S^*^-^,  die  Tangenten  *^,  *y__ji  '"  *w»  ^t  ^^^  ^^®  Punkte  Ä*',  •''"~\  ...  Ä  ^,  der 
zweite,   ^^^\   also  die  Tangenten  *^,    s  ,   «>  •••  *.»  *a  und  die  Punkte   8^,  9r^ 

I  ...  d  ,  0  umfasst,  so  erhalten  wir  für  die  möglichen  Formen  yon  ^'^^'^  folgende, 
den  in  No.  58c  angegebenen  ganz  analoge  Definitionen,  in  denen  die  Symbole  (3) 

b  ]t  (2))  [.'^f^  die  in  No.  546  bestimmte  Bedeutung  haben: 

Lassen  wir  die  Elemente  ^  und  9    das  Curvenstück  S^     *   stetig:  im  Sinne 

9 

£  durchlaufen   und  ist    die  Lage  der  Theile  5^*' ^  ,  S-^^^   gegen  einander   eine 

derartige, 


dass  der  dem  Punkt  §fi  in  der  Lage 
sr  in  einem  der  Büschel  Q)  entspre- 
chende Strahl  z     ein  gewöhnlicher,  der 

in  einem  der  Büschel  [j  ]  entsprechende 
z  ein  Rückkehr  Strahl  ist  resp.  für  die 
Strahlenfolge  z.     s  oder  2? 


(vo)  ""^*   *(voy 
im    Büschel    8^ 

Zri«chriri  1.  Malhemalik  u.   Physik  XI 11,   5. 


80   ist    «c  im    Büschel    8^    für    die 


dass   der   der  Tangente    «     in  der 
Lage  4v  auf  einer   der  Punktreihen  (z) 

entsprechende  Punkt  j^  ein  gewöhnlicher, 
der  auf  einer  der  Geraden  (z^)  entspre- 
chende j^  ein  Rückkehr-Punkt  ist  resp. 
für  die  Punktenfolge  j^*'^^  oder  i^J^'^K 
so  ist  8^  auf  der  Geraden  s^  für  die 
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2.    dass  sowohl  der  Strahl 
z.  in  einem  derBüschel  (z)  als 

der  Strahl  z,  =  s.\ti  einem  der 

ßüschel  [3  1  ein  gewöhnlicher 
Strahl  ist  für  die  Strahlen- 
folge resp.  z.     .  oder  z.     ., 


so  ist  $    im  Büschel  ^^  für 

y 
die     Strahlen  folge     s,     .     ein 

Kück  kehrstrahl,       nnd       wir 


nennen      8r 
Wendepunkt; 


einen     einfachen 


dass     der    Punkt    g*     auf 
einer    der    Geraden    (z)     ein 

Rückkehr-,  der  Punkt  k^  ^  &^ 

auf  einer  der  Geraden  Iz  1  ein 

gewöhnlicher    Punkt    ist   für 

die    Punktenfolge    resp.    g^*'"^ 

oder  3^    \ 

so  ist  g*  auf  der. Geraden 

s^   für  die  Punktenfolge  ^^/^""^ 

ein  gewöhnlicher  Punkt  nnd 
wir     nennen 


s^     eine   einfache 


Wendetangente; 


3.  dass  der  Strahl  z,  in 
einem  derBü8chel(j)einRück- 
kehr-,   der   Strahl    2=^     in 

einem  der  Büschel  [j^]  einge- 

wöhnlicher  Strahl  ist  für  die 

Strahlenfolge  resp.  z^    ^  oder 
^     (ov) 

\ov)^ 


dass  sowohl  der  Punkt  ^ 
auf  einer  der  Geraden  (z)  als 

auchderPunkt  jj  =gfaufeiner 
der  Geraden  [2  )  ein  gewöhn- 
licherPunktistfür  die  Punk- 
tenfolge resp.  a^*'*')  oder  j^^''^, 


Strahlenfolge   «L^x    ein    gewöhnlicher 

Strahl,  S)^  ein  gewöhnlicher  Ciir- 
venpunkt; 

dass   sowohl   z_  in    einem    der  Bü- 
V 

schel  (j)  als  z  =8^  in  einem  der  Bü- 
schel [3  J  ein  gewöhnlicher  Strahl  ist 
für    die   Strahlenfolge    resp.    z.     .   oder 

\vo)^ 

so  ist  8c^  im  Büschel  g^  für  die 
Strahlenfolge  s^^.  ein  Rückkehrstrahl, 
%^  ein  einfacher  Wendepunkt; 


Punkteufolge  gf*'^)  ein  gewöhnlicher 
Punkt,  8u  eine  gewöhnliche  Tan- 
gente; 

dass  g^  auf  einer  der  Geraden  (2) 
ein  Rückkehr-,  3!  =  »^  auf  einer  der 
Geraden    [z^    ein    gewöhnlicher  Punkt 

ist  für  die  Punktenfolge  resp.  3^**^^  oder 
(vo) 

so  ist  l^  auf  der  Geraden  Sy  für 
die  Pnnktenfolge  ^y^^  ein  gewöhnlicher 
Punkt,  s^  eine  einfache  Wende- 
tangente; 
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so  ist  s    im  Büschel  g**  für 
c 

die  Strahlen  folge  s°^  .  eiuge- 

wöhülicher    Strahl,   und    wir 

nennen  S^  einen  einfachen  Eück- 
kehrpunkt; 

4.  da 8  8  so  wohl  der  Strahl 
z  ineinemderBü8chel(j),  als 


auchderStrahl2«,  =  6\ineinoni 
01 


derßüschel  [§"]  ein  Rückkehr- 
strahl   ist    für   die  Strahlcu- 

folgeresp.  z^^^j  oderzj^^j, 


dass    z     in    einem   der  Büschel  (}) 

ein  Rückkehr-,    iü=*;.  in    einem   der 

Büschel  [j^]  ein  gewöhnlicher  Strahl  ist 
für  die  Strahlenfolge   resp.  ^/^q\    oder 

0 

>o)' 

so   ist    Sy    im   Büschel   S^    für  die 

Strahlenfolge     sj.    ein    gewöhnlicher 

Strahl,  ^^  ein  einfacher  Rückkehr- 
punkt; 

dass  sowohl  z^  in  einem  der  Bü- 
schel  (j)  als  auch  z^  =  Sy  in  einem  der 
Büschel  [i']  ein  RückkehrsUahl  ist  für 
die  Strahlenfolge  resp.  z^^^    oder  *?y^,y 

80  ist  « «.  im  Büschel  ^^  für  die  Strah- 


Icnfolgc  s?     X    ein  Rückkehrstrahl,    g^ 
ein  Rückkehr-Wendepunkt. 


seist  g**  auf  der  Geraden  s 
für  die  Punktenfolge  S>^^^^  ein 

RückkehrpunktjUnd  wirnen- 
n  e  n  ^  eine  ein&che  Bückkehrtan- 
gente; 

dass  sowohl  der  Punkt  j* 
auf  einer  der  Geraden  (2),  als 

auch  der  Punkt  i  =ig  aufeiner 
der  Geraden  Tel  ein  Rück- 
kehrpuukt  ist  für  die  Punk- 
tenfolge  resp.  j^     'oder^^    \ 

dass  i^  auf  einer  der  Geraden  (z) 
sowohl,  als  auch  J^  =  &  auf  einer  der 
Geraden  [:  ]  ein  gewöhnlicher  Punkt  ist 
für  die  Punktenfolge  resp.  y^^'  oder 
»ö       » 

so  ist  g^  auf  der  Geraden  «^  für 
die  Punktenfolge  gi*'®^  ein  Rückkehr- 
punkt, s^  eine  einfache  Rückkehr^ 
tangente; 

dass  sowohl  g*»  auf  einer  der  Ge- 
raden (:)  als  auch  3^  =  g*  auf  einer  der 
Geraden  [z  1  ein  Rückkehrpunkt  ist  für 

die  Punktenfolge  resp.  J^"^'  oder  x 


>o)- 


so   ist   h^  auf   der   Geraden   Sy  für 
die    Punktenfolge  fr^^^    ein   Rückkehr- 
punkt,   *o    eine  Rückkehr- Wende 
tangente. 

Diese  Definitionen  bestimmen   ganz  dieselbe   Gestaltung   von   S\^^^  in  den 
einzebien  Fallen  als  die   in  No.  58c,   da  es  beispielweis  gleich  ist  (No.  löc),  ob  z^ 

für  Zr     N  oder  z     für  z.     .  ein  gewöhnlicher,  ein  Rückkehr -Strahl,  ob  für  5 

im  Sinne  2  s    oder  für  S^^^^  im  Sinne   2  Sc^  eine  Wendetangente  ist. 
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80   ist  s     im    Büschel    d 
fürdie  St rahl-en folge  ä^^  .  ein 
Rückkehr  strahl,  und  wir  nen- 


nen d^  einen  Wende  -  Rückkehr - 
pnnkt. 


so  ist  g^'aufder  Geraden  5 
für  die  Punktenfolge  ^^"^'^ein 

Rückkehrpunkt,  und  wir  nen- 
nen f.  eine  Wende -Bückkehrtan- 

gente.*) 


Von  den  in  gleicher  Uöhe  stehenden  Sätzen  ist  der  eine  die  Folge  des 
anderen. 

Andere  als  diese  vier  Möglichkeiten  für  die  Beschaffenheit  der  den 

Elementen  g^  und  s  in  irgend  einer  Lage  in  den  Strahlbüscheln  und  Punkt- 
reihen der  Ebene  entsprechenden  Strahlen  resp.  Punkte  sind  nicht 
vorhanden. 

d)  Noch  haben  wir  bis  jetzt  die  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  die 
von  d^  verschiedenen  auf  ^   gelegenen  Curvcnpunkte  ^,  sind,  und  die  6e^ 

raden  der  Ebene,  welche  mit  den  durch  g  gehenden  von  s.  verschiedenen 
Tangenten   s    identisch  sind,  nicht  berücksichtigt. 

1.  Erstere  gehören  in  die  Klasse  der  Strahlbüschel  [j  J ;   für  sie  sind 
aber  s^  und  s  oder,  wenn  s^  mit  s   zusammenfällt,  auch  s    und  s  =^  s.  auf- 

ein  anderfolgende  Strahlen  ihrer  Büschel,  und  zwar  zufolge  der  Voraus- 
setzungen in  No.  54a,  nach  No.  51c  oder  58c^  in  demselben  Sinne  aufeinan- 
derfolgende, in  welchem  die  den  Punkten  von  5^  resp.  S^  ^  im  Sinne  2J 
entsprechenden  Strahlen  aufeinanderfolgen.  Daher  ist  in  diesen  Bü- 
scheln j  (=g  ausser  g^)  der  dem  Punkt  g  entsprechende  Strahl 
5«.  für  die  Strahlen  folge  z,    .ein  Rückkehr- oder  gewöhnlicher 

Strahl,  wenn  er  in  allen  übrigen  Büscheln  [j  ]  resp.  ein  ge- 
wöhnlicher oder  Rückkehr-Strahl  ist  (No.  56d^  58c^). 

y 

2.  Die  von  s,  verschiedenen  Geraden  $    sind  Gerade  der  Art  \z] ,  in 

denen  »'^und  g    oder,  wenn  ^^  und  Ä    zusammenfallen,  auch  ^^=^^  und  d 
aufeinanderfolgende  Punkte  ihrer  Geraden  sind,  und   zwar  in  demselben 

Sinn  aufeinanderfolgende,  in  welchem  die  den  Tangenten  von  S    '^^  resp. 

S    ^^  im  Sinne  27  entsprechenden  Punkte  aufeinanderfolgen.     Daher  ist 

auf  diesen  Gerad  en  2    r=  5    ausser  *-.)  der  der  Tangente  5    ent- 


*)  Vergl.  V.  St  an  dt,  Geometrie  der  Lage  No.  197—204. 
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sprechende  Punkt  d^  für  die  Punktenfolgej^°^^  ein  Rückkehr- 
oder gewöhnlicher  Punkt,  wenn  er  auf  allen  übrigen  Ge- 
raden   [zj   resp.    ein  gewöhnlicher  oder  Rückkehr-Punkt  ist 

(No.  56d^  58ci). 

3.  Da  das  Verhalten  des  dem  Punkt  &  resp.  der  Tangente  s  ent- 
sprechenden Elementes  in  der  mit  S^°^^  perspecti vischen  Elementenfolge 
iu  diesen  Gebilden    in   dieser  einfachen   Weise   durch   das  Verhalten    in 


a 


den  übrigen  Gebilden  [j  J  oder  [z  ]  bestimmt  und  erkennbar  ist ,  so  mögen 


a 


dieselben  nach  wie  vor  von  der  Bezeichnung  [g  ],  [z  ]  ausgeschlossen  bleiben 
(No.  546,  56 d*). 


§.  18«  Einfluss  der  ausgezeichneten  Elemente  anf  die  relative  Lage  und 

Anordnung  der  übrigen  Elemente  des  Curvensttickes,  d.  i.  auf 

die  Gestalt  desselben. 

59.    Im   Folgenden   wollen  wir  aus  diesen   Definitionen   und   Eigen 
Schäften  das  diesen  in  den  einzelnen  Fällen  entsprechende  Bild  des  Cur- 

venstückes  S^  ableiten.  Wir  haben  da  gemäss  der  schon  früher  er- 
kannten ausgezeichneten  Eigenschaften  der  unendlich  entfernten  Punkte 
und  der  uneodlich  entfernten  Geraden  (No.  44)  folgende  drei  Fälle  zu 
unterscheiden: 

I.  s   ist  eine  endliche  Gerade  und  d    ein  endlicher  Punkt  derselben, 

8 

II.  s   ist  eine  endliche  Gerade  und  g    ihr  unendlich  entfernter  Punkt, 

III.  s   ist  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  ,  also  auch  g    ein  unendlich 

entfernter  Punkt. 

a)  In  dem  ersten  dieser  Fälle  sind  die  sämmtlichen  Punkte  und  Tan- 

genten  von  S^     ^  endliche  Punkte  und  Gerade;  in  Bezug  aufjede  der 

Geraden  (z)  liegen  die  Punkte  S^^  ^  auf  derselben  Halbebene 

mit  den  Punkten  S^'^^\ 

s  Wi 


1.  Es  werden   daher  nach  No.  bbe  in  jedem  der  Büschel  (j),  [j  ]  die 


Punkte  S^^  ^  von  demselben  Halbstrahl   des  die  Strahlenfolge  resp.  2,     . 
oder  2^    ^  durchlaufenden  Strahles  getroffen ,  als  die  Punkte  S^   ^\ 

2.  Es   liegen   mithin  jedesmal  wenn  der  dem  Punkt  3     in  einem  der 
Büschel  (j),  [j^]   entsprechende  Strahl  z     oder  :.  ein   gewöhnlicher  oder 
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Rückkehr- Strahl  ist,  die  Punkte  .S^^ '^  resp.  auf  der  eutgegeiigesetzten  oder 
derselben  Halbebeue  in  Bezug  auf  den  Strahl  z    oder  z[.=  s^. 

3.  Jedesmal   wenn  der  derTnngente  *    auf  einer  derGe- 

raden  (:)  entsproeheudo  Punkt  j*ein  go  wohnlicher  oder  Rück- 
kehr-Punkt, mnsss^in  derLages^  den  Drehsinn  ^resp.  beibe- 
halten oder  in  den  entgegengesetzten  2  ändern. 

4.  Jedesmal  wenn  B^  auf  s  in  der  Lage  2^  den  Richtnngg- 
sinn  ändert,  fällt  der  Halbstrahl  gf^'^^  in  Bozng  auf  die  zweite  der  in 
8  fNo.  16c)  zusammenfallenden  Lagen  von  g'  auf  den  Halbstrahl  Ä^'~=" 
m  Bezug  auf  die  erste  dieser  Lagen;  jedem  Punkt  dieses  Halb- 
etrahles  kehren  daher  sowohl  S^^'^  als  S<^"^^  die  con.vexe  Seite 
zu  (No.  52rf'),  jedem  Punkt  des  anderen  Halbstrahls  beide  die 
concave  Seite.  Wenn  S^  auf  s^  in  der  Lage  i^  den  Richtungs- 
sinn nicht  ändert,  kehrt  jedem  Punkt  des  Halbstrahls  8^^~'' 
S"  die  convexe,  S^^'>die  concave,  jedem  Punkt  des  Halb- 
strahls 3^f l">  sf'^)  die  concave  und  S^^'^  die  convexe  Seite  za. 

*)  1.  Im  aweiten  Falle  werden  stets  die  Punkte  5^^*^  von  dem  im 
BüscheU  =2«  die  Strahlenfolgo  s^^^^  durchlaufenden  Strahl  s^  mit  dem- 
selben Halbstrahl  getroffen  als  die  Punkte  sf''^\  da  der  andere  Halbstrshl 
gleich  Null  ist  (No,  25) 

2.  Jedesmal  also  wenn  s^  für  die  Strahlenfolge  s^^^  oin  gewöhnlicher 
oder  Rückkohr-Strahl,  d.  i.  (No.  58«')  wenn  i*  auf  einer  der  Geraden  (z)  für 
die  Pnnktenfolge  /"*)  ein  gewöhnlicher  oder  Rückkehr-Punkt  ist,  liegen  die 
Punkte  S  und  S*-"^)  ^^^^  ^^f  verschiedener  oder  derselben  Halbebene 
in  Bfcug  auf  «^  und  s 

3.  Gemäss  No.  55  jr  liegen  daher  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  z 
oder  [zj  die  Punkte  S^^Ö  und  s'^''^  auf  derselben  Halbebene,  so  dass,  je 
nachdem  z^  für  die  Strahlenfolgo  z        in  den  Büscheln  (j)  ein  gewöhnlicher 

oder  Rückkehr. Strahl  ist,  die  Punkte  5^^'^  von  dem  anderen  oder  dem- 
selben Halbstrahl  (No.  56o)  des  die  entsprechende  Strahlenfolge  durchlau- 
fenden Strahles  getroffen  werden,  als  die  Punkte  5*°^^  und  nach  No.SSrf,«- 
in  Bezng  auf  jede  der  Geraden  (z)  die  Punkte  Ä*^^^  resp.  auf  der  ent- 
gegengPsetzten  oder  derselben  Halbebene  liegen,  als  die Pnnkte S''^. 
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4.  Wenn  sf^  in  d^  dem  unendlich  entfernten  Punkt  von  s^,  angelangt,  so 
gehören  alle  endlichen  Puukte  von  s^  dem  Halbstrahl  Sr^~  "^^  an  (No.  15, 49c)-, 
sobald  aber  d^  auf  dem  Strahl  s  in  die  auf  ^^  folgende  Lage  übergeht  in 
demselben  oder  dem  entgegengesetzteu  Richtungssinne,  so  gehören  alle 
Punkte  von  5  dem  Halbstrahl  g^^'"^^  an;  daher  kehren  allen  Punkten 
[3^]  nach  No.  52rf"*  s^tets  beide  Theile  von  S^'*''\  sowohl  5  " 
welcher  die  im  Sinne  £  der  s  vorhergehenden  Lagen  von  s^,  als  S 
welcher  die  im  Sinne  £  auf  s    folgenden  Lagen  von  s^  enthält,  die  con- 

vexe  Seite  zu. 

c)  1.  Im  dritten  Falle  muss  nach  No.  44o  jedesmal  wenn  der 

Punkt  §^  auf  s  für  die  Punktenfolge  ^^^^^  ein  gewöhnlicher 
od  erRückkehr -Punkt,  das  heisst,  jedesmal  wenn  der  StrahU  in  einem 
der  Büschel  (3)  für  die  Strahlenfolge  z  ein  gewöhnlicher  oderßückkehr- 
Strahl  (No.  bld)  ist,  s  in  der  Lage  5^  den  D  rehsinn  J  resp.  bei- 
behalten oder  in  den  entgegengesetzteu  J  ändern  und  um- 
gekehrt.*) 

2.  Jedesmal  wenn  die  Punkte  5^     ^  in  Bezug  auf  eine  der  Geraden 
(2)  auf  derselben  oder   der  entgegengesetzten  Halbebene  liegen,  al5  die 

Punkte  5^^^\  liegen  die  Pnnkte  S'^^  und  ff^^^  in  Bezug  auf  die  unendlich 


*)  Die  Frage,  ob  Sr   auf  s    in  der  Lage  s «,  den  Rieb  tun  gssinn  beibehält  oder 

jindert,  scheint  bei  Untersuchung^  einer  Form  von  S^^^\  in  welcher  5=^^,  mit 
der  Frage  zusammenzufallen,  ob  s    seinen  Drehsinn  in  der  Lage  *     beibehält  oder 

ändert.  Wollen  wir  jedoch  die  Verschiedenheit  der  Formen,  welche  den  Beding- 
ungen in  No.  58c',»  (No.  tOa*,  h%  sowie  der  Formen,  welche  No.  68 r»,*  (No.  60c*, rf^ 

entsprechen,  auf  die  Bewegung  von  S^  zurückführen,  und  was  in  den  Fällen  I 
und  II  (No.  59)  evident  und  bewiesen  ist  (No.  50c,  60)  auch  für  den  Fall  IH  an- 
nehmen (No.  25  A ,  «-^  =3  ^QQ ) ,  nämlich 

dass  die  Punkte  S'^^^  und  5^^   gich  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf 
«    oder  Su  befinden  müssen,    wenn  fr   auf  der  Geraden  s    in  der  Lage  Sy  und  s 

im  Büschel  8^  ihren  Bewegungssinn  entweder  beide  beibehalten  oder  beide  an* 
dem,  und 

dass  die  Punkte  .s'^*'^  und  .s'^^^   sich   auf  entgegengesetzten  Halbebenen  in 
ßpzug  auf  s     oder  .?    befinden,  also  §>^  die  Gerade  s^  überschreitet,  wenn  von  den 

Elementen  i^  auf  der  Geraden  *  beim  Durchgang  durch  die  Lage  Sc.  und  s  im 
Büschel  g^  eines  den 


Bewegungssinn  beibehält,  das  andere  aber  ändert,  (^ ^^f^^\r> 
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entfernte  Gerade  rcsp.  auf  derselbeu  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten 
(das  heisst:  ^^  überschreitet  in  der  auf  ^    folgenden  Lage  die  Gerade  p^). 

3.  Da  stets  der  dem  Punkt  g^  in  einem  der  Büschel  (3)  entsprechende 
Strahl  in  der  Lage  z.  den  Drehsinn  beibehält  oder  ändert,  je  nachdem  s 

seinen  Drehsinn   J  in  der  Lage  s    beibehält   oder   ändert,  so  müssen 

irgend  einem  der  Punkte  (j),  3^  entweder  beide  Theile  «y"^  und 

^     '  die  concave  oder  beide  die  convexe  Seite  zukehren.  Durch 

den  Punkt  ^  geht  entweder  keine  der  Tangenten  von  S^      ,  dann  liegt  j* 

indem  Gebiet  @.     ..  ,  denn  das  Gebiet  ©         ,.    ist  Null  (No.  52c*j;  oder 

durch  5*  gehen  zwei  der  Tangenten  von  S^  \  dann  gehört  j'  auf  der 
s ^   oder   s     zunächst   liegenden  dem   Halbstrahl    g^        ^    an   (No.  50c', 

54a);  oder  durch  3^  geht  nur  einer  der  Tangenten  von  5  ,  dann  gehört  3* 
dem  Halbstrahl  g^^~^' derselben  an,  weil  der  ganze  Halbstrahl  fy"^  ^^  in- 
nerhalb des  Gebietes  @,  .  (No.  526)  liegt;  also  gehört  der  beliebige  Punkt 
j*  entweder  in  Bezug  auf  alle  Tangenten  von  5  oder  wenigstens  in  Be- 
zug auf  die  von  s  bis  s  der  Halbebene  g,^  /  =  jg)^'  /  an.  (Gleiches 
gilt    bezüglich   des   Curvenstückes   5    ^^  und  jeden  beliebiges  Punktes  3). 

Daher  kehren  beide  T  h  e  i  1  e  6'^"  u  n  d  5  ^*^  j  e d  e  m  d  e  r  P  u  n  k te  (5) 
ihre  concave  Seite  zu. 

4.  Jede  Bestimmung,   dass  einer  der   beiden  Theile  S^      ,  S"^  ^  einem 

der  Punkte  (j)  oder   (3  J   die  concave  oder  convexe  Seite  zukehre,  kann 

sich  nur  auf  endliche  Punkte  (j)  oder  [j  ]  beziehen  und  hat  nur  für  solche 
Bedeutung,   da   die  unendlich  entfernten  Punkte  sowohl   der   Halbebene 

jg^j*'  als  Ä^^  _  X  in  Bezug  auf  jede  Lage  von  $    angehören  (vgl.  No.  45^, 

52  c»  *). 

d)  Der  in  No.  59 c^  bewiesene  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  von  fol- 
gendem allgemeineren:  Jedem  Punkt  j,  welcher  mit  den  Punkten 

S    ^'  in  Bezug  auf  s   auf  derselben  Halbebene  liegt,  kehrt  das 

so  würde  daraus  folgten ,   dass   S^  auf  s    beim  Durchgang  durch  die  Lage  *;* 
seinen  Richtangssinu 

beibcbalt,  wenn  s    =g     eine  gewöhnliche,  oder  s^  =g      eine  einfache 

Rückkehrtangente  ist,  und 

ändert,  wenn  8^=g^  eine  einfache  Wende-  oder  Wende-Rückkehrtan- 

gente  ist  (vgl.  No.  58c  und  60). 
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Curvenstück  S^  ^    die  concave  Seite  zu.    Nach  No.  52«^  gehören 
nämlich,  wenn  s    eine  endliche  Gerade,  alle  Punkte   j,    welche,  mit  den 

Punkten  ^  ^  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  s  liegen,  der  Halb- 
ebene S:  '    ^  an,  welche  nach  No.  526,  c,d  die  Gebiete  @,  t\^®(  'fV®r   —t) 

enthält.  Der  angegebene  Satz  ist  mithin  die  Folge  von  Nor52c*,flP,  e.  Ebenso 

(tv) 
folgt  daraus,  dass  jedem  Punk tj,  welcher  mit  den  Punkten  S^    ' 

in  Bezug  auf  s  auf  derselben  Halbebene  liegt,  das  Curven- 
stück ^  ^  seine  concave  Seite  zukehrt,  denn  alle  diese  Punkte  ^ 
gehören  der  Halbebene  »fl^J  (bezogen  auf  den  dem  Sinne  £  in  S^  ■ 
entsprechenden  Hichtungssinn  von  d^  und  Drehsinn  von  ^  )  an,  welche  die 

2  0  1 

Gebiete  ©,.  . ,  ©,.,  .,  ©.«.,  x  enthält.   Die  Sätze  in  No.  52  lassen  sich  leicht 

u^J      Csl";      {f»\V 
so  weit  ausdehnen,   dass  sie  auch  für  den  Fall  s   =g^  anwendbar  sind. 

(No.  25). 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  aus  No.  52,  dass  jedem  der  Punkte 
(j),  welcher  in  Bezug  auf  s  auf  der  entgegengeseten  Halb- 
ebene sich  befindet  als  die  Punkte  S^^^^  oder  S^  \  das  Curven- 
stück S^      resp.  S^    ^  seine  convexe  Seite  zukehrt.   Daraus  folgt : 

Wenn  die  beiden  Theile  5^**^^  und  6'^^^^  von  5^**^^  sich  auf  der- 
selben  Halbebene  in  Bezug  auf^    befinden,  dann  kehren  jedem 

der  Punkte  (j)  entweder  beide  Theile  S^"^^  und  S^^^^  ihre  con- 
cave oder  beide  ihre  convexe  Seite  zu;   wenn  diePunkteS 
und  ^       auf  entgegengesetzten  Halbenen  in  Bezug  auf  ^   lie- 
gen, so   kehrt  jedem  der  Punkte  (j)  einer  der  beiden  Theile 
^«6;^  ^6*j  ^j^  concave,  der  andere  die  convexe  Seite  zu. 

60.  a)  Wenn  dein  gewöhnlicher  Curvenpunkt,  also  s  eine 
gewöhnliche  Tangente  ist,  so  liegen  in  der  Tangente  5^  zwei  Curven- 

punkte ,  welche  nicht  zusammenfallen,  sondern  von  einander  verschieden 
sind,  da  z,  in  jedem  der  Büschel  (5)  für  die  Strahlenfolge  z,.  ein  gewöhn- 
licher Strahl ;  ebenso  sind,  da  }  auf  jeder  der  Geraden  (z)  ein  gewöhnlicher 
Punkt  für  die  Punktenfolge  ^  ,  die  beiden  sich  in  ^^schneidenden  auf- 
einanderfolgenden Tangenten  von  S  ^  von  einander  verschieden.  Also 
giebt  es  nur  eine  von  s.   verschiedene   Tangente  s     nämlich  s  ,  und  nur 

g  OB 

einen  von  &   verschiedenen  Curvenpnnkt  auf  jeder  der  Tangenten  s  and  ;^, 

Digitized  by  VjOt)Q        * 


396        Die  projectivischen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 

Dämlich  resp.  d^  und  ^^ ;  die  in  No.  56  d%  58  (f  angegebenen  Fälle  bieten 
keine  Besonderheiten,  da  von  jeder  der  Tangenten  und  jedem  der  Curvcn- 
punkte  von  S    ^^  das  Gleiche  gilt,  als  von  5    resp.  g  . 

In  dem  auf  jeder  der  Geraden  [z  ]  der  Tangente  s  entsprechenden 
Punkt  gefallen  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Punktenfolge  }  , 
in  dem  in  jedem  der  Büschel  [^  ]  dem  Punkt  d  entsprechenden  Strahl  s^ 
zwei    aufeinanderfolgende   Strahlen    der    Strahlenfolge    z  zusammen. 

(No.  16c,  506«,  516*).  In  den  Punktenfolgen  /^^^,  g^°*'^  jeder  der  Geraden 
(z)  und  von  5- ,  sowie  in  den  Strahlen  folgen  z,    . ,  «^      jedes  der  Büschel 

(g)  und  von  g    fallen  ausser  in  den   Grenzelementen  j^ ,  g    resp.  z  ,  :  xn 

keiner  Stelle  zwei  aufeinanderfolgende  Elemente  in  eines  zusammen. 

tn\ 

1.  Im  Falle  I  liegen  in  Bezug  auf  jede  Gerade  z.=  z    die  Punkte  5 

auf  der  entgegengesetzten  Halbebene,  als  die  Punkte  S^^^'^;  in  Bezng  anf 

jede  der  Geraden  5^  (5.)  liegen  mit  Ausnahme  derauf  diesen  selbst  gelegeneu 

die  sämmtlichen  Curvenpunkte  S     ^  auf  derselben  Ualbebene  (No.58c\59a); 

dieElementef    und  d    behalten  daher  in  den  Laeen  5    resp.ß"* 

den  Drehsinn   resp.  Richtnngssinn,   der  ihnen  im  Theil  S^ 

zugehört,  auch  für  den  Theil  S"^  ^  bei. 

Da  auch  in  jedem  der  Büschel  (})  der  entsprechende  Strahl  in  der 
Lage  z    den  Drehsinn  nicht  ändert,  so  kehrt  nach  No.  45/*,  52c',*  das  Cui- 

venstück  Sr^  jedem  der  Punkte  (g),  welchem  Sr  ^'  die  concave  oder  con- 
vexe  Seite  zukehrt,  auch  seinerseits  resp.  die  concave  oder  convexe  Seito 

zu.    In  beiden  Theilen   5^"^^  und  Ä^^*^   entspricht  dem  Sinne  2  derselbe 

Drehsinn  J  von  s   ;  in  jedem  der  Büschel  [j  ]  aber  entspricht,  dn  z.  =  s.^ 

für  die  Strahlenfolge  z.     .   ein  Rückkehrstrahl,    dem  Sinne  £  von»    i» 

dem  einen  derTheile  z.   . .,  z         der  entgegengesetzte  Drehsinn  als  in  dem 

anderen;  dereine  der  beiden  Tlicile  6^"\  5^^*^  kehrt  daher  jedem  der  Punkte 
[j  ]  diecoucave,  der  andere  die  convexe  Seite  zu  (vgl.  No.  50,  51,  52). 

2.  Im  Falle  II  liegen  in  Bezug  auf  jede  Gerade  r.=  z  die  S^  «0* 
derselben  Halbebene,  als  die  Punkte  Sr^  \  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 
[s^ )  aber  mit  Ausnahme  der  in  diesen  Geraden  selbst  liegenden  Carven- 
punkte   die   S        auf  dor   entgegengesetzten   Ifalbebenii,  als  die  Punkte 
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S'^^y  und  in  Bezug  auf  jede  Gerade  (z)  die  Punkte  5  auf  der  ent- 
gegengesetzten Ilalbebene,  als  die  Punkte  Ä^^*^(No.58c^  59  ft).  Der  Punkt  g^ 
behält  in  der  Lage  g  den  Ricbtungssinn  auf«  für  das  Curvenstück  S  -^  bei 
(No.  57  d),  s  aber  ändert  seinen  Drehsinn  in  der  Lage  s  in  den  entgegen- 
gesetzten ^(No.  44rf,  456).  Da  nun  der  dem  Punkt  g^  entsprechende  Strahl 
in  jedem  der  Büschel  (j)  in  der  Lage  z^  den  Drehsinn  beibehält,  in  jedem 

der  Büschel   [}  )  aber  in  der  Lagez^=  5^  ändert,  so   kehrt  jedem  der 

Punkte  (j)  stets  einer  der  Theile  S^^  %  S^^^  die  concave,  der  andere  die 

convexe  Seile  zu;  einem  der  Punkte  [j  ]  aber  kehren  stets  beide  Theile  die 
convexe  Seite  zu  (No.  596*). 

3.  Im  Falle  III  behält  die  Gerade  s    für  den  Theil  5^^**  den  Drehsinn 

bei,  den  sie  bei  Bosclneibung  des  Theiles  S^     im  Sinne  -Chatte.  (No.  58c*, 

44a,  siehe  die  Anmerkung  zu  No.  59c*).  Die  Punkte  ir  ^  liegen  in  Bezug 
auf  jede  der  Geraden   (a)   auf  derselben,   in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 

[z  ]  auf  der  entgegengesetzten  und  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 5     (<7oo) 

auf  dersplben  IIall)ebeue,  als  die  Punkte  von  S^^^  (No.  44c?,  456,  c).  Jedem 
der  Punkte  (3)  kehren  beide  Theile  ihre  concave  Seite  zu  (No.  59c'*). 

6)  Wenn  g    ein  einfacher  Wendepunkt,  also  s   eine  einfache 

Wendetangente,  so  ist  die  Tangente  s   im  Büschel  &   für  die  Strahlen- 

folge  sj     .ein  Rückkehrstrahl;    es  fällt  daher  die  folgende  Lage  von  5  , 

d.  i.  der  dem  F^unkt  fl>  entsprechende  Strahl  mit  s  ,  der  mit  d  perspectivi- 
schen  Lage  nach  No.  16c  zusammen,  so  dass  in  s   drei  aufeinanderfolgende 

Curvenpnnkte  liegen*),  von  denen  keine  zwei  zusammenfallen,  weil  sie  mit  in 
demselben  Drehsinn  aufeinanderfolgenden  Strahlen  in  jedem  der  Büschel  (^) 
perspectivisch  sind;  oder  was  dasselbe  ist,  die  beiden  aufeinanderfolgenden 
Tangenten  $    und  s  fallen  zusammen;  auch  jeder  der  übrigen  den  Winkeln 

s,  ^^  und  s,.  .  gemeinschaftlichen  Strahlen  des  Büschels  S  enthält  ausser  d 

einen  Punkt  von  ä'  und  einen  von  Ä  ,  also  drei  Curvenpunkte  von 
5^**  .  Damit  steht  im  Einklänge,  dass  der  der  Tangente  s  auf  jeder  der 
Geraden  {z)  entsprechende  Punkt  ein  Rückkelirpunkt  ist  für  die  Punkten- 

( iw\ 

folge  i        ,  also  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte,  welche  zwei  aufeinan- 


•)  Cremona,  Inirodtaione  ad  una  teoria  geometrica  delle  curve  pianef>Art.bjt28. 
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derfolgenden  Lagen  von  s  entsprechen ,  vereinigt  enthält.  Ebenso  fallen 
auf  jeder  der  Geraden  [z  ]  in  den  der  Tangente  s   entsprechenden  Punkt 

y 

§r  zwei  aufeinanderfolgende, 

auf  jeder  der  von  s^  und  s    verschiedenen  Geraden  (z),  welche  dnrcb 

die  Punkte  g*  und  jg^  gehen  (No.  56d*),  drei  aufeinanderfolgende  Punkte, 
entsprechend  den  Tangenten  s  ,    «.  und  resp.  s^  oder  s    (der  Punkt  g  resp. 

gleich   ^     oder   d     erscheint    als   gewöhnlicher  Punkt   für  die  Punkten- 

folge  j^«")), 

auf  jeder  der  Geraden  ^^und  s    nur  zwei  entsprechend  den  Tangenten 

5  ,  Sf,  (j*  resp.  gleich  i^*   oder  ^^  erscheint  als  Rückkehrpunkt  für  j^    ) 

zusammen.  In  jedem  der  Büschel  [5  ]  fallen  in  den  mit  g  perspectiYi- 
sehen    Strahl    s.    drei   aufeinanderfolgende   Strahlen,    entsprechend   den 

Punkten  i^*,  d^,  g"^, 

in  jedem  der  Büschel  il*  und  S^^  (No.  58 d*)  aber  nur  zwei,  entsprechend 
den  Punkten  g^  und  resp.  g^  oder  d*  (z^  =5=5    erscheint  als  Rückkehr- 

S  b  * 

strahl  für  z.    v  )  zusammen. 

Von  s   oder  s^  verschiedene  Gerade  $    sind  nicht  vorhanden. 

In  der  Strahlenfolge  z.       jedes  der  Büschel  (g)  fallen  ausser  in  den 
Strahlen  z  ,  z   nirgends  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  zusammen. 

1.  Im  Falle  I  liegen  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  z,  =  [zj,  so  wie 

in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  Qs  )  die  Punkte  S^^  '  auf  der  entgegen- 
gesetzten, in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (z)  aber  auf  derselben 
Halbebene,  als  die  Punkte  S^'^  ^^  (No.  58c*,  59a).  s  ändert  in  der  Lage  s^ 
den  Drehsinn,  g^  aber  behält  seinen  Richtungssinn  auf  5  bei  (No.  45*,  57(1). 

Jedem  der  Punkte(g)  und  [5  ]   kehrt  einer   der  beiden  Theile  S      ,  ^ 
die  concave,  der  andere  die  convexe  Seite  zu  (No,  52c*). 

2.  Im  Falle  II  liegen  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (2)  die  Punkte 
Sr     ^  auf  der  entgegengesetzten,  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  K]  — *«- 

und  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  {s^ )  auf  derselben  Halbebene  als  die 

Punkte  5^^^^  (No.  59&).  Weder  ^^  noch  s  ändern  in  der  Lage  r  resp.  s^ 
den  Richtungs-  resp.  Drehsinn  (No.  57  rf,  45c).    Irgend  einem  der  Pankte 

(j)  und  b**]  kehren  daher  entweder  beide  Theile  Ä^"^^  und  sf*^^  die  concave 
oder  beide  die  convexe  Seite  zu  (No.  52  c*).  ^-^  , 
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3.  Im  Falle  III  behält  s  seinen  Drehsinn  bei  (No.  58c',  44a,  siehe 
die  Anmerkung  zu  No.  59 c^).  In  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (2)  lie- 
gen die  Punkte  S     ^  auf  der  entgegengesetzten  Halbebene,  als  die  Punkte 

S^^^  (No.  58c*,  45c),  also  überschreitet  der  Punkt  g^  in  den  auf  g^  folgenden 
Lagen  die  unendlich  entfernte  Gerade  5^00  =  ^  =**.;  >^  Bezug  auf  jede  der 

Geraden  [z  ]  =  ^^  liegen  jedoch  die  Punkte  sf^^  ^  und  ^^  ^^  auf  derselben 
Halbebene  (No.  44(f,  456),  Jedem  der  Punkte  (3)  kehren  daher  beide 
Theile  5^**  ^^  und  5^^*-*  die  concave  Seite  zu  (No.  52c*,  59c*^). 

c)    Wenn  g*  ein  einfacher  Rückkehrpun  kt,  also  s^  eine  ein- 

fache  Kückkehrtangente,  so  ist  der  Punkt  g    für  die  Punktenfolge 

(ov 
^.        auf  5^  ein  Rückkehrpunkt;  es  fallt  daher  die  folgende  Lage  von  ^^, 

d.  i.  der  Punkt  St \  in  welchem  5  von  der  folgenden  Tangente  s  geschnit- 
ten  wird,  mit  d  zusammen,  so  dass  in  d  sich  drei  aufeinanderfolgende 
Tangenten  s  ^  s.,  s  von  5  schneiden*),  von  denen  keine  zwei  zusam- 
menfallen, weil  mit  ihnen  auf  jeder  Geraden  z  drei  in  demselben  Richtuugs- 
sinne  aufeinanderfolgende  Punkte  perspectivisch  liegen ;  auch  durch  jeden 

der  übrigen  den  Strecken  ir  und  ^.  ^  auf  s.  gemeinschaftlichen  Punkte 
gehen  ausser  s.  eine  der  Tangenten  von  S  und  eine  von  S^  ,  also  drei 
der  Tangenten  von  5^  .  Damit  steht  im  Einklänge,  dass  der  dem  Punkt 
&  in  jedem  der  Büschel  (3)  entsprechende  Strahl  für  die  Strahlenfolge  z,  . 
ein  Rückkehrstrahl  ist,  also  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen,  welche 
zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  von  S)    entsprechen ,  enthält. 

In  jedem  der  Strahlbüschel  [j^]  fallen  in  den  dem  Punkt  g  entspre- 
chenden Strahl  2c.=^c.  zwei  aufeinanderfolgende, 

in  jedem  der  Büschel  Q),  deren  Mittelpunkte  die  von  jg  und  jg  ver- 
schiedenen Punkte  der  Geraden^  und  s  sind  (No.  56(f),  drei  aufeinan- 
derfolgende Strahlen,  entsprechend  den  Punkten  g  ,  Sr  und  resp.  ^  oder 
^  (der  Strahl  z  resp.  gleich  s  oder  s  erscheint  als  gewöhnlicher  Strahl 
für  die  Strahlenfolge  i,    .), 
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in  jedem  der  Büschel  2  ,  d  aber  nur  zwei  entsprechend  den  Punkten 
^  und  g  (ä.  resp.  gleich  s  oder  s  erscheint  als  liückkehrstrahl  für  »,  J 
zusammen. 

In   den  der  Tangente  s    auf  jeder  der  Geraden  [z  ]    entsprechenden 

Punkt  §r  fallen  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Punktenfolge  z^  ^^ , 
entsprechend  den  Tangenten  s  ,  s  ^  s    zusammen , 

auf  jeder  der  Geraden  s  ,  s    nur  zwei  entsprechend  den  Tangenten  s. 

und  resp.  s  oder  s   Q    ^  ^  y  ^^^^^^^^^  als  Kückkehrpunkt  f\irz>       ,  No.58e/). 

Von  g^  verschiedene  Curvenpunkte  g.  sind  nicht  vorhanden  (No.  58</j- 

In  der  Punktenfolge  j  '   '^  jeder  der  Geraden  (t)  fallen  ausser  in  j^,  j    nir- 
gend zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  in  einen  zusammen. 

1.  Im  Falle  I  liegen  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  [z  ]=z.  die 
Punkte  S  auf  derselben  und  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (z)  ebenfalls 
auf  derselben  Halbebene,  als  die  Punkte  5^^^'  (No.  59a).  g*  ändert  in 
der  Lage  ^  auf  der  Geraden  s  den  Richtungssinn,  s  behalt  seinen  Dreh- 
sinn bei.     In  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (s^),  die  in  diesen  befindlichen 

(tv) 
Curvenpunkte   ausgenommen,  liegen  also  nach  No.  446  die  Punkte  ^^ 

auf  der  entgegengesetzten  Halbebene,  als  die  Punkte  S^      .     Jedem  der 

Punkte  (3)   kehrt  daher  der  eine  der  beiden  Theile  Ä^"  ^'  und  Sr^^^  die 
concave,  der  andere  die  convexe  Seite  zu  (No.  52c^,  59{i);   irgend  einem 

der  Punkte  [^  ]  aber  kehren  entweder  beide  dieser  Theile  die  concave  oder 
beide  die  convexe  Seite  zu ,  jedem  Punkt  des  Halbstrahles  der  Tangen- 

ton  (s  ),  welcher  die  Schnittpunkte  mit  den  anderen  Tangenten  enthält,  die 

convexe ,  jedem  Punkt  des  anderen  Halbstrahles  die  concave  Seite  (vergl. 
No.  b9a*). 

2.  Im  Falle  II  liegen  die  Punkte  S^^  ^  auf  der  entgegengesetzten 

y 
Halbebene  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  {$^)  und  auf  derselben  Halb- 
ebene in  Bezug  auf  jededer  Geraden  [z  ],  als  die  Punkte  S'^  ^^  (No.  59^»") 
S>^  ändert  den  Richtungssinn  auf  s  ,  s  aber  behält  seinen  Drehsinn  z/  bei 
(No.  58  c*,  44  d,  45  c).  Daher  liegen  auch  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (t) 
die  Punkte  S^^  ^  und  S^'^^^  auf  derselben  Halbebene.  Jedem  der  Punkte 
(j)  kehrt   daher  einer  der  beiden  Theile  S^""  ^\  S^^^^^^jQ^j^^i^   der 
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andere  die  convexe,  irgend  einem  der  Punkte  [3  ]  aber  kehren  beide 
Theile  die  convexe  Seite  zu  (No.  52e*,  b9b\  ö9d). 

3.  Ini  Falle  III  ändert  s  den  Drehsinn  in  den  entgegengesetz- 
ten J  (siehe  die  Anmerkung  zu  No.  59c*).  In  Bezug  auf  jede  der 
Geraden  (z)  und  [z  ]  liegen  die  Punkte  S  /  auf  der  entgegengesetzten 
Halbebene,  als  die  Punkte  5^^  5  der  Punkt  g^  überschreitet  daher  in  den 
auf  g^  folgenden  Lagen  die  Gerade  g^  .  Jedem  der  Punkte  (3)  kehren 
beide  Theile  S^^^^  und  sf^^^^  die  coneave  Seite  zu  (No.  b2c\  59c"). 

d)     Wenn  ^^  ein  Wenderückkehrpunkt,  also  s    eine  Wende- 

rückkehrtangente,  so  ist  s    im  Büschel  3**  für  die  Strahlenfolge  $^     . 

t  (ov) 

ein  Rückkehrstrahl  und  g**  auf  der  Geraden  s    für  die  Punkteufolge  S^, 

ein  Kückkehrpunkt ;  es  sind  deshalb  in  ^  die  beiden  aufeinanderfolgenden 
Tangenten  s  und  s^  und  in  d  die  beiden  aufeinanderfolgenden  Punkte  g^ 
und  ^  vereinigt.  Die  Tangente  s  =s  enthält  daher  drei  aufeinander- 
folgende  Curvenpunkte  g*,  g  ,  g^,  darunter  einen  g*,  welcher  von  g  verschie- 
den ist,  und  durch  g^=g^  gehen  drei  aufeinanderfolgende  Tangenten  s  , 
s^y  s  j  darunter  eine  s  ,  welche  von  s    und  s.  verschieden  ist  (No,  56 cf, 

dSd),     Daher  ist  der  dem  Punkt  g    entsprechende  Strahl 

im  Büschel  3  und  von  den  übrigen  Büscheln  (g)  auf  allen ,  deren 
Mittelpunkte  ausserhalb  s    liegen,  für  die  Strahlenfolge  z.     x  ein  Rückkehr* 

strahl,  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  enthaltend, 

in  jedem  der  Büschel  (j) ,  deren  Mittelpunkte  die  von  d^  und  g  ver- 
schiedenen Punkte  von  s    sind,  ein  gewöhnlicher  Strahl,  drei  aufeinander- 

folgende  Strahlen  enthaltend,  welche  den  Punkten  g  ,  g  ,  jg  entsprechen, 
in  jedem  der  Büschel  [3  ]  für  die  Strahlenfolge  z.  .  ein  Rückkehrstrahl, 
drei  aufeinanderfolgende  Strahlen  enthaltend,  welche  den  Punkten  d  ,  i8  , 
&  entsprechen,  im  Büschel  g*  ein  gewöhnlicher  Strahl,  zwei  aufeinander- 
folgende Strahlen  enthaltend ,  welche  den  Punkten  iS  und  ^^  entsprechen. 
Der  der  Tangente  s   entsprechende  Punkt  ist 

auf  der  Geraden  s^  und  von  den  übrigen  Geraden  (2)  auf  allen,  welche 

nicht  durch  ^  gehen,  für  die  Pnnktenfolge  y^^  ein  Rückkehrpunkt,  zwei 
aufeinanderfolgende  Punkte  enthaltend,  r^^^^T^ 
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auf  allen  von  5  .  verschiedenen  Geraden  (z) ,  welche  durch  den  Punkt 

d    gehen,  ein  gewöhnlicher  Funkt,   drei   aufeinanderfolgende  enthaltend, 
welche  den  Tangenten  Sj.^  s  y  s.  entsprechen, 

auf  allen  Geraden  [z  ]  für  die  Punktenfolge  y     ^  ein  Rückkehrpnnkt, 
drei  aufeinanderfolgende  enthaltend,    welche    den    Tangenten   8  y  s  ^  s 
entsprechen,  ,  ; 

auf  der  Geradem  s  ein  gewöhnlicher  Punkt,  zwei  aufeinanderfolgende 
enthaltend ,  welche  den  Tangenten  s  =s^  entsprechen. 

In  jedem  der  Fälle  I,  II,  III  liegen  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 

(z),  [zj,  (r)  die  Punkte  5^^^^  auf  derselben  Halbehene,  als  die  Punkte 

5^^  ^^  (No.  58  c*,  59) ;  in  jedem  der  drei  Fälle  ändern  sowohl  5    als  d*  auf  s^ 

ihren  Dreh-  resp.Bichtungssinn.  Demnach  kehrt  jedesmal  jedem  der  Punkte 

(j)  und  [j^],  welchem  einer  der  beiden  Theile  S^"^ \  S^^^'   seine  concave 
oder  convexe  Seite  zukehrt,  auch  der  andere  resp.  seine  concave  oder  con- 

vexe  Seite  zu;  und  zwar  kehren  5^**  '  und  5^*  ^^ 

im  Falle  III  jedem  der  Punkte  (j)  die  concave  Seite, 
im  Falle  II  jedem  der  Punkte  [j  ]  die  convexe , 

im  Falle  I  jedem  der  [j  ] ,  welcher  auf  dem  Halbstrahl  von  s^  liegt, 
welcher  die  Schnittpunkte  mit  den  übrigen  Tangenten  enthält,  die  con- 
vexe ,  jedem  Punkt  j  ,  welcher  dem  anderen  Halbstrahl  angehört,  die  con- 

cave  Seite  zu;  ferner  jedem  der  mit  S^    ^  auf  derselben  Halbebene  in  Be- 
zug auf  s.  liegenden  Punkt  (j)   die  concave ,  jedem  der  auf  der  anderen 

Halbebene  liegenden  Punkte  (})  die  convexe  Seite»    (Letzteres  gilt  auch 
für  den  Fall  H,  No.  59  d). 

61.  a)  Wegen  der  in  Nö.  46  a  angegebenen  Bedingung  lässt  sich  die 
Untersuchung  nach  der  Beschaffenheit  einer  ebenen  stetigen ,  nicht  gebro- 
chenen Curve  in  irgend  einem  ihrer  Elemente  und  die  Beurtbeilung,  ob 
das  mit  irgend  einem  Curvenelement  in  irgend  einem  der  Strahlbüschel 
resp.  einer  der  geraden  Punktreihen  der  Ebene  perspectivische  Element 
für  die  den  sämratlichen  Curvenelementen  perspectivische  Strahlen-  resp. 
Punktenfolge  ein  gewöhnliches  oder  Rückkehrelement  ist,   auf  die  hier 

durchgeführte  Untersuchung  zurückführen.    Jedem  Curvenelement  2^  resp. 

$  «  in  welchem  eines  der  laufenden  Elemente  j^^  und  s    oder  beide  den  Be- 

wegunffssinn  ändern,  geht   ein  Curvenstück  S^**^^  vorW  und  jfolgt  ein 
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Carvenstück  S^  ,  welche  den  Bedingungen  in  No.  49(1  in  der  in  No.  54a 
geforderten  Weise  genügen ;  jedes  dieser  Curvenstücke  besteht  einschliess- 

lieh  der  Elemente  d  ,  s  mindestens  aus  drei  aufeinanderfolgenden  Elemen- 
ten (drei  Punkten  und  drei  Geraden).  Curvenstücke  aber,  welche  den  in 
No.  49a  gestellten  Bedingungen  genügen,  sind  in  No.  49  bis  53  behandelt 
worden  (vergl.  No.  58  c*). 

b)   Zugleich  erkennen  wir,  dass  die  Antwort  auf  die  Frage,  ob  das 
mit  einem  Curvenelement  Sr  oder  s   in  einem  der  Strahlbüschel  resp.  einer 

Geraden  der  Ebene  perspectivische  Element  für  die  den  sämmtlichen  Cur* 
Tenelement^n  perspectivische  Strahlen-,  resp.  Punktenfolge  ein  gewöhnli- 
ches oder  Rückkehrelement  ist,  nicht  blos  davon  abhängt,  ob  die  laufen- 
den Elemente  i^^,  s   in  der  Lage  d    resp.  s   ihren  Bewegungssinn  P  oder  J 

ändern  oder  nicht,  sondern  auch  von  der  Lage  der  Elemente  jS^  und  s  , 

dass  daher  die  Sätze  in  No.  201  der  „Geometrie  der  Lage  von  v.  Stand  t*\ 
wie  sie  lediglich  der  Anschauung  entnommen  sind ,  auch  nur  für  endliche 
Carvenelemente  gelten.  Eine  allgemeine,  alle  fälle  umfassende  Beantwor- 
tung obiger  Frage  konnte  nur  dadurch  erzielt  werden,  dass  wir,  wie  es  in 
den  vorhergehenden  Paragraphen  geschehen,  den  umgekehrten  Weg  ein- 
schlugen und  aus  der  Beschaffenheit  und  Bedeutung  der  mit  d^  und  s    in 

den  Strahlbüscheln  und  geraden  Punktreihen  der  Ebene  perspectivischen 
Elemente  fUr  die  der  Curve  entsprechende  Elementenfolge  die  Beschaffen- 
heit von  sf^  und  s   in  irgend  einer  Lage  in  der  Hinsicht ,  ob  sie  den  Bewe- 

gungssinn  ändern  oder  nicht,  und  die  Bedeutung  des  einen  oder  des  an- 
deren für  die  Gestaltung  der  Curve  in  diesem  Punkte  abzuleiten  versuchten. 
Auf  der  beigefügten  Figurentafel   sind    die  verschiedenen  Formen, 

welche  das  Curvenstück  S^^^^^  haben  kann  und  wie  sie  sich  aus  der  Be- 
schreibungin No.  60  ergeben,  aufgezeichnet;  den  daselbst  in  No.  60 a^a^a', 
6*  etc..  beschriebenen  Fällen  entsprechen  resp.  die  Figuren  a\  a*,  a',  b^  etc. 
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lieber  Folartetraeder  und  die  Schnittcttrve  zweier  Fl&chen 

»zweiter  Ordnung. 

Von 

Dr.  LüROTH, 

Docent  an  der  Universität  Heidelberg. 


Bei  Gelegenheit  von  Vorlesungen  über  die  analytische  Geometrie  des 
Raumes  wurde  ich  auf  eine  Lücke  aufmerksam ,  welche  unsere  ausgezeich- 
netsten Lehrbücher  über  diesen  Gegenstand ,  wie  die  Werke  der  Herren 
Hesse  und  Salmon  zeigen.  Dieser  Mangel  hetrifft  die  Eigenschaften  der 
Schnittcnrve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  und  ihren  Zusammenhang 
mit  den  algebraischen  Eigenschaften  der  Gleichung  vierten  Grades  von  der 
die  Kdgel  abhängen,  welche  in  dem  durch  jene  Raumcurve  bestimmten 
Flächenbüschel  auftreten.  Ich  habe  versucht,  diese  Lücke  auf  die  unten 
angegebene  Weise  zu  ergänzen.  Es  handelt  sich  hierbei  wesentlich  nm 
die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  von  simultanen  Invarianten, 
die  zugleich  auf  eine  eigentliche  und  eine  uneigentliche  Fläche  zweiter 
Ordnung  (Kegel,  Ebenenpaar)  sich  beziehen.  Ich  habe  zunächst  diese  In- 
terpretation vorgenommen  für  zwei  allgemeine  Flächen  zweiter  Ordnung, 
weil  die  Methode  ganz  die  gleiche  ist ,  und  weil  in  den  oben  angeführten 
Werken  zwar  gezeigt  ist,  dass  jene  Invarianten  verschwinden,  wenn  gewisse 
geometrische  Eigenschaften  Statt  haben,  aber  der  Nachweis  fehlt,  das  auch 
das  Umgekehrte  richtig  ist. 

§.1. 

Die  Singularitäten  der  Schnittcnrve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
A  und  B^  deren  Gleichungen  in  homogenen  Punktcoordinaten  wir  schrei- 
ben  wollen 

B = Eb,^  h  5*  =  0,    ^.^.^.^^^  ^^  Google 
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hängen  ab  von  dem  Verbalten  der  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  Grades 
in  X,  welche  erhalten  wird^  wenn  man  die  Hesse'sche  Determinante  H  von 
A  +  kB  gleich  Null  setzt.     Schreibt  man  diese  Gleichung 

so  sind ,  wie  bekannt ,  J,  S,  0^  &\  J '  Invarianten  und  zwar  mit  Ausnahme 
der  ersten  und  letzten  simultane  Invarianten  beider  Flächen. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens 
dieser  Invarianten.  J=0  und  ^'=:0  stellen,  wie  bekannt,  die  Bedingungen 
dar  dafür,  dass  die  Flächen  A  und  B  Kegel  sind.  • 

Um  die  Bedeutung  der  übrigen  zu  erkennen ,  benutzen  wir  ein  Polar- 
tetraeder der  Fläche  A.  Wir  bemerken  zu  dem  Zwecke,  dass  sich,  wie 
auch  die  Fläche  A  beschaffen  sein  mag;  stets  vier  nicht  in  einer  Ebene 
liegende  Punkte  angeben  lassen,  von  denen  jeder  der  harmonische  Fol  der 
andern  ist.  Bo^seichnen  wir  solche  vier  Punkte  mit  or,  y,  z,  n^  und  multipli- 
ciren  H  zweimal  mit  der  Determinante 

die  nach  dem  eben  Bemerkten  nicht  verschwindet,  so  erhalten  wir  mit 
Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Coordinaten  der  .vier  Punkte  bestehenden 
Gleichungen  und  indem  wir  abkürzende  Bezeichungen  wie 

£bikXiyk==b(^xy) 
einfuhren : 

a(xx)  +  kb{xx)         Xb(xy)  kb{xz)  Xb{xtv) 

Xbiyx)  a{yy)  +  Xb{yy)         Xb(yz)  kb{yw) 

kb{zx)  Xb(^zy)         a{zz)  +  kb{zz)  kb  (zw) 

kblwx)  Xb^rvy)  kb{wz)         a(wrv)+kb{fvw) 

Aus  dieser  in  A  identischen  Gleichung  folgen  die  Ausdrücke  für  4  0  Z>^, 
50/>*,  4€>  D\    Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  die  Determinante 
b{xx)     b{xy) 
biyx)     biyy) 
nnd  die  Determinante 

b(xx)     b(xy)      b(xz) 
b{yx)     biyy)     b{yz) 
b{zx)      b(zy)     b(zz) 
und  führen  für  analoge  Ausdrücke  ähnliche  Bezeichnungen   ein,  so  fin- 
den wir 

V  j  \99/  \  j  \.  ^  ^a{xx)  a{yy)  a(zz)  «(«;»)( 
00./)«  =  a  (a:a:)  a  (yy^  B  {zw)  +  a{xx)a{zz)  B(yft>)  +  a{xx)  a  {tvw)  B{iyz) 
+  «(yy)  ö(«0  ^  {p^^)  +  ^  (yy)  <^{^^^)  B{xz)  +  a{zz)a{fürü)  B{xy^ 
iS'l)l^=:a(xx)B(yzfv)  +  a(yy)  B(xztv)+ a(zz)  B{xyfv)  +  a{fvw)  B(xyz) 
B(pey^  =  0  ist  9  wie  man  sofort  sieht,  die  Bedingung,  dass  die  Linie  xy 
die  Fläche  B  berührt  und  in  ähnlicher  Weise  sagt  B(xyz)  =  0  aus,  dass 
die  Ebene  der  drei  Punkte  xyz  Tangentenebene  der  Fläche  B  ist^oOQlc 

28* 
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§.2. 

Wir  nehmen  nun  zuerst  an,  A  sei  eine  allgemeine  Fläche  zwei- 
ter Ordnung.  Mau  kann  dann,  wie  man  geometrisch  leicht  einsieht,  un- 
endlich viele  Polartetraeder  von  A  so  construiren ,  dass  drei  ihrer  Ecken 
auf  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  B  Hegen.  Sind  dies  etwa  die 
Ecken  xyz^  so  reducirt  sich  6  =  0  auf 

und  sagt  also  aus,  dass  auch  die  durch  jene  drei  bestimmte  vierte  Ecke  auf 

B  liegen  muss. 

6  =  0  ist  also  nothwendige  und    hinreichende  Bedin- 
gung da  für,  dass  Polar  tetraeder  von  ^existi  reu,  deren 
Ecken  auf  B  liegen. 
6'  verschwindet,  wenn  es  ein  Polartetraeder  von  A  giebt,  dessen  Seiten 

die  Fläche  B  berühren.    Da  nun  stets   solche  construirt  w'erden  können, 

die  drei  Tangentenebenen  von  B  zu  Seiten  haben,  so  erkennt  man  wie 

vorhin,  dass, 

wenn  die  Seiten'eines  Polartetraeders  von  A  die 
Fläche  ^  berühren  sollen,  es  nothwendig  und  hinrei- 
chend ist,  wenn  6'  verschwindet. 

Was  nun  endlich  (P  betrifft,  so  verschwindet  es,  wenn  man  ein  Polar- 
tetraeder von  A  angeben  kann,  dessen  Kanten  B  berühren.  Es  lässt  sich 
nun  stets  ein  Polartetraeder  so  construiren ,  dass  fünf  seiner  Kanten  Tan- 
genten von  B  sind.  Man  kann  dies  folgendermassen  zeigen.  Nehmen  wir 
irgend  einen  Punkt  a  an  und  schneiden  mit  seiner  Polarebene  in  Bezog  aaf 
A  die  Flächen  B^  A  und  den  von  a  an  ^  gelegten  Tangentenkegel.  Die 
Schnittcurven  mögen  sein  resp.  B^^  Ä^  B'\  Wenn  wir  nun  in  besagter  Ebene 
ein  Polardreieck  von  A*  beschreiben  können,  dessen  Ecken  in  ^"liegen 
und  von  dem  zwei  Seiten  Tangenten  von  B  sind,  so  berühren  ausser  diesen 
offenbar  auch  noch  die  Verbindungslinien  von  a  mit  den  Ecken  des  Drei- 
ecks die  Fläche  B  und  somit  in  der  That  fünf  Kanten  eines  Polartetraeders. 
Man  schliesst  dann  wie  früher,  dass 

die  Existenz  eines  Polar tetraeders  von  i^,  dessen  Kan- 
ten ^berühren,  durch  die  Gleichung  <I>  =  0  bedingt  ist 
Die  Forderung,  ein  Polartetraeder  zu  beschreiben,  von  dem  fünf  Kan. 
ten  die  Fläche  B  berühren,  zieht  zwei  Bedingungen  nach  sich :  erstens  die, 
dass  ^"  ein  Polardreieck  von  Ä  eingeschrieben  werden  kann  und  zweitens, 
dass  ein  Polardreieck  möglich  ist,  das  mit  zwei  Seiten  B'  berührt,  während 
zwei  seiner  Ecken  auf  B"  liegen.  Der  Ort  des  Punktes  a  ist  also  eine 
Curve.  Wenn  die  Bedingung  ^  =  0  erfüllt  ist,  so  wird  diese  Curve  be- 
schrieben von  den  Ecken  der  Polartetraeder,  welche  obigem  Satze  gemiss 
construirt  sind;  ich  behalte  mir  die  Untersuchung  dieser  Curve  auf  eine 
andere  Gelegenheit  vor.  ^.g,.^^,  .^  QyOO^Z 
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§.3. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall;  dass  die  Fläche  ^^einKegelist.  £s 
mnss  dann  die  Spitze  des  Kegels  ein  £ckpnnkt  des  Folartetraeders  sein  und 
die  drei  andern  sind  nicht  mehr  vollständig  bestimmt,  sondern  nnr  die  ge- 
raden Linien ,  auf  welchen  sie  beliebig  angenommen  werden  können ,  so 
dass  das  Polartetraeder  zu  einem  Polartried  er  wird. 

Legen  wir  die  Ecke  w  in  die  Spitze  des  Kegels,  so  ist  a (»;»;)  =:0  and 
die  Gleichung  6=0  reducirt  sich  dann  auf  h{^ro)^=^%  d.h.  6=0  zeigt  an, 
dass  die  Spitze  des  Kegels  auf  B  liegt. 

Die  Gleichungen  0  =  0  und  6'  =  0  sind  ähnlich  wie  im  vorigen  Para- 
graphen die  Bedingungen  dafür,  dass  resp.  die  Kanten  und  Seiten  eines 
Polartrieders  von  A  die  Fläche  B  berühren.  Wenn  die  beiden  Bedingungen 
<P  =  0  und  6  =  0  zusammen  bestehen,  so  giebt  es  Polartrieder,  welche  dem 
Tangentenkegel,  den  man  von  der  Kegelspitze  an  B  legen  kann,  einge- 
schrieben und  andere,  welche  ihm  umschrieben  werden  können. 

Verschwinden  aber  6  und  (P  zu  gleicher  Zeit,  so  ziehe  man  du^rch  die 
Spitze  des  Kegels  A^  die  ja  dann  auf  B  liegt;  eine  Tangente  an  diese 
Fläche  und  nehme  in  dieser  einen  der  Punkte  xyzy  etwa  z  an.  Dann 
liefert  4>  =  0  die  Gleichung 

« (yy)  ^  k^^^y  +  ö(^^)  ^  (,^^y? = o, 

oder 


j/aiyy)  b(wx)  +  iya(xx) .  b  (fvy)  =  0, 
die  aussagt,  dass  eine  der  Linien,  die  man  von  rv  nach  den  beiden  Punkten 
X  ya(j/y)  +  iy  j/a  (xx)  ziehen  kann,  Tangente  an  B  ist.  In  diesen  beiden 
Linien  wird  aber  der  Kegel  A  berührt  von  den  Tangentenebenen,  die  durch 
die  Linie  n;r  zu  legen  sind,  wie  man  leicht  erkennt.  Es  fällt  also  eine  dieser 
beiden  Ebenen  zusammen  mit  der  Tangentenebene  von  B  im  Punkte  w.  Da- 
her der  Satz:  We nn m it 6 zuglei oh (Z> verschwindet,  seist  dieSpitze 
von^einPunktvon  B.  Der  Kegel  berührt  in  diesem  Punkte  die 
Fläche  ^,  d.h.  erwird  von  ihrerTangentenebene  in  zwei  zusam- 
menfallenden Lin  ien  geschnitten.  6  und  S'  verschwinden  gleichzei- 
tig, wenn  die  Spitze  des  Kegels  auf  B  liegt  und  die  Seiten  eines  Polartrieders 
die  Fläche  berühren.  Da  nun  alle  Ebenen,  welche  durch  einen  Punkt  einer 
Fläche  gehen  und  diese  berühren,  sich  in  den  beiden  von  dem  Punkte  aus- 
gehenden Geraden  der  Fläche  schneiden,  so  verschwindet  6'  wenn  die 
Triederseiten  durch  diese  Geraden  gehen.  Aber  auch  die  Umkehrung  ist 
richtig.  Denn  man  kann  zwei  Ebenen,  von  welchen  jede  durch  eine  der 
genannten  Geraden  geht  und  von  denen  die  eine  die  Polare  der  andern 
enthält,  als  zwei  Seiten  des  Polartrieders  betrachten.  Die  dritte  Seite  ist 
dadurch  bestimmt  und  berührt,  wie  6  =  0  dann  zeigt,  ebenfalls  die  Fläche, 
d.  h.  geht  durch  eine  der  Geraden. 

Wenn  6,  <P  und  6'  zusammen  verschwinden,  so  liegt  die  Spitze  des  Ke- 
gels auf  B.     Nehmen  wir  die  eine  der  durch  sie  gehenden  Gersden^'^iL^ 
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zur  Schnittlinie  zweier  der  Triederseiten ,  so  sagt  0'=O  aus,  dass  die  dritte 
durch  die  andere  Gerade  der  Fläche  geht  und  (P=0,  dass  sie  den  Kegel 
in  zwei  Linien  schneidet,  von  welchen  die  eine  in  der  Tangentenebene  der 
Fläche  B  liegt,  was  zusamraengefasst  den  Satz  ergiebt:  das  Verschwin- 
den von  0,  <P  und  6'  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Kegel 
seine  Spitze  auf  der  Fläche  B  hat,  sie  in  diesem  Punkte  be- 
rührt und  in  einer  geraden  Linie  schneidet. 

§•4. 

Nimmt  man  für  A  ein  Ebenenpaar  und  zwei  der  Punkte  xyzwj 
etwa  z  und  rv  auf  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen ,  so  verschwindet  ^ 
und  0,  0  reducirt  sich  auf  a(xx)  a{yy)  B(zw),  so  dass  (P  =  0  aussagt, 
dass  die  Schnittlinie  des  Ebenenpaares  die  Fläche  -ß  berührt. 
0'  besteht  dann  nur  noch  aus  zwei  Gliedern.  Nimmt  man  nun  für  dieEbene 
yzfv  eine  Tangentenebene  von^,  so  liefert  6'=0  die  Gleichung  Bixzfv)=Oy 
d.  h.  0'  verschwindet,  wenn  die  beiden  Ebenen  harmonische 
Polarebenen  der  Fläche  5  sind. 

Wenn  nun  mit  S'  zugleich  (P  =  0  ist,  so  kann  man  zunächst  bemerken, 
dass  wegen  der  letzteren  Bedingung  der  Ausdruck 

Bixzrv)  =  —  [b(xz)  j/biwtv)  —  bixtv)  j/b  (z  z)  }' 
ist.   Hiermit  erhellt  sofort,  dass  aus  6'  =  0  folgt 

B[yya{xx)  ±ix}/a{yy),  «w]=0, 
welche  Gleichung  aussagt,  dass  eine  der  beiden  Ebenen  des  Paares  die 
Fläche  Ä  berührt.     0  =  0  und  (D=:0  zeigt  also   an,  dass   eine  der 
Ebenen  des  Paares  zwei  Gerade  von  B  enthält,  durch  deren 
Schnittpunkt  die  andere  Ebene  hindurchgeht. 

Wenn  nun  endlich  die  Flächet  in  zwei  zusammenfallende  Ebe- 
nen ausgeartet  ist,  so  kann  man  die  drei  Punkte  yztv  auf  dieser  Ebene 
und  X  ganz  beliebig  ausserhalb  annehmen;  es  verschwinden  dann  J^  0,  <P 
von  selbst  und  0'  wird=ö(xa;)  B(yzw),  0'=O  ist  also  die  Bedingung, 
dass  die  doppelt  zu  rechnende  Ebene,  in  welche  i^  ausgeartet 
ist,  dieFläche  B  berührt. 

§.5. 

Alle  die  bis  jetzt  erlangten  Kesultate  bezogen  sich  auf  den  Fall,  dass 
die  Fläche  B  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  war.  Wir  müssen 
jetzt  noch  den  Fall  ins  Auge  fassen,  dass  ^  selbst  eine  uneigeniliche  Fläche 
zweiter  Ordnung  ist. 

Es  möge  zunächst  B  ein  Kegel  seip ,  dann  verschwindet  /1\  Ist  nun 
A  gleichfalls  ein  Kegel ,  so  verschwindet  auch  J  und  es  bleiben  nur  noch 
die  Invarianten  <2>,  0  und  0'  zu  untersuchen. 

Die  Gleichungen  0  =  0  und  0=0  haben  die  nämlichen  Bedeutungen^ 
die  wir  im  §.  4  für  sie  gefunden  haben:  die  erste  sagt  aus,^ass  die  Spitze 
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des  Kegels  A  auf  B  liegt,  und  die  zweite,  dass  man  Folartrteder  das  Kegels 
Ä  construiren  kann,  deren  Kanten  B  berühren  und  umgekehrt.  Di«'  In- 
variante 6'  hat  in  Bezug  auf  die  Flächend,  ^dieselbe  Bedeutung,  die  0  in 
Bezug  auf  die  Flächen  A^  B  hat;  diese  entsteht  aus  jener  durch  Ver- 
tauschung der  a  mit  den  h\  6=0  ist  somit  die  Bedingung  dafür,  dass  die 
Spitze  des  Kegels  B  auf  A  liegt.        ' 

Das  Zusammenbestehen  der  Gleichungen  6  =  0  und  <I>  =  0  zeigt,  wie 
im  §.'  4,  an,  dass  die  Spitze  des  Kegels  A  auf  B  liegt,  und  dass  dieser  letz- 
tere Kegel  vom  ersteren  berührt  wird,  während  dem  gleichzeitigen  Ver- 
schwinden von  &  und  <D  der  umgekehrte  Fall  entspricht. 

Da  beim  Verschwinden  von  6  und  6'  jeder  der  Kegel  durch  die  Spitze 
des  anderen  geht,  so  ist  dies  auch  die  Bedingung,  dass  sie  eine  gerade 
Linie  gemein  haben.  Wenn  dagegen  die  drei  Gleichungen  6=0,  <I>=0, 
6'=  0  znsammenbestehen ,  so  haben  die  heiden  Kegel  eine  Erzeugende  ge- 
mein und  berühren  sich  längs  derselben. 

Ist  B  ein  Kegel ,  A  ein  Ebenenpaar,  so  sind  die  Invarianten  A^  At  und 
6  identisch  Null.  Die  Bedeutung  von  6' wird  nicht  geändert  und  6=0  zeigt 
also  an,  dass  die  Spitze  des  Kegels  auf  einer  der  Ebenen  des  Paares  liegt. 
Auch  <[>  =  0  bedeutet,  seiner  früheren  Interpretation  conform,  dass  die 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  den  Kegel  berührt. 

Das  Zusammenbestehen  der  Gleichungen  6'=0,  <!>  =  0  bedingt  somit, 
dass  die  eine  Ebene  des  Paares  den  Kegel  berührt. 

Degenerirt  endlich  A  in  eine  doppelt  zu  rechnende  Ebene,  so  ver- 
schwindet auch  noch  Q>  identisch,  und  die  einzig  übrigbleibende  Invariante 
6'  zeigt  durch  ihr  Verschwinden  an,  dass  die  Spitze  des  Kegels  auf  dieser 
Ebene  liegt. 

§.«. 

Ist  B  ein  Ebenenpaar,  so  sind  die  Bedingungen  zi'=0  und  6'=  0  an 
nnd  für  sich  erfüllt.  Wenn  nun  auch  A  ein  Ebenenpaar  isf,  so  bleibt  nur 
noch  die  Invariante  0  als  simultane  übrig.  Wenn  auch  diese  Invariante 
noch  verschwindet,  so  schneiden  sich  die  Schnittlinien  der  heiden  Ebenen- 
paare, d.  h.  die  vier  Ebenen  beider  Paare  gehen  durch  einen  Punkt. 

Andere  als  die  jetzt  absolvirten  Fälle  brauchen  wir  nicht  zu  unter- 
suchen, weil  entweder  sie  sich  aus  diesen  durch  Vertauschung  der  Flächen 
^'iind  B  ergeben  oder  sämmtliche  Invarianten  verschwinden. 

§.7. 
Wir  wollen  jetzt  die  Invarianten  bilden  für  die  beiden  Flächen  ^+fi  B 
und^.   Indem  wir  die  Zeichen  A^  6,  <P,  %\A'  in  der  nämlichen  Bedeutung 
wie  bisher  anwenden,  wollen  wir  die  neuen  Invarianten  bezeichnen  z^^^^uB» 
ö^-f/*^,  ^  a.  s.  w.     Wir  finden  so 
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4     d^L 
3.4         rf^* 

1   rf»/?(M) 


2.3.4       rffi' 

Mit  Hülfe  dieser  Kesultate  ist  es  nun  leicht,  die  EigenthümlichkeiteD 
der  Scbnittcnrve  zweier  Flächend,  ^abzuleiten  aus  deu  algebraischen  Eigen- 
schaften der  Gleichung  des  §.  1.  Diese  Curve  ist  ja  der  Schnitt  von  irgend 
zweien  der  Flächen  des  Büschels  A  +  y^B  und  also  z.  B.  der  Schnitt  eines 
der  vier  Kegel  mit  der  Fläche  B,  Wir  wollen  uns  dieser  letzten  Auscbau- 
uogsweise  bedienen. 

Wenn  nun  die  Gleichung  ff=iO  keine  Doppelwurzeln  besitzt,  so  bat 
auch  die  in  Rede  stehende  Schnittcurve  keine  Singularitäten. 

Soll  die  Gleichung  H=^0  eine  Doppelwurzel  besitzen,  so  muss  für 

diese  neben  H  auch  noch  — -  verschwinden.  Bezeichnen  wir  diese  Wur- 
zel mit  k ,  so  muss  also  nach  den  obigen  Gleichungen 
^^4-  XB^O,  Sj^lB,  B==0 
sein.  Die  erste  Gleichung  ist  erfüllt.  Die  zweite  sagt  gemäss  den  in  §.  4 
enthaltenen  Resultaten  ans ,  dass  die  Spitze  des  Kegels ,  welcher  der  Dop- 
pelwurzel entspricht,  auf  der  Fläche  B  liegt.  Da  diese  Mäche  in  der  Nähe 
eines  ihrer  Punkte  von  ihrer  Tangentenebene  unendlich  wenig  abweicht, 
80  hat  also  die  Schnittcurve  einen  Doppelpunkt,  dessen  Tangenten 
die  Schnittlinie  des  Kegels  mit  der  Tangentenebene  der  Fläche  sind. 

Hfit  aber  die  H=0  eine  dreifache  Wurzel  A,  so  genügt  diese 
den  Gleichungen 

^A^lB,  ^  =  0,  <^^-^iB,  i?  =  0. 

Der  Kegel  A-\'kB  hat  dann  seine  Spitze  auf  B  und  wird  von  der  dort 
an  B  gelegten  Tangentenebene  in  zwei  zusammenfallenden  Linien  geschnit- 
ten ;  d.  h.  die  beiden  Tangenten  der  Curve  in  diesem  Punkte  fallen  xa- 
sammen,  die  Curve  hat  einen  Rückkehrpunkt. 

Wenn  endlich  die  3  Invarianten 

^A-i-lB,Bi  ^A-\-lB,By  ^'a^Xb.B 

ür  einen  Werth  von  X  zusammen  verschwinden,  so  hat  die  Gleichung  i?=0 
vier  gleiche  Wurzeln.  Unsere  früheren  Resultate  zeigen,  dass  der 
Kegel ,  welcher  dieser  Wurzel  entspricht ,  die  Fläche  berührt  und  in  einer 
Geraden  schneidet.  Die  Schnittcurve  besteht  folglich  in  einer  Cnrv^e 
dritter  Ordnung  und  einer  ihrer  Tangenten. 

Wenn  für  eine  Wurzel  vonir=0  sämmtliche  erste  Unterdeter- 
minanten von  ^verschwinden,  so  ist  diese  Wurzel  natürlich  I>op- 
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pelwnrzel.  Der  entsprechende  Kegel  ist  ein  Ebenenpaar,  die  Banmcnrve 
zerfällt  in  zwei  Kegelschnitte. 

Verschwinden  aber  für  eine  dreifache  Wurzel  alle  ersten 
Unterdeterminanten  von  H^  so  ist  für  diese  Wurzel  X  auch  noch 

Nach  §.  5  berührt  die  Schnittlinie  des  Ebenenpaares  die  Fläche  B. 
Die  Schnittcurve  besteht  somit  aus  zwei  sich  berührenden 
Kegelschnitten. 

Ist  die  Wurzel  A,  welche  alle  ersten  Unterdeterminanten 
annullirt,  vierfache  Wurzel  von  ir  =  0,  so  bestehen  die  beiden 
Gleichungen 

welche  bedingen ,  dass  nicht  nur  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen,  sondern 
auch  eine  der  Ebenen  selbst  die  Fläche  B  berührt.  Die  Raumcurve  bei- 
steht aus  zwei  sich  schneidenden  Geraden  und  einem  Kegel- 
schnitt, der  durch  ihren  Schnittpunkt  geht  undvonderEbene 
der  Geraden  berührt  wird. 

Giebt  es  einen  Wertb  von  A,  für  welchen  die  zweiten  Unterdeter  - 
minantenvon  ^  alle  verschwinden,  so  finden  die  Gleichungen 

identisch  statt.  A  ist  dann  dreifache  Wurzel  von  ^=0.  Der  eine  Kegel 
degenerirt  in  eine  doppelt  zu  rechnende  Ebene  und  die  Schnittcurve 
besteht  aus  einem  doppelt  zu  rechnenden  Kegelschnitt,  längs 
dessen  sich  beide  Flächen  berühren. 

Soll  eine  derartige  Wurzel  vierfache  Wurzel  sein,  so  muss 
neben  den  beiden  obigen  noch  die  Gleichung 

bestehen.  Die  doppelt  zu  rechnende  Ebene  berührt  die  Fläche  und  die 
Schnittcurve  besteht  aus  zwei  sich  schneidenden  Geraden, 
welche  doppelt  zu  rechnen  sind. 

Wenn  aber  die  Gleichung  J7==0  zweimal  zwei  gleiche  Wi>rzeln 
A.  und  A'  hat,  so  finden  die  Gleichungen  statt 

«US  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber,  weil 

Ö^+Ab,  j-^Xb  =^^a^Xb  =0, 

ist: 

^^-f^B.  ^4.^'l»  =  0,  S'j^Xb,  A+VB=r^- 

Wie  wir  in  §.  6  gesehen'  haben,  haben  also  die  beiden  Kegel,  welche  zu 
den  Wurzeln  A  und  A'  gehören,  eine  gerade  Linie  gemein.     Die  Scbnitt- 
curve  besteht  somit  aias  einer  Curve  dritter  Ordnung  und  einer* 
ihrer  Sehnen.  r^r\r\n]o 
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Nun  können  aber  für  eine  dieser  Wurzeln  X  die  ersten  Unter 
determinanten  von  H  alle  verschwinden.   Dann  ist  6^_j-Zii,  n  iden- 
tisch  Null  und  es  bleibt  als  Bedingung  nur  6^+i'ii,  b  =  0.   Wie  vorhin  hat 
man  aber  auch  hier  die  Gleichung 

welche  nach  §.  6  anzeigt,  dass  die  Spitze  des  Kegels,  der  A'  entspricht,  auf 
dem  Ebenenpaare  liegt.  Die  Schnittcurve  besteht  dann  also  aus 
einem  Kegelschnitt  und  zweien  ihn  und  sich  selbst  schnei- 
denden Geraden. 

Wenn  endlich  für  die  beiden  Wurzeln  die  ersten  Unterdeter- 
minanten sieb  sämmtlich  annulliren,  so  liegt  die  Schnittcurve  ganz 
auf  zwei  £benenpaaren  und  besteht  folglich  aus  einem  windschiefen 
Viereck. 

§.  8. 

Wie  sich  diese  Untersuchungen  auf  Flächen  zweiter  Klasse  und  die 
Eigenthümlichkeiten  der  ihnen  umschriebenen  abwickelbaren  Fläche  über- 
tragen lassen ,  ist  klar. 

Betrachten  wir  nun  neben  der  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  A  und  B^  die  wir  als  allgemeine  voraussetzen  wollen,  die  ihnen 
umschriebene  abwickelbare  Fläche.  Schreiben  wir  die  Gleichungen  dieser 
Flächen  in  Ebenencoordinaten  resp. 

2AikUiUk  =  0^         2B'ikUiUk  =  0y 
wo  Aik  und  B^ik  die  Unterdeterminanten  der  Determinanten  A  und  J' be- 
zeichnen ,  so  hängen  die  Singularitäten  der  abwickelbaren  Fläche  ab  vod 
den  Wurzeln  der  Gleichung 


H*  = 


^31  +  A  ^31       -^32  +  *  ^32       ^33  +  ^  ^33      -^34  +  ^  ^84 
^41  +  ^^41       ^42  +  ^^42       ^43  +  ^^43       ^44+^^44 


=  0. 


Man  multipliciro  diese  Gleichung  ruit  den  Determinanten   A  und  A\ 
die  der  Voraussetzung  gemäss  nicht  Null  sind ;  man  erhält  dann 

Ab^^  +  kJ^a,,  A6,^  +  kA\^     ^b.^  +  kJ'a,^     ^b,,  +  k^a,,     ^ 

Jb^.  +  kA'a^,  Ab^  +  kA'a^     Ab.^+kA'a.,^     Ab^  +  kJa^ 

^b^^  +  kAa^^  Ab^^  +  kJa^^     Ab^  +  kA'a^     Ab^  +  kA'a^ 

^b^^+kA'a^^  Ab^^  +  kJa^.,     Ab^^  +  kJa^^     Ab^  +  k^a^    \ 
so  dass 

H\A,A'^V,Ai'H(-^. 

A 
Wenn  also  k  eine  Wurzel  der  Gleichuug%^  =  0  ist,   so  ist  y^  eine 
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Weil  ferner  die  Unterdeterminanten  von  H'  nach  obiger  Gleichung 
lineare  Functionen  sind  der  Unterdeterminanten  von  Hy  so  verschwinden 
die  ersten  und  zweiten  Unterdeterminanten  von  H'  für  den  Wurzelwerth 

,  wenn  die  von  H  für  den  Werth  A  zu  Null  werden  und  umgekehrt. 

Die  Singularitäten  der  Gleichung  £r=0  ziehen  demnach  ganz 
entsprechende  der  Gleichung  H'=iO  nach  sich;  zugleich  mit 
jedem  der  in  §.  7  aufgezählten  Fälle,  welche  sich  auf  die 
Schnittcurve  der  beiden  Flächen  A  und  B  beziehen,  findet 
ein  anderer  statt,  den  man  ans  ihm  durch  dualistische  Ueber- 
tragung  erhält  und  der  sich  auf  die  denselben  Flächen  J  und 
^umschriebene  abwickelbare  Fläche  i)ezieht 

Heidelberg,  im  December  1867. 
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XVII. 

üeber  magnetische  Femwirkung  elektrischer  Ströme 
und  Stromringe, 

Von 

Emil  Weyr, 

ord.  Hörer  am  polytechnischen  Institut  zu  Prag^. 


Diefielben  Vortheile ,  welche  das  Massenpotential  bei  Betrachtung  der 
Wechselwirkung  materieller  Systeme  darbietet,  ergeben  sich  bei  der  Ver- 
wendung des  magnetischen  Potentials  für  die  Untersuchung  der  Fem- 
Wirkungsweise  elektrischer  Ströme  und  Stromsysteme. 

Das  magnetische  Potential  ist,  wie  das  Potential  der  Massen,  eine 
Function,  deren  Ableitung  nach  einer  Eichtung  die  Wirkungscomponente 
nach  dieser  Richtung  hin  angiebt;  ausserdem  stehen  beide,  nämlich  das 
Massenpotential  und  das  Strompotential,  in  mannichfachen  gegenseitigen 
Beziehungen,  so  z.  B.  auch  in  der,  dass  beide  die  partielle  Differential* 
gleichung 

erfüllen. 

Das  Strompotentiai  wurde  bisher  gewöhnlich  aus  dem  Massenpotential 
abgeleitet,  indem  man  sich  dabei  auf  das  Am  per  ersehe  Theorem  von  der 
Aequivalenz  elektrischer  Ströme  und  der  von  ihnen  umgrenzten  transversal- 
magnetischen Flächen  stützte. 

Wie  ich  nun  in  einem  Aufsatze*)  gezeigt  habe,  ist  dieses  Theorem, 
ausser  in  dem  speciellen  Falle,  wenn  sowohl  der  Strom,  als  auch  die  trans- 
versal -  magnetische  Fläche  eben  ist,  nicht  giltig,  weshalb  ich  mir  im  An- 
fange dieser  Arbeit  eine,  von  der  Betrachtung  transversal  -  magnetischer 
Flächen  unabhängige  Entwickeluugsweise  des  Strompotentials  anzugeben 
erlaube. 


*)  Novemberheft  der  Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien,  1867.  ^  , 

Digitized  by  VjOOQIC 


Ueber  magnetische  Fernwirkung  etc.    Von  Emil  Weyr.        415 


Um  die  Untersuchung  so  allgemein  als  möglich  führen  zu  können,  war 
es  Döthig,  den  Begriff  eines  Elementarstromes  dahin  zu  erweitern,  dass 
derselbe  nicht  eben  zu  sein  brauche ,  und  seine  Fernwirkungsweise  zu  be- 
stimmen. 

Ich  könnte  wohl  ohne  Weiteres  von  den  bekannten  Grundgleichungen 
Tür  die  drei  Componenten  der  Fernwirkung  eines  elektrischen  Stromes  aus- 
gehen; des  Zusammenhanges  und  der  Vollständigkeit  wegen  möge  es  mir 
jedoch  erlaubt  sein,  dieselben  aus  dem  Gesetze  der  elektromagnetischen 
Action  in  Kärze  abzuleiten. 


Ist  ds  das  Bogenelement  einer  geschlossenen  Linie  5,  durch  welche 
ein  elektrischer  Strom  von  der  Intensität  1  geleitet  wird  und  M  ein  Punkt, 
in  welchem  das  nordmagnetische  Quantum  1  concentrirt  ist,  so  wirkt  be- 
kanntlich ds  auf  M  mit  der  Kraft 

ds .  sind 
-  ^r'> 

wobei  R  die  Entfernung  des  magnetischen  Punktes  von  dem  Stromelemente 
nnd  B  den  Winkel  bedeutet,  welchen  B  mit  ds  einschliesst. 

Die  Richtung  der  Kraft  steht  senkrecht  auf  der  durch  M  und  ds  geleg- 
ten Ebene  und  wird  durch  die  Ampir ersehe  Kegel  näher  bestimmt. 

Würde  die  Stromintensität  t  und  die  in  M  vorhandene  magnetische 
Quantität  m  sein,  so  hätte  man  den  obigen  Ausdruck  noch  mit  mi  zu  mul- 
tipliciren. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  von  ds  mit  x^y^z^  jene  von  M  mit 
ff,  ^,  y  und  die  Projectionen  von  ds  auf  die  drei  Axen  mit  dx^  dy^  dzy  so 
haben  die  Richtnngscosinus  cosl^  cosfi^  cosv  der  Kraft,  weil  die  Richtung 
dieser  Kraft  auf  der  Ebene  von  R  und  ds  senkrecht  steht ,  die  Werthe : 


C05A=  + 


(y-ß\dz      (z-y\dy 
\    R   )ds      \   R  Jds 


stn 


6 


(Z'—y\dx      /x^o\dz 
~R~)dl''\R')dl 


—  sind 


Ar— a\  dy      (y—ß\  dx 
\    R   Jds      \    R   }  ds 


cos  V  =  +  r  n 

—  sm  u 


Das  obere  oder  untere  Zeichen  der  Cosinus  ist  zu  nehmen ,  je  nachdem  die 
Kraft  die  eine  oder  die  direct  entgegengesetzte  Richtung  besitzt ,  was  wie- 
der von  der  Richtung  des  die  Curve  durchfliessenden  Stromes  abhängt. 

Die  drei  Kraftcomponenten  haben  demzufolge  die  Wgrtjbe^:^  GoOqIc 
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dx-  +  ^y~^^  dz-it-y)  dy 
dX-±  ^ , 

rf  F-  -I-  (»-y)<<a;-(a;-tt)r(/z 
-  B« 

Die  Kraftcomponenten  des  ganzen  goscblossenen  Stromes  sind  daher: 

y L    r(.'—r)dx—(x—«)dz 

—J  Ä» 


'-±ß- 


wobei  man 


zn  setzen  hat. 


R=/(a:-ay+Cy-^)«+(«-yr 


Ist  der  Strom  eben,  d.  b.  liegt  er  ganz  in  einer  Ebene,  und  bringt  man 
ihn,  ohne  seine  Ebene  umzuwenden,  in  die  A'jT- Ebene,  so  ist  dann  das 
obere  Zeichen  zn  nehmen ,  wenn  eine  im  Strome  schwimmende  menschliche 
Figur,  gegen  die  von  ihm  begrenzte  Fläche  blickend,  die  +^  -  Axe  zur  rech- 
ten Hand  behält.  Ist  die  Richtung  des  Stromes  die  entgegengesetzte ,  so 
gilt  das  untere  Zeichen, 

IL 

Wenn  man  auf  irgend  einer  Fläche  um  einen  Punkt  herum  eine  ge 
schlossene  Linie   von  verschwindender  Länge   beschreibt  und  sie  als  die 
Leitlinie  eines  Stromes  betrachtet ,  so  nennt  man  einen  solchen  Strom  einen 
Elementarstrom,  vorausgesetzt,  dass  in  dem  betrachteten  Punkte  der  Fläche 
keine  Singularität  (etwa  eine  Spitze  u.  s.  w.)  vorkommt. 

Um  für  einen  solchen  die  Fernwirkungscomponenten  zu  beistimmen, 
verlegen  wir  den  Coordinatenanfang  bei  parallel  bleibenden  Axen  in  den 
angegriffenen  Punkt  M.   Demzufolge  erhält  man  für  die  drei  Componenten : 

y ,     Czdx—xdz 

—J  ^        ' 

,     fxdy—ydx 

wobei 

Ä«=a:*+y»+z« 
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Betrachten  wir  nun  z.  B.  die  Componente  Z,  so  lässt  sich  das  Integral 

Cxdy^ydx 


f 


leicht  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Bezeichnet  man  die  xy-Projection  von  R  mit  r  nnd  den  Winkel,  wel- 
chen r  mit  der  o:- Axe  einschliesst,  durch  g> ,  so  ist : 

1/ 

g^  =arciang-^-y 

X 

somit 

xdy—ydx==r^dq> 

and  folglich  das ,  einem  Stromelemente  zugehörige 


r^dtp 


Legt  man  durch  die  Endpunkte  dieses  Elementes  nnd  dnrch  die  z-Axe 
zwei  {Rhenen ,  so  schliessen  diese  unter  einander  den  Winkel  d(p  ein  und 
werden  auf  der  Stromcurve  ein  zweites  Element  abschneiden ,  in  welchem 
der  Strom  die  entgegengesetzte  Kichtung  hat;  für  welches  also  dZ  negativ 
zu  nehmen  ist,  und  zwar  in  der  Grösse 

(r  +  Srf.^ 
+     (R  +  6Rf    ' 
wenn  6r  und  SR  die  diesem  Uebergange  entsprechenden  Zuwächse  von  r 
nnd  R  sind.     Der  Theil  des  Integrales  also,  welcher  von  den  beiden  Ele- 
menten herrührt,  welche  durch  die  zwei  die  z-Axe  enthaltenden  Ebenen 
beransgeschnitten  werden,  ist: 


w7  -uT'''    i'+^'y^  ^ 


oder  wenn  man  bis  auf  UDendtich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  geht: 

T^t*SR      -irdrl 


.»       .[Zr^äR      2r6r-\ 


Nun  ist 

also 

^^^r^^r  +  r^ 

R 

Sei 

die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  sich  der  Elementarstrom  befindet, 
so  ist 

öz=ip.öx  +  q.öy^ 

mit/)  und  7  die  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  bezeichn^^gm^e^by GoOqIc 
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Nan  geschieht  der  üebergang    in  einer  durch  die  s-Axe  gehenden 
Ebene ,  welche  mit  der  x  ■  Axe  den  Winkel  tp  einschliesst. 
Es  muss  also 

X 

d  X  =  d  r .  cos  w  =  8r ,  —  , 


und  somit 


8y  =  8r.  sintp  =  dr.  — 


r 


sein. 


Denkt  man  sich  im  Punkte  {xy  y,  z)  an  die  Fläche  die  Tangentialebene 
gelegt  und  fällt  von  M  auf  dieselbe  das  Perpendikel  t^  so  ist  bekanntlich 

^^—px-qy  +  z 
folglich 


px  +  qy^z^i)/\+p^+q\ 
oder,  wenn  man  den  Winkel,  den  /  mit  der  2:- Axe  bildet,  durch  v  bezeichnet: 


px  +  qy^z---—, 
cosv 


daher 

öz: 


r   L         cosvj 


Setzt  man  den  Werth  für  dz  in  die  Gleichung  für  8Ry  so  erhält  man 

zt  — 
Sr 


T 


cosv 


R 


und  soptit,  wenn  man  substitnirt 


daher 


Da  die  Ausdehnung  eines  Elementarstromes  unendlich  klein  ist,  so 
kann  man  für  x^y^z  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  ron  dem 
Strome  umflossenen  Fläche  setzen  und  sie  als  constant  betrachten;  Hst 
dann  das  von  M  auf  die  diesem  Punkte  zugehörige  Tangentialebene  ge- 
fällte Perpendikel  und  v  der  Winkel,  welchen  i  mit  der  s-Axe  bildet. 
Demzufolge  wird: 

Z=+a-^l    ffr.ör.ä^. 
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Das  Integral 

jyr.6r.dip 

ist  aber  nichts  Anderes  ,  als  die  a:y- Projection  der  von  dem  Strume  um- 
flossenen Fläche.  Wenn  wir  also  letztere  mit  f  bezeichnen  nnd  beachten, 
dass  sie  unendlich  klein  ist: 

jfr  .  dr  .  (f(p=ifcosv 
and  folglich 


und  ebenso 


wenn  A  und  fi  die  Winkel  sind,  welche  i  oder  die  in  x,  y,  z  auf  die  Fläche 
errichtete  mit  /  gleichsinnige  Normale  mit  der  x-  und  y-Aze  bildet. 

Oiebt  man  dem  Coordinatensystem  wieder  die  allgemeine  Lage,  so  wird: 


Das  Perpendikel  t  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 
Aus  der  letzteren  ergiebt  sich : 


cos  k  =- 

dt 

COS(i!=- 

dt 

cotv=- 

dl 

dy 

Es  ist  jedoch 


*)  Dieselben  Ausdrücke  findet  man  für  einen  ebenen  Elementarstrom  in  ähn- 
licher Weise  in  Karsten* s  „Encyclopädie  der  Phj'sik"  XIX.  Bd.  entwickelt, 
pag.  235  and  281. 

**)  Ich  glaube  diesen  allgemeineren  Formeln  vor  den  yorhergehenden  des- 
halb einen  Vorzog  geben  zu  müssen,  weil  ihre  Form  sie  sofort  als  Differential- 
qaotienten  des  Potentiales  zu  erkennen  giebt.  ^->  j 
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Daraus  folgt: 


Man  kann  also  die  drei  Componenten  der  magnetischen  Fernwirknng  eines 
Elomentarstromes  als  partielle  Ableitungen  der  Function : 

nach  den  drei  Goordinaten  a^  ß,  y  betrachten.  Es  wird  daher  diese  Func- 
tion W  das  magnetische  Potential  des  Elementarstromes  genannt.  Diese 
Function  genügt,  so  wie  das  Massenpotential  der  Lapl  ace^  sehen  Dififeren- 
tialgleichung: 

wovon  man  sich  durch  wirkliches  Differentiiren  überzeugt. 

Es  lässt  sich  nun  sehr  leicht  nachweisen ,  dass  man  einen  Elementar- 
strom der  Wirkung  nach  durch  ein  magnetisches  Element  ersetzen  kann. 

Denkt  man  sich  nämlich  im  Punkte  {x,  y,  2)  einen  Magnetpol  von  der 
Intensität  +  m  und  in  einem  auf  der  mit  t  gleichsinnigen  Normale  im  Ab- 
stände d  n  gelegenen  Punkte  den  gleich  intensiven  entgegengesetzten  Pol, 
so  bilden  beide  zusammen  ein  magnetisches  Element  mit  dem  Momente 

m  ,  ön. 
Das  Potential  des  ersten  Poles  ist 

_        J 


und  jenes  des  zweiten 


±"[W{m 


und  somit  das  Potential  des  magnetischen  Elementes : 

—  SR 

+  W      ■ 
Nun  ist  jedoch 

folglich  das  Potential  des  magnetischen  Elementes 

t 
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Man  siebt,  dass  dieses  identisch  wird  mit  dem  des  Elementarstromes 
von  der  Intensität  i,  wenn 

wird,  d.  h.  wenn  das  magnetische  Moment  des  Elementes  gleich  ist  jenem 
des  Elementarstromes.  • 

Man  kann  demnach  den  Elementarstrom  durch  ein  solches  Element 
ersetzen  und  umgekehrt. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ist  hierbei  die  Lage  der  Pole  des  Ele- 
mentes eine  solche ,  dass  eine  im  Strome  schwimmende  menschliche  Figur, 
gegen  das  Element  blickend.,  den  Nordpol  zur  Linken  hat. 

Um  das  magnetische  Feld  eines  Elementarstromes  und  des  ihm  äqui- 
valenten magnetischen  Elementes  zu  untersuchen,  wollen  wir  die  im  Punkte 
(x^y^z)  an  die  Fläche  gezogene  Tangentialebene  zur  Ebene  der  xy  -  und  die 
Normale  zur  z-Axe  nehmen.     Dann  wird: 

t=-Y, 

x  =  0, 

y=o, 

z=0, 
und  folglich  das  Potential: 

Die  Gleichung  der  Niveauflächen  ist: 

/F=  consi. 

und  für  unseren  Fall,  wenn  wir  den  Factor  +f  in  die  Constante  hinein- 
ziehen, 

yc«  =  (a*  +  i3»  +  y«)i 

Aus  dieser  Gleichung  der  Niveanflächen  sieht  man,  dass  dieselben 
Kotaitionstlächen  sind,  deren  Axe  die  Normale  ist.  Die  Gleichung  ihres 
Meridians  ist: 

oder,  wenn  man  Polarcoordinaten  einführt: 

Die  Analysis  der  Gleichung  der  Niveauflächen  lehrt,  dass  dieselben 
durch  die  Coordinatenebenen  symmetrisch  getheilt  werden,  dass  alle  im 
Punkte  (x^y^z)  die  xy  'Ebene  (d.  i.  die  Ebene  des  Elementarstromes)  inflec- 
torisch  berühren  und  die  z-Axe  überdies  zweimal  unter  rechten  Winkeln 
durchschneiden.  Ferner  sind  alle  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  in  Bezug 
auf  den  Punkt  (x,y,z)  als  Aehnlichkeitscentrum.  Ganz  dasselbe  gilt  von 
den  Meridianen  der  Niveauflächen,  den  Niveaulinien.  r^^^^T^ 

'      Digitizedby  VjOOQIvL 

29*  ^ 


422  Ueber  magnetische  Fernwirkung 

Dieselben  bilden  Achterlinien,  deren  Doppelpunkt  der  Coordinaten 
anfatig  ist  und  welche  die  Z- Axe  zur  Axe  haben.     Aus  der  Gleichung: 

r*  =  c*  sin  <p 

ergieht  sich  eine  sehr  einfache  Construction  für  diese  Meridiane. 

Ist  nämlich  |0^  die  Ebene  eines  solchen  Meridians  (siehe  d.  Taf.), 
dessen  Parameter  c  ist,  und  man  will  Punkte  desselben  bestimmen^  so  be- 
schreibe man  aus  0  den  Kreis  IC  mit  dem  Radius  c  und  über  OB=c  als 
Durchmesser  den  Kreis  IT,  Um  nun  die  auf  dem  Leitstrahle  OS  liegenden 
Punkte  des  Meridians  zu  finden,  mache  man  OT-^OS  und  beschreibe 
über  MN  als  Durchmesser  einen  Kreis,  welchei*  den  Strahl  OS  in  Pi  und  Pj 
schneidet;  so  sind  Pj  und  P,  Punkte  des  Meridians. 

Denn  es  ist: 

dP^^=OPt*===^r^==OM.ON=zc.(>smq>==:c^sin(p. 

Da  alle  Meridiane  in  Bezug  auf  0  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind, 
so  kann  man  aus  einem  Meridiane  alle  übrigen  ableiten. 

Weil  die  Niveauflächen  Rotationsflächen  sind,  so  sind  die  Kraftlinien 
ebene  Cnrven,  deren  Ebenen  durch  die  z-  Axe  gehen,  und  zwar  sin^  sie 
deshalb  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Meridiane  der  Niveaaflächen. 

Die  Gleichung  der  letzteren  war: 

daher  ihre  Differentialgleichung : 

2dr  —  r  .  co(g> .  rf g?  c=  0 
und  somit  die  Differentialgleichung  der  Krfiftlinien 

dr  .  cot<p  +  2r  .dg)=0, 
woraus  sich  durch  Integration  ergiebt: 

r  =:Cx  cos*  q> , 
welches  die  Gleichung  der  Kraftlinien  ist. 

Aus  derselben  ergiebt  sich  folgende  einfache  Construction  der  Kraft- 
linien: 

Man  beschreibe  aus  0  mit  Cj   als  Radius  den  Kreis  AT  (siehe  d.  Taf.) 
und,  um  die  dem  Leitstrahle  OS  entsprechenden  Punkte  der  Kraftlinie  zu 
finden,  mache  man  -^,  Oj  und  M^O^  parallel  zu  Ofund  OiPi  und  QfPt  senk- 
recht auf  OS ^  so  sind  7^,  und  jP,  zgrei  Punkte  der  Kraftlinie. 
Denn  es  ist: 

0 Pi  =^  0 P^=z  r  =2  0 Q  ,  cos g)  =  Ci  cos fp  .  cos q>  =:^  Ci cos*q>. 
Für  <p  =;  0  und  g?  =  tt  wird : 

r=:c,, 

also  sind  ^,  und  ß,  auch  Punkte  der  Kraftlinie. 

Die  Untersuchung  der  Gleichung  der  Kraftlinien  zeigt,  dass  alle  in 
einer  und  derselben  durch  die  f-Axe  gehenden  Ebene-Fliegenden  Kraft- 
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linien  durch  0^  und  0|  symmetrisch  getheilt  werden  und  alle  in  0  die  ^- Axe 
inflectorisch  herühren  und  überdies  noch  zwei  Mal  die  £- Axe  unter  rechten 
Winkeln  durchschneiden.  Sie  bilden  ein  System  von  Achterlinien,  welche 
in  0  ihren  Doppelpunkt  haben  und  deren  Axe  die  |-Axe  ist. 

III. 

Die  Resultate ,  welche  sich  aus  der  Betrachtung  eines  Elementarstro- 
mes ergeben,  lassen  sich  sofort  auf  einen  endlichen  Strom  <S' übertragen. 

Legt  man  nämlich  durch  S  eine  Fläche  Fy  deren  einzige  Begrenzung 
iS  bildet,  und  zerlegt  man  nun  F  in  unendlich  kleine  Flächenelemente,  so 
kann  man  sich  jedes  derselben  von  einem  mit  S  gleichgerichteten  und  gleich 
intensiven  Strome  umflossen  denken.  Die  Gesammtwirknng  dieser  Ele- 
mentarströme ist  dann  offenbar  identisch  mit  jener  des  Stromes  S,  da  sich 
die  ausserhalb  «S  liegenden  Elementarströme  ihrer  entgegengesetzten  Rich- 
tung wegen  der  Wirkung  nach  aufheben. 

Das  Potential  eines  dieser  Eleraentarströme ,  welcher  die  f^läche  df 
nmfliesst,  ist  nach  Früherem: 

-t-  ^» 


Das  Potential  des  ganzen  Stromes  S  ist  also : 


Das  doppelte  Zeichen  ist  zu  dem  df  zu  rechnen  und  richtet  sich  nach  der 
Lage  von  df  und  der  Richtung  des  df  umkreisenden  Elementarstromes. 
Denkt  man  sich  jeden  der  Elementarströme  durch  das  ihm  äquivalente 
magnetische  Element  ersetzt,  und  rechnet  man  die  Axenrichtung  desselben 
vom  Nordpole  nach  dem  Südpole  als  positiv,  so  ist  das  obere  Zeichen  dann 
zu  nehmen ,  wenn  die  Axenrichtung  des  magnetischen  Elementes  mit  jener 
von  /  übereinstimmt,  und  das  untere,  wenn  diese  beiden  Richtungen  ent- 
gegengesetzt sind.  Wenn  wir  also  /  als  positiv  oder  negativ  rechnen,  je 
nachdem  es  mit  der  Axe  des  betreffenden  Elementes  dieselbe  oder  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  hat,  so  kann  man 

^df.t 

schreiben. 

Die  drei  Wirkuugscomponenteu  sind  dann: 

r     ^^ 


-=-ß 
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Es  braucht  nicht  bemerkt  zu  werden,  dass  auch  das  Potentialeines 
geschlossenen ,  endlichen  Stromes  der  Gleichung 

genügen  muss. 

Dem  Integrale 

J  Ä» 

kann  man  eine  bemerkenswerthe  Deutung  geben. 

Es  ist  nämlich  —  der  Cosinus  des  Winkels  6  zwischen  dem  Leitstrahle 
R 

R  und  der  in  d/"  auf  die  Fläche  errichteten  Normale,  letztere  in  der  Rich- 
tung voDj  Nord  -  zum  Südpole  des  äquivalenten  magnetischen  Elementes 
gezahlt;  somit  ist  das  erwähnte  Integral  auch  gleich 

f*df.  cos'5 


s- 


R* 


Nun  ist  df.cosö  die  centrale  Prwjection  von  df  auf  die  mit  dem  Ra- 
dius R  aus  M  beschriebene  Kugel,  und  somit        '    —  die  centrale  Projec- 

tion  von  df  auf  die  aus  M  mit  dem  Radius  1  beschriebene  Kugel. 

Der  Winkel  ö  ist  entweder  für  alle  Punkte  der  Fläche  F  spitz  oder 
überall  stumpf.     Dies  wird  dann  der  Fall  sein,  wenn  sich  von  M  an  f  kein 
Berührungskegel  legen  lässt,  oder  w,enn  der  aus  31  über  S  construirte  Ke-^ 
gel  die  Fläche  F  (ausser  in  S)  nicht  schneidet. 

Dann  ist  das  Integral 

^df,  cosö 


ß 


R* 


der  Flächeninhalt  der  centralen  Projection  von  iS^  auf  die  aus  M  mit  dem 
Radius  1  beschriebene  Kuge^. 

Es  kann  aber  auch  ö  theils  spitz,  theils  stumpf  sein. 

Dies  wird  dann  eintreten,  wenn  sich  von  M  an  F  ein  oder  mehrere  Pe 
rührungskegel  legen  lassen.  Die  Berührungscurven  trennen  dann  jeu< 
Partien  ab^  in  welchen  der  Winkel  d  ausschliesslich  spitz  oder  stampf  ist. 
Wenn  man  in  diesem  Falle  aus  M  über  S  als  Leitcurve  einen  Kegel  con 
struirt,  so  wird  dieser  die  Fläche  F  (ausser  in  5  noch)  schneiden.  Offen 
bar  werden  sich  die  Glied.er  des  Integrales,  welche  sich  auf  die  ausserhalb 
dieses  Kegels  liegenden  TKeile  von  ^erstrecken,  tilgen,  und  es  bleibt  nur 
das  Integral  über  denTheil  der  Fläche,  welcher  innerhalb  des  Kegels  liegt. 

Dies  giebt  aber  dem  Integral 

\os6  .  df 
R' 

wieder  den  Werth  des  Flächeninhaltes  der  Centralprojection  von  «^  «nfdic 
aus  M  mit  1  beschriebene  Kugel.    Nennen  wir  diese  Fläche  F^w  hat  man: 
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ß 


Aus  diesem  geht  sofort  klar  hervor,  dass,  wenn  man  das  Integral 

über  eine  geschlossene  FlAche  ausdehnt,  dasselbe  verschwihden  müsse. 

Da  man  ferner  durch  S  unendlich  viele  Flächen  legen  kann,  so  lässt 
sich  W  auf  unendlich  viele  Arten  darstellen ,  und  man  sieht,  dass  das  über 
eine  Fläche  ausgedehnte  Integral 


nur  von  der  Begrenzung  der  Fläche  abhängt  und  mit  dieser  gleichzeitig 
verschwindet. 

Die  Niveauflächen  des  Stromes  jS^  werden  durch  die  Gleichung 

fF==  consL 
charakterisirt. 

Diese  Gleichung  kann  man   der  angegebeneii  Auffassungsweise  des 
Potentials  gemäss  folgendermaassen  in  Worte  umsetzen : 

Eine  Niveanfläche  ist  jene ,  von  deren  jedem  Punkte  aus  man  die 
Stromcurve  denselben  Flächeninhalt  einschliessen  sieht. 
Um  die  Nützlichkeit  der  angeführten  Auffassungsweise  des  Potentials 
an  einem  Beispiele  zu  zeigen ,  soll  dasselbe  für  einen  Strom  bestimmt  wer- 
den, dessen  Leitlinie  irgend  ein  KegQlschnitt  in  seiner  ganzen  Aasdehnung  ist. 
Um  das  Potential  zu  finden,  verwenden  wir  die  Gleichung: 

^=  +  ^, 
wobei  F  die  Fläche  ist ,  welche  die  centrale  Projection  von  S  auf  die  aus 
M  mit  dem  Radius  1  beschriebene  Kugel  einschliesst.  Um  diese  Central- 
projection  zu  finden ,  hat  man  jeden  Punkt  des  Stromes  mit  M  zu  verbinden 
und  den  Schnitt  mit  der  Kugel  zu  suchen.  Die  Gesammtheit  der  Projec- 
tionstttrahlen  bildet  einen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Schnitt  mit  der 
Kugel  die  Centralprojection  von  S  ist.  Dieser  Schnitt  ist  nun  ein  sphäri- 
scher Kegelschnitt,  und  wir  haben  die  Aufgabe  aufzulösen:  die  Fläche  zu 
finden,  welche  dieser  nphärische  Kegelschnitt  auf  der  Kugel  begrenzt. 
Zu  dem  Ende  denke  man  sich  das  Coordinatensystem  in  eine  solche  Lage 
gebracht,  dass  die  Hauptaxen  der  Kegelfläche  zugleich  Coordinaten- 
axen  werden.  Werden  die  zwei  Parameter  des  Kegels  mit  A  und  ^  be- 
zeichnet, so  ist  seine  Gleichung: 

A'x*  +  fi«y*  — z»  =  0, 
und  die  Gleichung  der  Kugel : 

a:'  +  y'  +  z'=^l. 
Ksistsomitdie  Gleichung  der  ^cj^- Projection  dos  sphärischen  Kegelschnittes : 

^'(i+A*)  +  y'(i+f**)=i, 
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folglich  diese  eine  Ellipse  mit  den  Axen : 

und 


1  +  A«  1  +  fi*' 

Weiden  die  Winkel,   welche  die  Hauptechnitte   de»  KegeU  mit  der 
Z'Axe  bilden,  mit  A  und  B  bezeichnet,  so  hat  man: 

X  =  coi  Ay 

fx^=cot  B, 
daher  die  Gleichung  der  «uy-Projection  auch: 

^ — -  1 

sin^A      sin^B         * 

so  das8  sinA  nnd  sinB  die  beiden  Axen  der  Ellipse  sind. 

Heisst  Q  der  Radiusvector  in  der  a;^^- Ebene,  so  ist  das  DifiPerential  der 

Kugelfläche  :• 

oder,  da 

ist,  80  hat  man  für  die  Fläche  des  sphärischen  Kegelschnittes: 


welches  Doppelintegral  über  den  ganzen  Flächenraum  der  Ellipse 

—-  -I-  ^  -  =1 
sin*  A      sin*  B 

auszudehnen  ist. 

Nach  Q  kann  die  Integration  durchgeführt  werden,  und  zwar  hat  sie 
von  0  bis  r  zu  geschehen ,  wenn  r  der  dem  Winkel  g>  zugehörige  Kadins- 
vector  der  Ellipse  ist. 

Man  erhält  demnach 

Jn  2« 

0  0 

Führt  man  die  excentrische  Anomalie  co  ein,  so  bat  man: 

X  =  sin  A  ,  cosioy 
y  ==  sin  B  .  sin  to , 


demnach 


nnd 


/sin  B\ 
q)  ==  arc  lang  1  — —  i .  lang  a> , 
\sin  A) 

dm 


flm  =  sinA  .  sin  B  . 


sin*  A  cos*  d + sin*  B  sin^  m 
r'  =  x*  +  y'  =  sin*  A  .  cos*  o  +  sin*  B  .  sin*  to , 
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sonach:  -  o« 


/*a2;E~  51/1  y^.5inß    '   '^ -^^ ^ 


,n 

t/  $ir?A  cos*  (o  +  sin*  B  sin*  a 

0 

Wenn  Dian  annimmt,  dass  A  der  kleinere  von  den  beiden  Winkeln  A  und 
B  ist ,  so  setze  man : 

sin*B — sin*A 


sin*A 
sin*  B— sin*  A 


co^A 


•  k*. 


Nan  kann  F  leicht  auf  die  Form  gebracht  werden : 

n  n 

2  2 

4sinAsinB\ 


F==2 


ft- 


nBr     1       /• dm  _    P     da     "1 

cosA~  lsin*Aj  {l  +  hsin*^) /1(^fo7Jc)     J  ^(a)./r)J' 

0  0 


Oder  wenn  man,  wie  üblich,  mit  IJ^  das  vollständige  elliptische  Integral 
dritter  Art  iu  der  Form  von  Legendre  und  mit  K  das  vollständige  ellip- 
tische Integral  erster  Art  für  k  als  Modulus  und  h  als  Parameter  bezeichnet : 


F=  2«  --AtangA  .  sin  B  T-r^  —  k\ 
\sin  A         J 


Diese  Gleichnng  ist  jedoch  nicht  mehr  giltig,  wenn  der  Punkt  M  in  die 
Stromebene  hineinfällt,  weil  dann  der  Kegel  eine  Ebene  wird.  Dieser 
Fall  lässt  sich  jedoch  unmittelbar  sehr  einfach  erledigen ,  und  zwar  kann 
zweierlei  zutreffen.  Entweder  fallt  der  Punkt  ausserhalb  der  vom  Strome 
umflossenen  Fläche,  dann  ist  sofort: 

F=^0, 
oder  aber  er  fällt  innerhalb  dieser  Fläche;  dann  ergiebt  sich: 

i^=27r; 
denn  im  ersten  Falle   schneidet  der  Kegel  die  Kugel  in  einer  nicht  ge- 
schlossenen Linie  und  im  zweiten  Falle  in  einem  grössten  Kreise. 
Das  Potential  ist: 

^=  +  %n  +  ^tangAsinB\--^-  —  ^l- 
*         —  \,sin*A         J 

Ich  lasse  nun  eine  Entwicklung  des  Potentials  resp.  der  sphärischen 
Fläche  F  nach  Kugelfun ctionen  folgen. 
Bezeichnet  man  die  Grösse 

sin*A  .  cof^  CO  +  sin?  B  .  sin*  o 
mit  jT,  so  ist 

2ff 


/'=  27t  -  sinAsin  B   Cdto.}/l-z. 


0 

Entwickelt  man  nun  ^1— -z  nach  Potenzen  von  z,  so  findet  ma  sehr  leicht 
die  Gleichung:  ^  , 
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^  1   2n-l[2"i7(n)]^ 

somit: 

y23r  2n 

—  +  sinAsmBir  -L^ -JM^-  fdu^.z^-K 
„       ^  l   2/i^l[2«/2(«)]«J 

Nun  ist  aber: 

/  ?[^  ^  j ^ ^  ^  r  rf(2(o) 

J    z       t^  sin*Acos*(o  +  sin*B  sin*m     J  sin^  A+sin^  B-^cos^fa^sin^  B-sin^A) 

^  2  ^ — =^r==—  = ?-- 

'  j/(sm^~A  +  sin^  B)*  —  (siw»  ^  —  si/i«  Jy      »«>«  ^  «'«  ^  ' 
somit: 

1 2«-.!  [2  j/ooiy  ^"'/^    • 

Es  ist  nun : 

n 
In  2 

J*da>  .  z«-  1  =^f(sin*Acos^(a  +  sin^B  .  sfw* (o)"-i  .  (/od, 
oder,  wenn  man  2(o=q}  setzt,  gleich 

2n-2j  I  *'"' ^  +  «'"''* ^  —  cosg)  {sin* B  —  st/i» v^)1 "      dtp ; 
0  J 

setzt  man  jedoch : 

sin^A  +  sin*  B  =  qx, 

sin*  B  —  sin*  A=  g  ^j?*  — 1 , 
so  wird: 

.    ,  0  "        i^ 

Da  jedoch ; 

n 

die  (w  — 1)*«  Kngelfniiction  für  das  Argument  x  ist,  so  folgt  daraus: 

23r 


Aus  den  zwei  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  sofort: 

sin*  A  +  sin*  B 


2sinAsinB   ' 
^  =  2  sin  A  sin  B , 
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somit : 


2« 


und  folglich : 


Jz^'-^dm^^niBinAsinBy-^  P^^^^  *^ 


^-^«^  2/1-1       [2-/2W]«    (,,    • 


Das  Potential  endlich  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung : 

Da  ebene  Ströme  von  besonderem  Interesse  sind,  so  will  ich  nun  zu  der 
Betrachtung  ihres  Potentials  im  Allgemeinen  übergehen. 

Legen  wir  den  ebenen  geschlossenen  Strom  so  in  die  a:y- Ebene,  dass 
eine  in  ihm  schwimmende  menschliche  Figur,  ins  Innere  der  von  ihm  um- 
flossenen Fläche  blickend,  diez-Axe  zur  linken  Hand  hat  und  machen  die 
Annahme,  dass  seine  Leitcnrve  sich  nirgends  selbst  darchschneide,  so 
bietet  sich  zur  Bestimmung  des  Strompotentials  W  sofort  das  von  der 
Stromcurve  umflossene  Stück  der  ;ry- Ebene  dar. 

Wenn  wir  das  Integral 


S' 


aaf  diese  (^lächc  beziehen,  so  ist  für  alle  Punkte 


somit : 


— /^- 


Denkt  man  sich  die  Stromcurve  S  als  die  Basis  eines  zur  z-Axe  parallelen 
Cylinders,  so  hat  das  Potential  innerhalb  desselben  eine  andere  Form  als 
ausserhalb. 

Offenbar  wird  für  alle  Punkte,  welche  innerhalb  des  Cylinders  liegen, 
die  a:y  -  Projection  in  den  von  dem  Strome  umflossenen  Theil  der  xy-  Ebene 
fallen ,  wogegen  für  aasserhalb  liegende  Punkte  diese  Projection  ausserhalb 
der  Stromcurve  liegt. 

Der  Kürze  halber  möge^  dieser  Cy linder  der  Stromcylinder  heissen. 

Betrachten  wir  nun  den  Punkt  M^  auf  welchen  sich  das  Potential  be- 
zieht, und  legen  wir  der  Einfachheit  wegen  die  t-Axe  durch   denselben. 

Dann  wird: 

a  =  0, 

i3  =  0, 

folglich : 

Ä«  =  .r«  +  y»  +  /, 

oder,  wenn  wir  die  ary- Projection  von  R  mit  q  bezeichnen: 

/?•  =  (»•  +  /'. 

Dabei  ist  (»  von  der  .ry-  Projection  M^  des  Punktes  M  gerechnet^  , 
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Heisst  ferner  q>  der  Winkel ,  welchen  q  mit  einer  beliebigen  darch  M^ 
in  der  a;y- Ebene  gezogenen  Aze  bildet  (gezählt  in  der  angegebenen  Strom- 
richtung), 80  ist: 

df^=i  Q  .  dg  ,  d(py 
folglich : 

r^_      rfQ  ^  dg.  dtp 

Stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe ,  dieses  Doppelintegral ,  welches  sich 
auf  den  vom  Strome  umflossenen  Theil  der  a:y- Ebene  bezieht,  in  ein  ein- 
faches zu  verwandeln,  das  sich  über  die  geschlossene  Stromcurve  S  selbst 
erstreckt. 

Da  hat  man  nun  die  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  M  inner- 
halb oder  ausserhalb  des  Stromcylinders  liegt. 

Liegt  erstlich  M  ausserhalb  des  Stromcylinders ,  so  liegt  J/|  ausserhalb 
des  Stromes  5;  dann   schneidet  jeder   durch  M^   gezogene  Leitstrahl  die 

Stromcurve  in  Punkten  von  einer  geraden  Anzahl.    Sie  mögen  1,2,8 2n 

und  die  ihnen  zugehörigen  Werthe  von  ^ '•|,'*2  ....r,„  heissen.  Führt  man 
nun  in  W  die  Integration  nach  g  aus ,  so  hat  man  von  r,  bis  r, ,  von  r,  bis 
r^  u.  s.  w.  zu  integriren  und  erhält : 

V      L/v+y'    Vr,'+/    yr*+y    yr,^+f  J 

Ist  nun  ds  ein  Stromelement  (in  der  Stromrichtung  gezählt)  und  d  der 
Winkel,  welchen  dasselbe  mit  seinem  Leitstrable  r  einschliesst  (welcher 
Winkel  alle  Werthe  von  0  bis  27r  annimmt),  so  hat  man: 

r  ,  ^9?==  ds  ,  sind 
und 

ds  .  sind 

r 

Man  wird  einsehen ,  dass  bei  der  angegebenen  Zählung  des  Winkels  q) 
in  den  Punkten  1,  3,  5 . . .  die  Richtung  des  wachsenden  97  jener  des  wach- 
senden s  entgegengesetzt  ist,  während  beide  in  2,  4,  6...  gleich  sind. 

Für  die  ersten  Punkte  ist 

dssind 

dtp  = 

r 

und  für  letztere 

ds  .  sin  6 

r 

Dies  berücksichtigt,  erhält  man  für  W  sofort  den  Werth: 

/•  ds .  sind 


W 


^      ras.  st 
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wo  sich  nan  das  Integral  über  die  geschlossene  iStromciirve  zn  erstrecken 
hat,  und  r  die  Entfernung  eines  Punktes  des  Stromes  von  der  ory-Projec-" 
tion  iV,  des  Punktes  M  bedeutet,  auf  welchen  sich  das  Potential  bezieht. 

Bezeichnet  man  mit  p  das  von  Mi  auf  die  Tangente  der  Stromcurve 
gefällte  Perpendikel  (welches  +  oder  —  ist,  je  nachdem  seine  Richtung 
mit  der  der  äusseren  Normale  der  Stromcurve  übereinstimmt  oder  ihr  ent- 
gegengesetzt ist) ,  so  ist : 

r 
also  auch 

Liegt  zweitens  der  Punkt  M  innerhalb  des  Stromcylinders ,  also  ^f, 
innerhalb  S,  so  schneidet  jeder  durch  M^  gezogene  Leitstrahl  die  Strom- 
curve eine  ungerade  Anzahl  —mal,  z.  B.  in  den  Punkten  1,  2,3 ...  (2n  — 1). 

Führt  man  die  Integration  nach  q  abermals  aus,  so  hat  man  von  0  bis 
r,,  von  Tt  bis  r,  u.  s.  w.  zu  integriren  und  erhält: 

oder,  da  die  Integration  nach  g>  in  diesem  Falle  offenbar  von  0  bis  2n  ge- 
schehen muss: 

oder  da  hier  für  die  geraden  Indices : 

ds.sinB 
r 
and  für  die  ungeraden: 

ds»sind 

r 

ist: 

^  -      .        /*   ds-.sind 


oder : 


/•   äs-,  sin  ü 
i  —  2n  +  y  I     — 7 , 


Wenn  wir  also  das  über  die  ganze  Stromcurve  ausgedehnte  Integral : 

(is  .p 


f 


mit  ü  bezeichnen ,  so  ist  für  ausserhalb  des  Stromcylinders  liegende  Punkte 

W=:^yU 
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und  für  innerhalb  liegende  Punkte: 

Wenn  man  somit  von  Aussen  in  den  Stromoylinder  oder  umgekehrt 
übergeht,  so  ändert  sich  der  Werth  des  Potentials  um  2  7r. 

Liegt  der  Punkt  M  in  der  Stromebene  und  zwar  ausserhalb  Sy  so  wird : 

FF  =  0; 
liegt  er  innerhalb  5,  so  wird: 

Auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Stromebene  ist  der  Potentialwerth 
(weil  y  ans  dem  Negativen  sich  der  Null  nähert) : 

Beim  Durchgang  durch  die  Stromebene  innerhalb  des  Stromes  ändert  sich 
der  Potentialwerth  um  4»,  ausserhalb  des  Stromes  gar  nicht. 

Da  in  der  ganzen  Stromebene  das  Potential  entweder  den  Werth  0 
oder  2it  aufweist,  so  ist  die  Stromebene  eine  Niveaufläche,  oder  eigentlich 
bildet  sie  zwei  Niveauflächen ,  da  dem  vom  Strome  umflossenen  Theil  ein 
anderer  Potentialwerth  zukommt,  als  dem  äusseren.  Und  in  der  That  ist 
auch  in  diesen  beiden  Theilen  der  Stromebene  die  Kraftrichtnug  die  ent- 
gegengesetzte. 

Es  mag  nun  noch  der  Grenzworth  betrachtet  werden ,  dem  sich  das 
Potential  eines  ebenen  Stromes  für  sehr  grosse  Entfernungen  nähert. 

Für  diesen  Fall  kann  man  R  für  alle  Punkte  der  Stromcurve  als  con- 
stant  betrachten  und  erhält: 

oder,  wenn  mit  F  die  vom  Strome  umflossene  Fläche  bezeichnet  wird: 


W'. 


welches  derselbe  Ausdruck  ist,  wie  wir  ihn  für  das  Potential  eines  Ele* 
mentarstromes  erhalten  haben. 

Die  Niveauflächen  und  Kraftlinien  nehmen  daher  für  sehr  grosse  Ent- 
fernungen den  Charakter  der  Niveanflächen  und  Kraftlinien  eines  Ele- 
mentarstromes an. 

Unter  den  ebenen  Strömen  zeichnet  sich  seiner  praktischen  Verwend- 
barkeit wegen  .insbesondere  der  kreisförmige  aus. 

Es  sollen  daher  die  eben  gefundenen  allgemeinen  Ergebnisse  auf  einen 
solchen  angewendet  werden. 

Um  sein  Potential  für  alle  Fälle  zu  bestimmen ,  hat  man  blos  das  Inte- 
gral V  zu  entwickeln. 

Damit  jedoch  die  Entwickelung  möglichst  einfach  ausfalle,  nehmen 
wir  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Coordinatenanfangspunkt  und  legen 
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(ohne  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  schaden)  die  a;z- Ebene 
darcli  den  Punkt  M,  auf  den  sich  das  Potential  bezieht.  Dann  ist  a  die  ^ 
Entfernung  des  Kreiscentruras  von  der  xy  -  Projection  M^  des  Punktes  M. 
Heisst  a  der  Badins  des  Kreises  and  q>  der  Winkel,  welchen  er  in 
irgend  einer  Lage  mit  der  negativen  x  Axe  bildet  (diesen  Winkel  in  der 
Stromrichtang  gezählt) ,  so  ist : 

p=:a-^acosq>^ 
r*  =  a*  +  a*  +  2  a  a  C05g) , 
somit : 

2« 

^^^    r (a  +  aco$q))d(p 

0*^    (a'+a*  +  2«acosg>)  j/ a^  +  a^  +  y* -{-Za  acos tp 
Setzt  man:  • 

y  =  2«, 

4aa     

""(^^+^^    ' 


so  ergiebt  sich  nach  einer  einfachen  Umformung  sehr  leicht: 

TT  » 

2  2 


oder 


Daher  das  Strompotential: 


j/(a  +  ay  +  y' 


2y 


G^:".-'^) 


/(«+«)'  +  / 

Das  doppelte  Zeichen  von  n  entspricht  den  zwei  Lagen  des  Punktes ,  auf 
welchen  sich  das  Potential  bezieht,  bezüglich  des  Stromcjlinders. 

Für  Punkte  innerhalb  desselben  ist  das  untere,  für  ausserhalb  liegende 
dagegen  das  obere  Zeichen  zu  wählen. 

r)ie  Wirkungscomponenten  würden  sich  aus  W  durch  Differentiation 
nach  den  Coordinaten  ergeben.  Da  jedoch  dieselbe  complicirt  ausfällt, 
scheint  es  mir  entsprechender  zu  sein,  die  Componenten  aus  den  für  sie 
entmrickelten  Fundamentalgleichungen  Seite  410  abzuleiten. 

Behält  man  das  eben  verwendete  Coordinatensystem  bei,  so  liefern 
die  anfangs  entwickelten  Gleichungen  für  die  drei  Componenten  die  Aus- 
drücke: ^  . 
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rdt/ 


Wenn  man  wieder  den  Winkel  g>  einführt,  so  ist: 


y=rastng>j 
x=—aco8g>, 


folglich : 


A  =  —  ay    f --, 

0*^    (a*+a'+2aaco*g)+y*)» 


2ff 

=  öy  /  — 


Stfi  g)  d  (p 


.2jr 


:=«  /  - 


Vor  allem  Anderen  sieht  man ,  dass  sich  die  Integration  in  Y  unmittelbar 
durchführen  lässt  und  • 

7=0 

liefert;  d.  h.  die  Resultantenrichtung  befindet  sich  in  der  a;z- Ebene  oder 
in  der  durch  den  afficirten  Punkt  und  die  Stromaxe  gelegten  Ebene. 

Für  die  zwei  übrigen  Componenten  erhält  man  nach  Einführung  des 
Winkels  lo  die  Ausdrücke : 

^_ 4fly /»*  {^co^w—l)dia 

[(«+«)*+y^'»J  ^("^)      '    . 

0 

„ 4a n-^  a+cc{^cos*m-'l)  dm 

"'[(«+«)*+y']y  ^(^^)         ' 

oder  endlich: 

[(«+a)'+y»]tL         *»  1-*»  J- 

Liegt  der  magnetische  Pnnkt  in  der  Stromebene ,  so  wird : 

folglich : 

Ä  =  o 
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and 


(n  +  cr/   L  fr  1—*'   J 


Nun  ist  hier: 


nnd 


woraus  sich  leicht 


\a  +  a/ 

ergiebt*). 

Liegt  der  magnetische  Punkt  in  der  Stromaxe,  so  ist: 

«  =  0, 
somit  auch : 

^  =  0. 

Der  Werth  von  X  nimmt  eine  unbestimmte  Form  an,  welche  sich  je- 
doch leicht  bestimmen  lässt. 
Bekanntlich  ist: 


und 


'-f['+a)''-+(Hy*'+ ] 

-f['-a)'^(^:)■^ ]• 


folglich : 
und  weil 

«'»(r:^)=T 

ist,  so  hat  man: 

Z=0. 

Für  Z  ergiebt  sich  der  bekannte  Werth : 


und  überdies  für  y=0: 


Z  =  ?5. 


*)  Denselben  Ansdrnck  findet  man  im  swettcn  Hefte  des  14.  Thelles  von 
Ornnert*8  Archiv,  wo  Herr  Dr.  Haedenkamp  die  Wirkung  linearer  elektri- 
scher Ringe,  aber  nnr  für  den  Fall  betrachtet,  dass  der  magnetische  Punkt  in  der 
Stroraebene  liege.  ^.g.^.^^^  ^^  GoOqIc 
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Wir  haben  zur  Bestimmung  des  Potentials  eines  ebenen  Stromes  (zur 

Berechnung  des  Integrals     /  -"^)  den  von   ihm   umgrenzten  Theil    der 

Stromebene   verwendet.     Man    gelangt  zu  demselben  Resultate   mit   Be- 
nutzung irgend  einer  anderen  durch  den  Strom  gelegten  Fläche. 

Des  folgenden  Abschnittes  wegen  will  ich  jetzt  das  Potential  eines- 
Kreisstromes  mittelst  einer  durch  ihn  zur  z  Achse  parallel  gelegten  Cjlinder- 
fläche  bestimmen.  Damit  der  Kreisstrom  die  einzige  Begrenzung  der 
Cyiinderfläche  bilde,  mn^a  man  dieselben  nach  einer  Richtung  (wir  wollen 
die  -|-z-Axe  wählen)  unbegrenzt  lassen. 

Für  eine  solche  ist  mit  Beibehaltung  des  angewendeten  Coordinaten- 
Systems  und  der  angegebenen  Stromrichtung: 

(if=za  .  d(p  .  dz, 

Ä»  =  rt«+ß»+2aaros<^  +  (:  — y)% 
somit  ist  das  Potential  des  Kreisstromes: 

tn 
W—    /**     /'         a{a+€tcos(r)dqt  dz 

Wurde  man  die  Integration  nach  z  ausführen  (was  unmittelbar  ge- 
schehen kann)  und  dann  weiter  reduciren,  so  erhielte  man  dieselbe  Form 
für  W ^  wie  ich  sie  im  Vorhergehenden  angab. 

Zugleich  kommt  man  auf  die  doppelte  Form  des  Potentials,  entspre 
chend  der  doppelten  Lage  des  magnetischen  Punktes;  nämlich  innerhalb 
und  ausserhalb  des  Stromcylinders. 

Für  uns  ist  nur  die  letztentwicitelte  Form  des  Potentials  wichtig. 

Es  lässt  sich  nämlich,  wie  sofort  erhellen  wird,  auch  schreiben: 

dq>  dz 


daj      J   i/a*. 


/a*+a»  +  2acfC0*qp  +  (r  — y)' 
Bezeichnet  man  mit  V  das  Massenpotential  des  Stromcylinders,  so  isi 


J       J   j/a*+  a»+ 2  a  a  cosq>  +  (^  -  yf  ' 
nerkenswcrthe  Relat 

d  a\  a  / 


und  folglich  existirt  die  bemerkenswerthe  Relation: 


oder : 

d  a         a 

,  ,      dV 
Dabei  ist  —   die  auf  die  Cylinderaxe  senkrechte  Krnftcomponente. 
da  ^  r^  \ 
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IV. 

Ich  tibergehe  nun  zur  Betrachtung  der  Fernwirkungsweise  eines  ebe- 
nen Stroms jstems,  nämlich  des  Ringstromes.  Man  denke  sich  zwei  con- 
centriscbe  Kreise  1  und  2  mit  den  Radien  a^  und  a^.  Die  von  ihnen  gebil- 
dete RingflHche  möge  so  als  geschlossener  Stromleiter  auftreten,  doss  die 
einzelnen  Strömungscurven  zu  1  und  2  concentrische  Kreise  sind.  Man 
stelle  sich  einen  beliebigen  Radius  der  Kreise  vor,  welcher  die  Kreise  L 
und  2  in  den  Punkten  I  und  II  schneiden  mag;  dann  denke  man  sicii  die 
Gerade  1 II  als  Ein  -  und  Austrittsstelle  für  den  Ringstrom. 

Offenbar  werden  die  einzelnen  Elementarströme  verschiedene  Inten- 
sitäten besitzen,  da  sie  dem  Strome,  ihrer  verschiedenen  LHnge  wegen, 
verschiedene  Widerstände  entgegensetzen. 

Nimmt  man  als  Einheit  der  Stromstärke  jene  an ,  welche  auf  die 
Breiteneinheit  bezogen  dem  Stromkreise  vom  Radius  I  entspricht,  so  ist 
die  Stromintensität  des  Elementarstromringes  von  der  Breite  da  und  dem 

Radius  a  offenbar  —  und  somit  sein  Potential : 
a 

da 
dS=W.—, 
a  , 

Um  das  Potential  des  ganzen  Ringstromes  zu  erhalten,  hat  man  von 
Of  bis  a,  zu  integriren;  also: 

a 

I 

Führt  man  statt  W  den  letztgefundenen  Differentialausdrnck : 

■      --5-(-) 

da  \  a  J 
ein  ,  so  erhält  man  sofort:  * 

wobei  nach  Frttherem  T,  und  F,  die  beiden  Massenpotentialc  der  beiden 
Grenzstromcylinder  sind. 

Schreibt  man  Tur  diese  ihre  Integralansdrücke,  so  ist: 
2« 

_    n   r fl<V^ 

Für  die  beiden  Wirkungscomponenten  hat  man:  /^^^^T^ 
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da         da 

djr,     dj\     . 

Dabei  ist  also  allgemein: 

da /*      t*         d^  .  dz(a-\-aeos<p') 

und  wenn  man  nach  z  integrirt: 


^Z 


Nun  ist: 

2ir 


-=-  /  -^^^tlT-^^  ['+ . ' W 

/*(«  +  « CO* 9)  rfg)    ^        i*  (a  +  ncos<p)  d<p 
a'+a*+2aaro5op  c/  ä*+a'  +  2«aCosqp 

ff 
=  2—     /  /o^  («'  +  «*  + 2a a CO« qp)  rfgp, 

f4^±^y^^4  /-^r     /^y    /^>)^^   -1 


oder: 

2« 


0 
Aber  bekanntlich  ist: 


n 


a 


gleich  Null  oder  gleich  2nlog —  je  nachdem  «  bt^ziehungsweise  kleiner  oder 


a 


grösser  ist  als  a;  folglich  ist: 


2Jt 

/'  {a  +  acos<p)  dq> 
a'+a*+2aaro«9) 


2;c 
gleich  Null  oder  gleich  — ;  alho  jedenfalls  von  a  unabhängig.     Wenn  man 

jedoch  die  Form  von  X  betrachtet,  so  erscheint  sie  als  eine  Differenz,  in 

deren  beiden  Theilen  dieser  nämliche  (weil  von  a  unabhängige)  Werth  0 

2  n 
oder  —  vorkommen  und  sich  also  wegheben  wird. 
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Wir  köDQen  daher,  dies  hetnerkt, 

(a+acostp)  dq> 


»^ 


da  r  {a'\'acost, 


'  +  a*  +  2  a  a  COÄ  <jp  +  y* 
setzen. 

Dieses  Integral  geht  aber  ans  dein  Seite  429  entwickelten ,  mit  U  be- 
zeichneten hervor,  wenn  man,  den  Factor  a  in  — y  umwandelnd,  a  und  er 
vertauscht. 

Dies  giebt  sonach : 


da      2y  U  +  «  J 


Die  JT-Componente  wird  nun  durch  Einsetzung  der  Grenzen  a,  und  a^  in 
den  rechter  Hand  stehenden  Ausdruck  erhalten. 

Besonders  erwähnungswerth  ist  der  Fall,  wo  der  Ringstrom  ein  voller, 
d.  h.  wo  a,=0  wird. 

Dann  wird  auch  A:'=0  und  A=0  und  folglich  in  diesem  Falle: 

da  — "Zity 

hm  . =  —        '    .. 

Zur  Berechnung  der  Componente  Z  hat  man  allgemein  : 

£j;_     /**     r (z  — y)rfz.rfy 

uud  wenn  man  Dach  z  integrirt: 


dy r  dq> 

^       0      }/a^  +  a*+2aacosq>+y^' 


oder: 

dV 

dy  4Ar 


«  /(«  +  «)*+ y« 

Die  Componente  Z  selbst  wird  erhalten,  wenn  man  rechts  füra  die  Grenzen 
u^  und  ^2  einsetzt. 

Insbesondere  für  eine  Stromscheibe  (a^  =  0)  wird,  wenn  man  statt  c/, 
nur  a  schreibt: 

4Ar 


z= 


V{a  +  ay  +  y^'  Cnoalp 
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Der  Fall  der  Stromscheibe  ist  deshalb  bemerkenswerth ,  weil  das  Po- 
tential derselben,  wie  man  sieb  leicht  überzeagt,  unstetig  ist. 

Denn  setzt  man  in  den  Ausdruck  für  S  ai=0  und  schreibt  a  statt  a,, 
so  ergiebt  sich : 

oder: 


2t 


1)h8  Integral : 

r*      dt 

hat  aber,  wie  man  sieht,  den  Werth  od. 

Die  Componenteu  behalten  jedoch,  wie  gezeigt  wurde,  für  r/,=0  voll- 
kommen bestimmte  stetige  Werthe. 

Prag,  im  Januar  I80B. 
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XXI   Note  ftber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichnng: 

WO  P,,  P,, ....  P,,  _i,  P„,  £)  gegebene  Fnnetionen  der  unabhängigen  Va- 
riablen X  und  y  sind. 

1.  Wenn  9>,,  9*2,  78-"<Pn  ^  unbekannte  Functionen  der  unabhängigen 
Variablen  x  und  y  bedeuten ,  und  man  setzt 

^1  =  9i  +  <Pt  +  SPs  +  •  •  •  +  g>i.  ==  5jt,  l  =  ^n-I,  I  +  (Pn 

Pn-l  =  qP|9>t  •••<)?»- 1+ =^»,«-1=5^11  — l.ü-l  +  T'n^n-l,  11-2 

SO  sind  9i,  ^2,  9>8»  ••  •  T'n  ^^^  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 

bestimmt. 

Durch  Einsetzung  der  Ausdrücke  2)  für  die  Coefficienten  Pj ,  P,. . .  P„ 
in  die  vorgelegte  Differentialgleichung  1)  erhält  man 


oder 


•  +^"'»-'dxdy«-i  +  ^"'"dy==^' 


d^+^''^''''^'+^''^dx--^^dy'^'''  +  'f'''^'''^^''d^'=^^' 
oder  endlich 
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Falls  nun  in   der  Differentialgleichung  5)   die  Goefficienten  S».  i,  i, 

^R  ~  1,  2i  ^fi  —  ],  s ^n ~i,  I»  ~  1  von  einer  solchen  Beschaffenheit  sind,  dass 

sie  folgende  n  —  l  Bedingungen : 

f^^n  -  I,  2    ,  rf^if-l.  2  • 


erfüllen,  so  kann  man  5)  unter  der  Form 

schreiben ,  wo 

^~^*   .    .,  tf^"'*      ,    ..  ^^"-^^      , 

Man  ersieht  hieraus,  dass,  insofern  die  Bedingungen  6)  erfüllt  sind, 
das  Integral  Qi  die  Gleichung  7)  auf  eine  Differentialgleichung  8)  zurück- 
führt, deren  Ordnung  um  eins  kleiner  ist,  als  die  der  vorgelegten  Glei- 
chung 1). 

Um  die  Gleichung  7)  zu  integriren,  bedienen  wir  uns  hier  eines  von 
dem  gewöhnlichen  etwas  abweichenden  Verfahrens,  indem  wir  für  y  eine 
neue  nnabhängige  Variable  y,  einführen,  dergestalt,  dass  j^,  durch  die 
Function  von  x  und  y  bestimmt  ist,  welche  das  Integral  der  Differential- 
gleichung 

darstellt ,  wenn  dieses  Integral  unter  der  Form 

geschrieben  wird ,  wo  c  die  willkürliche  Constante  bedeutet.     Es  reducirt 
sich  nämlich  die  Gleichung  7)  auf  die  Form 

dO, 

wo  0  jetzt  eine  Function  von  x  und  y,  ist. 

Integrirt  man  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  a;,  indem  j^i  als  con- 
stant  betrachtet  wird,  und  fügt  man  eine  willkürliche  Function  von  y^  hinzu, 
ergiebt  sich 

wo  f  die  willlküriche  Function  bezeichnet. 
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Die  Differentialgleichung  8)  erhält  also  die  Form 

da  aber  die  Coefficienten  in  dieser  Gleichung  dieselben  Functionen  von 
9n  9>t  •  ••  9>ii— ii  alß  <iie  Coefficienten  in  der  ursprünglichen  Gh^chnng  4) 
oder  1)  von  <Pi  i  9>s  •  •  •  9>ii  sind,  und  die  linke  Seite  von  9)  aus  4)  erhalten 
werden  kann,  wenn  man  n  mit  n  —  1  vertauscht,  so  ist  klar,  dass  man  auch 
im  Stande  sein  rauss,  die  Gleichung  9)  unter  der  Form 

ZU  schreiben ,  wo 


vorausgesetzt,  dass  die  Bedingungen  6)  erfüllt  sind,  wenn  man  darin  n  mit 
n —  1  vertauscht,  wodurch  zugleich  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
auf  71 — 2  reducirt  wird. 

Das  Integral  ßg  ^®'  Gleichung  9')  wird  somit  zu  einer  Differential" 
gleichung  10)  führen,  welche  um  zwei  Ordnungen  niedriger  ist,  als  die  vor- 
gelegte l).  Durch  eine  ähnliche  Betrachtung  mit  Rücksicht  auf  die  Dif. 
ferentialglefthung  10)  gelangt  man  zu  einer  Gleichung  von  der  Ordnung 
n  —  3  u.  s.  w.,  so  dass  eine  anf  diese  Weise  fortgesetzte  Rednction  zuletzt 
auf  die  Gleichung  d»   .        d»      ^ 

ax  dy  ^ 

führt,  deren  Integration  die  primitive  Gleichung 

»  =  ö« 
mit  ihren  zugehörigen  willkürlichen  Functionen  giebt. 

2.  Ans  dieser  allgemeinen  Betrachtung  geht  also  hervor,  dass,  wenn 
die  Bedingungen  6)  bei  der  allmftligen  Vertauschung  der  Indices  »  mit 
n  —  1 ,  n  —  2  ...  2  erfüllt  sind ,  man  sofort  die  Gleichungen : 

1«)  <  rf7 +''"-*  rf7"^" 
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aufschreiben  kann.  Aas  diesen  erhält  man  dann  durch  wiederholte  Inte- 
gration die  primitive  Gleichung 

mit  ihren  zugehörigen  willkürlichen  Functionen. 

3.  Die  Bedingungsgleichungen  6)  zeigen  unmittelbar,  dass  sie  für  con- 
stante  Werthe  der  Functionen  ^i ,  9t . . .  goj«  befriedigt  sind. 

Hat  also  die  vorgelegte  Gleichung  die  Form 

wo  ^1 ,  a, ,  a, . . .  /ij, .  1 ,  »M  gegebene  constante  Grössen  sind  und  Q  eine  be- 
liebige Function  von  x  und  y,  so  sind  91,  tpt-  "(pn  ftls  Wurzeln  der  alge- 
braischen Gleichung 

9"—  Ol  9"-*  +  «t  <)P"-2—  . . .  (—1)—»  a^i  9  +  (— U"fl«  =  0 
bestimmt. 

In  diesem  Falle   werden  die  Gleichungen  11)  integrabel,  und   durch 
wiederholte  Integration  gelangt  man  zu  der  primitiven  Gleichung 

»  =  J^»^Ö  dx^  +  f,  (y  —  9«^)  +  /;  (y  —  9«-!^)  +  •  •  •  +/W  (y  —  9.  x), 
wo  fif  ff  '  -  fn  die  n  willkürlichen  Functionen  bezeichnen. 
Beispiel: 

d*a  .        d*»     .     (T» 

Hierin  sind  q>i  und  9^  durch  die  quadratische  Gleichung  • 
9*  —  39  +  2  =  0 
bestimmt. 

Diese  giebt  91  =2  und  9«  =  1  oder  umgekehrt,  wodurch  die  Gleich- 
ungen 11}  in  die  folgenden  übergehen: 

dOi.dO, 
rf7  +  "^==^  +  ^' 
dz   ,     dz 

Führt  man  nun  in  die  erste  von  diesen  anstatt  y  eine  neue,  durch  die 

Gleichung  y,  =y  —  rr  bestimmte  unabhängige  Variable  ein,  erhält  man 

dOi 
^•-2x  +  y^ 

mithin 

Die  zweite  Gleichung  wird  folglich 

dz   ,     dz  .    ^, 

Setzt  man  hierin  anstatt  y  eine  neue  unabhäogige  Variable  yj  =  ^  — ?3r, 
findet  man  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheilungen.  445 


j^=iry^+2j:'  +  /'{yi  +x), 


woraus  man  durch  Integration  erhält 

Kopenhagen,  11.  August  18(58.  Dr.  phil.  Cajiillo  Tychsgn. 


XXn.  Zweite  Mittheilung  aus  ThomsoH  and  Tait,  A  treatise  on  na- 
tural philosophy.  Von  Dr.  W.  Krumm£,  Oberlehrer  an  der  liealschule 
zu  Duisburg. 

Anziehung  einer  homogenen  dünnen  Kugelschale  auf 
ein  Element  der  Schale  selbst.  Das  in  P  gelegene  Element  der 
Kugelschale  (Tafel  II,  Fig.  1)  habe  den  Inhalt  c.  Ein  Kegel,  der  P  zur 
Spitze  hat  und  dessen  Oeffnnng  on  ist,  schneidet  bei  H  aus  der  Schale  ein 
Element  /^heraus,  welches  nach  dem  Früheren 

üiPB* 
cos  CUP 
zum  Inhalt  hat.     Bezeichnet  q  die  Dichtigkeit  der  Kugelschale ,  so  ist  die 
Anziehung  des  Elementes  1/  auf  P  in  der  Kichtung  BP 

Qf&PB*         QC  to  ,       .  ' 

cos  CHP'PH^'^T^HP'^  ^' 
Die  Anziehung  der  ganzen  Schale  auf  P  hat  aus  Gründen  der  Sym- 
metrie die  Bichtung  PC     Die  von  H  auf  P  ausgeübte  Anziehung  hat  nach 
der  Richtung  PC  die  Componente 

Die  Anziehung  der  ganzen  Schale  auf  das  Element  a  ist  also 

Denn  Um  bezeichnet  die  Summe  der  Elemente  einer  Kugelfläche  vom 
Radius  1  und  dem  Mittelpunkt  P,  die  auf  derselben  Seite  einer  in  P  an  die 
Kugel  gelegten  Tangentialebene  Hegen.     Um  ist  also  27c. 

Die  Anziehung  derselben  Kugelschale  auf  einen  ausserhalb  gelegenen, 
aber  der  Oberfläche  nahen  Punkt  von  der  Masse  ^o  (Masse  des  Elemen- 
tes c)  ist  nach  dem  Früheren  47tQ^6=^  A': 

A'^2A. 

Anziehung  einer  dünnen  Kugelschale  auf  einen  Punkt 
Pf  wenn  die  Dichtigkeit  eines  jeden  Punktes  der  Schale  der 
3ten  Potenz  seiner  Entfernung  von  einem  nicht  mit  dem  Mit- 
telpunkt zusammenfallenden  Punkte  S  umgekehrt  propor- 
tional ist.  Dieser  Fall  hat  ein  hervorragendes  Interesse,  weil  er  in  eini- 
gen der  wichtigsten  elementaren  Probleme  aus  der  Elektricitätslehre  seine 
Anwendung  findet. 

(i)  PundS  sind  durch  die  Kugolschale  getrennt./^  j 
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Der  Pnnkt  P  kann  innerhalb  (Taf.  II,  Fig.  l)  und  ausserhalb  (Fig.  2) 
liegen.  Ausdrücke,  die  sich  für  beide  Figuren  verschieden  gestalten,  sollen 
als  Marke  diejenige  Figur  erhalten ,  worauf  sie  sich  beziehen.  Der  Kngel- 
radius  werde  mit  a ,  der  Abstand  des  Punktes  S  vom  Kugelmittelpunkt  mit 
f  bezeichnet. 

Man  verbinde  S  mit  P  und  nehme  auf  SP  oder  seiner  Verlängerung 
den  Punkt  T  so,  dass 

(Fig.  1)   SP.ST=f*  —  a^i    (Fig.  2)   SP.TS==a*  —  f*. 

Durch  T  lege  man  eine  beliebige  Gerade ,  welche  die  Kugel  in  IC  und 
K*  schneidet,  verbinde  IC  und  £'  mit  S  und  bezeichne  die  resp.  Schnitt- 
punkte mit  der  Kugeloberfläche  mit  E  und  E\ 

Die  ganze  Kugelschale  werde  in  Paare  von  Elementen  zerlegt,  deren 
Umfange  auf  Kegelflächen  liegen,  die  P  zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
haben.  K  und  &'  seien  zwei  solche  an  den  Endpunkten  der  Sehne  IC£* 
gelegene  Elemente;  ihr  Kegel  habe  die  Oefi'nung  cd.  Die  Kegel,  welche 
entstehen,  indem  man  eine  durch  S  gehende  Gerade  sich  längs  des  Um- 
fangs  von  IC  resp.  K'  bewegen  lässt,  mögen  aus  der  Kugelschale  die  Ele- 
mente E  resp.i^  herausschneiden.  Hierdurch  zerlegt  man  die  Kugelschale  in 
Paare  von  Elementen  E  und  E'\  denn  man  sieht  leicht,  dass  wenn  alle  Paare 
von  Elementen  ifund  E'  genommen  worden  sind,  die  Summe  der  Elemente 
E  und  E'  die  ganze  Kugelfläche  ergiebt  und  dass  kein  Element  zweimal 
vorkommt.  Die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  auf  P  ist  also  die  He- 
sultirende  der  Anziehungen  aller  Elementenpaare  E  und  E'  auf  P, 

Bezeichnet  ^  die  Dichtigkeit  im  Punkte  E  und  F  die  Anziehung  E  auf 
-P,  so  ist 

F^=— — . 
EP* 

Nach  dem  vorausgesetzten  Dichtigkeitsgesetz  ist,  unter  X  eine  Con- 
stante  verstanden, 

_     l 
^"SE'' 
Die  Gerade  SEE  hat  in  den  beiden  Durchschnittspunkten   mit  der 
Kugel  gleiche  Neigung  gegen  dieselbe,  also  ist 

Ez=—     E  =  —    ?A?j[£! 
'^SE*  SE*'~EE' 

und  deshalb 

k      SE*    2atoTE* 

^_SE^'SE*'      EE'  ,      2a  *      TE* 


EP*  EE'    SE.SK\EP*      ' 

In  dem  grössten  Kreise,  dessen  Ebene  iS* AT  aufnimmt,  ist 

(Fig.  1)  SE.SE^f*—a*  und  (Fig.  2)  SE.SE^a* -- f*. 
Demnach  ist  SE.SE^SP.ST  und  folglich   sind  die  Dreiecke  EST 
und  i*5£' ähnlich.     Hieraus  ergiebt  sich  /^^^^T^ 
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und 

Tp     __    1 
S£\EP*^SP^' 
Der  Ausdruck  für  F  geht  durch  diese  Substitution  über  in 

dem  man  auch  die  Form  geben  kann 

Gl«»icherweise  ergiebt  sich  für  die  Anziehung  von  fü'  auf  P 
(Fig.  1)  /•'=  l -}^, .  ^^_".3^,^. .  ÄA"  o„d 

(Fig.2)/-^ij;-.^^,_-^^^,.r.S. 

Also  F:F':=SK:SK\ 

Es  ist  gezeigt  worden,  dass  L  TKS^=^L  EPS\  ganz  in  derselben  Weise 
folgt  LTK'S=L  E'PS.     Zieht  man  KK^HSK'  und  K'H''//SK,  so  ist 

.  Die  Resnltirende  von  F  und  F'  muss  also  gegen  diese  Einzelkräfte 
dieselbe  Lage  haben,  wie  KJ%'  gegen  KS  und  KK'\  Hieraas  ergiebt  sich: 
Die  Resnltirende  der  von  jE^und  ^'aufP  ausgeübten  An- 
ziehungen geht  durch  5  und  hat  zu  den  Einzelkräften  /*und  F' 
idasselbe  VerhAltniss,  wie  KK'  zu  den  Seiten  KS  und  K' S  dt^s 
Dreiecks  SKK'. 

Die  Grösse  der  Resultirenden  ist  mit   Berücksichtigung  des  letzten 
Theiles  dieses  Satzes: 

■    •''*  "  Ä^iT'oder         '•'^'•" 


(Anmerkung:  /*  o^  a^  bedeutet  Differenz  zwischen  f*  und  a*.) 
Die  Gesanimtanziehung  auf  P  ist  also 


(/•  <^w>  ö»)  .SP*  •  (r  rv)  a*)  SP*  * 

Die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  auf  P  ist  demnach  dieselbe, 

als  wenn  die  Masse  ~ im  Punkte  S  concentrirt  wäre. 

f*  rv)  a* 

h)  P  und  S  liegen  beide  innerhalb  oder  beide  ausserhalb 

der  Kugelfläche. 
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Unter  C  (Taf.  IV,  Fig.  7)  den  Mittelpunkt  der  Kugel  verstanden, 
nehme  man  auf  CS  oder  seiner  Verlängerung  einen  Punkt  5,,  so,  dass 
CS.  CS,  =  a*. 

Verbindet  man  C  mit  E^  so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
CES  und  CES^^  dass  für  jeden  Punkt  der  Kugelfläche 

SE       f 
SEi~^  a' 

'E*     rs,  i 
Punkt  E,  so  hat  man 


Hieraus  folgt  -  — ,=  .     Ist  q  die    elektrische   Dichtigkeit  im 


s,'¥ 

Nach  den  Ausführungen  unter  a)  hat  also  die  Anziehung  der  Kngo]- 
schale  auf  P  die  Richtung  5,  P  und  erfolgt  gerade  so,  als  ob  die  Masse 

T-^ im  Punkte  5,  concentrirt  wäre.     Setzt  man  statt  A,   und   /",  ihre 

Werthe  — ^  und  — ,  so  hat  man  für  die  in  5,  concentrirt  zu  denkende  Masse 

,  a 

Ij .Ana 

Wird  eine  Kugel  so  elektristrt,  dass  die  elektrisch e  Dich • 
t  i  gk  ei  t  jedes  Punktes  derOberfläche  der  3  ten  Potenz  der  Ent- 
fernung dieses  Punktes  von  einem  innerhalb  der  Kugel  ge- 
legenen Punkte  S  umgekehrt  proportional  ist,  so  zieht  sie 
einen  äussern  Punkt  so  an,  als  ob  ihre  ganze  Elektricität  in 
Sconcentrirt  wäre.  Die  Anziehung  auf  einen  innern  Punkt, 
ist  dieselbe,  alsobeineimVerhältnissa  zu /'grössere  Elektri- 
citätsmenge  in  einem  Punkte  S,  concentrirt  wäre,  der  auf  der 
Verlängerung  von  CS  liegt  und  mit  S  durch  die  Relation 
CS.  C6\  =a' verbunden   ist. 

Die  Dichtigkeit  in   E^   Fig.  4,   sei  wie  vorhin  .    Betrachten  wir 

die  Elemente  E  und  E\  die  aus  der  Kngelschale  durch  einen  Doppelkegel 
herausgeschnitten  werden ,  dessen  ISpitze  S  und  dessen  Oeffnung  m  ist,  so 

hat  man   für  die   Inhalte   der  Elemente    E  und   E    bezüglich 


und 


EE 

i.2a  .SK'* 


EE' 
Die  beiden  Elemente  haben  die  Elektricitätsmenge 

E E'    '  \S E  "*"  SE')  ~"  SE\S~R' 
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SE  .SE'  hat  für  alle  durch  S  gehende  Geraden  den  coustanten  Werth 
n*  —  P,     Für  die  ganze  Elektricitfttsmenge  findet  man  also  den  Ausdruck 

k  .  4  nn 

Bezeichnet  man  diesen  Ausdruck  mit  m,  so  sind  nach  dem  Obigen  die 
Elektricitätsmengen ,  die  in  S  oder  S,  concentrirt  gedacht  werden  müssen, 
je  nachdem  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugelflfiche  liegt,  bezüglich 

m  und  --m. 
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52607  statt  52037, 
/^+  statt  gff-f, 
m-^nq-^-pt  statt  m+Hp-\-pi, 
07082  statt  07081. 
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XV. 

Beitr&ge  ^nr  Oeschiohte  der  Fortoohritte  in  der-  elektrischen 

Telegraphie. 

Von 

Professor  Dr.  Eduard  Zetzsche. 


▼.  Die  nnteri eeif ehe  Telegraphie. 

(Dritte  Abtheilnng.) 


(Hierzu  Tafel  V,  Fig.  38-67.) 


Nach  der  im  vorhergehenden  Aufsatze  erfolgten  Besprechung  der 
Herstellung  y  Prüfung  und  Versenkung  der  Unterseeleitung  wenden  wir 
uns  zur 

III.   Benutzung  der  unterseeischen  Leitung  zum 
Telegraphiren 
und  hahen  dahei  zunächst  das  elektrische  Verhalten  unterseeischer  Taue 
zu  betrachten,  darauf  aber  die  auf  Unterseelinien  verwendeten  Telegra- 
phenapparate. 

1.  Bm  elektritdid  Terhalten  u&terseeitcher  Telegrapkentaae. 
Jeder  im  Wasser  oder  in  feuchter  Erde  liegende  Telegraphendraht 
bildet  bekanntlich  eine  Art  Leydener  Flasche  und  Siemens  nannte  des- 
halb solche  Drähte  Flaschendrähte;  die  Isolirschicht  des  Drahtes  ent- 
spricht nämlich  dem  Glas  der  Flasche,  der  Leitungsdraht  bildet  die  eine, 
die  metallene  Schutzhülle  oder  die  umgebende  Feuchtigkeit  dagegen  die 
andere  Belegung.  Jede  in  dem  Leitungsdrahte  auftretende  Elektricität 
mu98  daher  vertheilend  auf  die  äussere  Hülle  wirken,  dadurch  aber  selbst 
gebunden  werden  und  es  muss  demnach  die  Fortpflanzung  eines  elek- 
trischen Stroms  im  Leitungsdrahte  wesentlich  verlangsamt  werden;  die 
ersteren  Erscheinungen  bezeichnet  man  als  die  Ladungserscheinun- 
gen, die  letztere  nennt  man  die  Verzögerung  des  Stroms.  Schon 
im  Jahre  1848  wurden  diese  Erscheinungen  von  Siemens  und  Halske 
einerseits  und  von  Kram  er  andererseits  bei  Anlegung  der  unterirdischen 

Zeitschrift  f.  Mathematik  und  Physik  XIV,  6.  Z{  ^^^ 
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Leitungen  von  Berlin  nach  Frankfurt  a.  M.  und  von  Berlin  nach  Köln 
heohachtet;  Dr.  A.  Kr  am  er  deutete  sie  zuerst  als  Ladungserscheinungeu 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,8.137),  Dr.Werner  Siemens  untersuchte  sie  weiter 
und  veröffentlichte  einen  am  18.  Jan.  1850  gehalteneu  Vortrag  iuPoggendorff's 
Annalen  (Bd.  79  S.  481;  Delamarche,  Elemente  der  unterseeischen  Te- 
legraphie  S.  14),  und  fast  gleichzeitig  machte  Guillemin  Mittheilungen 
über  diesen  Gegenstand  (PoggendorfiTs  Annalen,  79  S.  333).  Weitere  Un* 
tersuchungen  von  Siemens  finden  sich  in  dessen  der  Pariser  Akademie 
vorgelegtem  und  unter  demselben  Titel  1851  auch  besonders  erschienenen 
Aufsatze:  Memoire  $ur  la  telegraphie  eleclriqiie  (vgl.  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1, 
S.  138),  in  PoggendorfiTs  Annalen  (Bd.  102  S.  66)  und  in  der  Zeitschr.  d. 
Tel.-Ver.  (6,  S.  97).  Da  die  Ladungserscheinungen  seitdem  wiederholt 
ausführlich  besprochen  worden  sind  (vgl.  Dub,  Anwendung  des  Elektro- 
magnetismus S.  183—19]  und  S.  233;  Schellen,  der  elektromagnetische 
Telegraph,  4.  Aufl.  S.  244—208;  Du  Moncei,  iraile  de  telegraphie  älectrigue, 
S.  55  und  264—277),  so  können  wir  uns  hier  auf  eine  kurze  Erwähnung 
der  für  die  Einrichtung  der  Telegraphenapparate  wichtigen  Erscheinun- 
gen beschränken. 

Wird  ein  gut  isolirter  unterseeischer  Leitungsdraht  ab  an  dem 
einen  Ende  b  isolirt,  an  dem  andern  Ende  a  mit  dem  einen  Pole  P,  einer 
Batterie  verbunden,  während  der  andere  Pol  P2  mit  der  Erde  verbunden 
ist,  so  durchläuft  den  Draht  ein  kurz  andauernder  Ladungsstrom  in 
der  Richtung  von  a  nach  6;  trennt  man  das  Ende  a  des  geladenen  Drahtes 
ab  von  dem  Battefiepole  /\  und  verbindet  es  dafür  mit  der  Erde,  so  wird 
der  Draht  in  der  Kichtung  von  b  nach  n  von  dem  ungefähr  gleich  starken 
Eutladungss^rom.e  oder  Rückstrome  durchlaufen;  trennt  man  da- 
gegen das  Ende  a  des  geladenen  Drahtes  ab  von  dem  Pole  P^  und  ver- 
bindet dafür  das  Ende  b  mit  der  Erde,  so  hat  der  eben  so  starke  Ent- 
ladungsstrom jetzt  die  Richtung  von  a  nach  b.  Ist  das  Ende  b  vom  Anfang 
an  nicht  isolirt,  sondern  mit  der  Erde  verbunden,  so  wird  der  Strom  der 
bei  a  eingeschalteten  Batterie  bei  b  erst  nach  der  erfolgten  Ladung  des 
Drahtes  wahrnehmbar;  wird  nach  der  Ladung  a  isolirt,  so  tritt  der  Ent- 
ladungsstrom  bei  b  aus. 

Die  umfassendsten  Versuche  über  die  Ladung  haben  Faraday 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  126  und  2,  S.  101)  und  Charles  Wheatstone 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  2,  S.  152)  angestellt.  Prof.  Faraday  benutzte  einen 
100  englische  Meilen  langen  Kupferdraht  von  Vi^.  Zoll  Durchmesser  mit 
einem  etwa  V|o  Zoll  dicken  Guttaperchaüberzug,  welcher  in  200  unter  sieb 
verbundenen  Rollen  von  je  Ys  Meile  Länge  zu  beiden  Seiten  eines  auf 
einem  Kauale  schwimmenden  Fahrzeugs,  in  das  Wasser  eintauchend,  auf- 
gehängt war;  weitere  100  Meilen  desselben  Drahtes  waren  auf  dem  Fuss- 
boden  eines  trockenen  Speichers  aufgehäuft.  Die  Batterie  enthielt  360 
Paare  von  Platten  zu  je  3  und  4  Zoll  Länge  und  Breite.   Die  Oberfläche 
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des  Kupferdrahtes  betrug  8300,  die  der  Wasserbelegung  33000  Quadratfuss. 
Faraday  und  Latimer  &  Clark  experimentirten  ferner  auf  8  unter- 
irdischen Leitungen  zwischen  London  und  Manchester,  in  einer  Gesammt- 
länge  von  1500  englischen  Meilen.  Prof.  Wheatstone  stellte  seine  Ver- 
suche an  dem  110  englischen  Meilen  langen,  für  die  Mittelmeerlinie  Spezzia- 
Corsica-Sardinien  bestimmten  Tau  an,  dessen  6  Kupferdrähte  von  Vic  ^^^^ 
Durchmesser  je  Vio  ^^^^  ^^^^  ™^^  Guttapercha  überzogen  waren;  während 
die  Va  ^^^^  dicke  Schutzhülle  aus  12  Eisendrähten  bestand. 

Whitehouse,  der  Physiker  der  transatlantischen  Compagnie,  machte 
Versuche  mit  einem  200  Kilometer  langen  unterirdischen  und  einem  eben 
so  langen  unterseeischen  Drahte  und  fand  bei  ersterem  eine  Verzögerung 
von  Vg,  bei  letzterem  von  V4  Secunde  (Delamarche,   Elemente,  S.  17). 
Bei  neueren  Versuchen,  welche  Varley  mit  einer  aus  mehreren  Wider- 
standsrollen  gebildeten  Leitung  anstellte,    deren   Widerstand   dem  von 
13000  Meilen  Kabel  gleichkam,  zeigte  die  Magnetnadel  des  Galvanometers 
am  Ende  der  Leitung  erst  nacl^  10  Secunden  eine  merkliche  Ablenkung 
(Schellen,  d.  atlant.  Kabel  S.  133).     Varley   zeigte  an   dieser  künst- 
lichen Leitung  durch  ein-  und  auszuschaltende  Condensatoren  zugleich 
den  Einfluss  der  elektrischen  Vertheilung  auf  die  Fortpflanzungsgeschwin* 
digkeit  und  die  Dauer  der  Entladung  gegenüber   der  einfachen  Ladung 
und  Entladung  des  Drahtes.     Bei  Faraday's  Versuchen  brauchte  eine 
elektrisch^  Welle  zum  Durchlaufen  der  1500  englische  Meilen  langen  unter- 
irdischen Leitung  2  Secunden ,   während  bei  einer  gleich  langen  Luftlei- 
tung die  Zeitdauer  des  Durchgangs  kaum  meesbar  war  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  1;  Seite  133).     Um   das  atlantische  Tau   zu   durchlaufen,   brauchte 
der  Strom  0,31  Secunde.     Nach   Siemens    (Poggendorffs  Anualen  102. 
Seite  66)   steht   die   elektrostatische  Induction   und  die  Verzögerung  des 
Stroms  in  Flaschendrähten  im  Verhältniss  der  Quadrate  der  Drahtlängen. 
Wegen  der  Verzögerung  des  Stroms  kann  man   auf  langen  Unter- 
seeleitungen nur  langsam  arbeiten;    dagegen   kommen   die  Apparate   bei 
den  Unterseeleitungen,  obgleich  deren  Leitungsfahigkeit  um  %  geringer 
ist,  mit  schwächeren  Batterien  in  gleich  schnellen  Gang,  wie  oberirdische 
mit  stärkeren,  da  die  im  Drahte  gebundene  Elektricität  sich  auf  der  ganzen 
Oberfläche  vertheilt  und  demnach  nur  ein  kleiner  Theil  den  Widerstand 
des  ganzen  Drahtes   zu  überwinden  hat.     Sehr  störend  sind  die  auftre- 
tenden Entladungsströme  und  deshalb  müssen  die  Apparate  den  Wirkun- 
gen derselben  entzogen  werden;  das  Mitsprechen  des  eigenen  Relais  ist  bei 
der  directen  Gorrespondenz  von  geringerer  Bedeutung  und  liesse  sich  z.  B. 
bei  Anwendung  von  Inductionsrelais  durch  entsprechende  Schaltung  der 
Batterien  umgehen  *) ;  allein  der  kräftige  Rückstrom  macht  das  Relais  eine 


•)  Auf  der  C&gliari  -  Malta -Corfn-Linie  wurde  das  Relais  durch  einen  beflon- 
deren  Umschalter  während  des  Sprechens  aus  der  Leitung  ausgeschaltet;  blieb  die 
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Zeit  lang  für  von  der  andern  Station  kommende  TelegraphirstrÖme  un- 
empfindlich. Bei  Translation  werden  die  Schwierigkeiten  noch  grösser. 
Matzenauer  schlug  zur  Beseitigung  derselhen  vor,  den  Tasterhehel 
oder  den  die  Translation  besorgenden  Morse-Schreibhebel  während  seiner 
Bewegung  vorübergehend  mit  der  Erdleitung  in  Verbindung  zu  setzen 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.  95). 

Die  Grösse  der  Ladung  einer  Unterseeleitung  kann  30— 40  Mal 
so  gross  sein,,  als  bei  einer  gleich  langen  oberirdischen;  sie  hängt  ab 
von  der  Dicke  des  Leitungsdrahtes  und  seiner  isolirenden  Halle,  von 
der  Natur  des  Isolationsmittels;  sie  wächst  mit  der  Stärke  der  Batterie 
und  mit  der  Dauer  der  Berührung  der  Leitung  und  des  Batteriepoles. 
Bei  rasch  vorübergehender  Berührung  ist  die  Ladung  bei  Leitungsdrihten 
der  verschiedensten  Art  fast  immer  dieselbe.  Gaugain  nimmt  daher 
eine  zweifache  Ladung  an:  eine  momentane,  von  der  isolirenden 
Substanz  unabhängige,  durch  eine  Wirkung  in  die  Ferne  erzeugte 
seitliche  Condensation  oder  Ladung,  und^ine  langsamer  erfolgende, 
von  Atom  zu  Atom  durch  die  isolirende  Substanz  fortschreitende,  also 
durch  molekulare  Wirkung  erzeugte.  Beim  Telegraphiren  dauert  die 
Berührung  so  lange,  dass  letztere  auftritt,  die  Ladung  also  dem  speci- 
fischen  Yertheilungsvermögen  des  Isolirmittels  proportional  ist.  Dieses 
ist  bei  Luft  =  l,  Glas  1,76,  Schellack  2,  Schwefel  2.24,  Kautschuk  2,8,  Gutta- 
I^rcha  3,8  (Schellen,  elektromagn.  Tel.  4.  Aufl.  S.  251).  —  Die  Grösse 
der  Ladung  ist  dem  Strome  proportional,  der  sich  von  dem  Leitungs- 
drahte durch  die  isolirende  Schicht  nach  der  Kabelhülle  bewegt.  Nacb 
dem  Oh  mischen  Gesetze  hat  man  für  die  Ströme  Sund  S^  von  n  und  fit 
gleichen  Elementen  bei  den  Widerständen  tv  und  fr, 


*  TV      W, 


da  nun  der  Widerstand  des  Drahtes  und  der  Batterie  gegen  den  Wider- 
stand   der   isolirenden    Hülle   ( vom  specifischen   Leitungswiderstand  -:  ) 

verschwindet,  für  letztere  aber  (d.  2.  Abth.  S.  17;  Pogg.  Annalen  102,  S.  103) 

Ä 

lognal  — 

V  = ry-  gefunden  wurde,  so  ergiebt  sich 


n       n,  nXl  n^l^l^ 


lognai  —    lognai  — 


r 


'1 


woraus  die  Gesetze  der  Ladung   und   Entladung*)   zu   entnehmen  sin^. 


Leitung  Cagliari- Malta  nach  jeder  Stromgebnng  isolirt  (durch  Isolation  des  Rabe- 
contacts  im  Taster),  so  wurden  die  Zeichen  sehr  unregelmiissig.  Delamarche, 
Elemente,  S.  15  und  16. 

*)  Du  Moticel  (traiUf  S.  272)  hebt  noch  besonders  hervor^^4M«  daa^Leitungs- 

Digitized  by  VjOOQIC 


Telegraphie.   Von  Dr.  Eduard  Zetzsche.  455 

Ständen  bei  zwei  Tauen  von  gleichem  Isoliraiittel  (A  =  A,)  die  Drahthalb- 
messer r  und  r^  in  demselben  Verhältnisse,  wie  die  Halbmesser  R  und  /?j 
der  isolirenden  Hülle,  so  würde 

d.  h.  die  Ladungen  sind  bei  gleichen  Längen  /  und  /^  der  Zahl  der  Ele- 
mente oder  der  Spannung  der  Batterie,  bei  einer  und  derselben  Batterie 
dagegen  der  Länge  der  Taue  proportional.  —  Wäre  dagegen  11  =  7*1', 
/=/i  und  A=5Ai,  so  würde 

R  R 

S \  Sy^zrz lognat  —  :  lognai  - . 

Da  die  obige  allgemeine  Formel  für  S :  Sf  einen  unbequemen  Werth 
für  S  oder  für  die  Ladung  liefert,  so  hat  Wheatstone  aus  Versuchen 
an  Unterseetauen  die  bequemere  Formel 


■'-^■/~i 


abgeleitet,  worin  B  einen  für  dasselbe  Tau  constanten  Coefficienten,  r  den 
Halbmesser  des  Leitungsdrahtes  und  d  die  Dicke  der  Isolirschicht  be- 
deutet (Schellen,  elektromagn.  Telegr.  4.  Aufl.  S.  254).  Da  nun  die 
Stromstärke  mit  dem  Quadrate,  die  Ladung  nur  mit  der  Quadratwurzel 
des  Drahthalbmessers  wächst,  so  ist  es  wirksamer,  den  Drahthalbmesser; 
als  die  Dicke  der  Isolirschicht  zu  vergrössern;  denn  diese  hat  auf  die 
Stromstärke  keinen  Einfluss  und  die  Ladung  ist  nur  umgekehrt  propor- 
tional der  Quadratwurzel  dieser  Dicke.  Eisendrähte  würden  eine  weit 
dickere  Isolirschicht  erfordern,  wenn  bei  gleicher  Leitnngsfähigkeit  die 
Ladung  nicht  grösser  werden  sollte,  als  bei  Kupferdrähten  (i>w  Mono  ei, 
iraile,  S.  276  und  277). 

Ist  ein  Flaschendraht  geladen  und  man  lässt  seine  Entladung  durch 
eine  Tangen tenbussole  gehen,  so  wirkt  dieser  Strom  von  sehr  kurzer 
Dauer  nach  denselben  Gesetzen  wie  ein  horizontaler  Stoss  auf  ein  ruhen- 
des Pendel,  d.  h.  es  ist  die  Kraft  dem  Sinus  des  halben  Ausschlags  win- 
keis a  proportional  (Pogg.  Ann.  34,  S.  392);  bei  zwei  verschiedenen  Tauen 
haben  wir  daher  auch: 

sm  -  :  stn  —  =  s  :  bt  = ^  :  — *-^  tr  » 

lognai  —    lognat  — 

oder  bei  «  =  iij ,  X  =  X^  und  R:  R^=sr:  r^ 


▼ermögen  des  Metalls  keinen  Einfluss,  Temperatnr  und  Druck  nur  durch  ihre  Ab- 
änderung der  Isolation  Einfluss. auf  den  EntladungSAtrom  haben,  dass  nach  Guil- 
lemin  die  Zeit  derEntladnng  eines  ongeffthr  100  Lienes  lanf^en  Drathes  etwa  4  mal 
so  gross  iftt,  als  die  der  Ladung,  und  dass  ein  isolirter  Draht  etwa  doppelt  so  »tark 
geladen  wird,  als  ein  zur  Erde  abgeleiteter;  dass  endlich  die  Ladung  sehr  schwach 
ist,  wenn  die  äussere  Hülle  nicht  mit  der  Erde  verbunden  ist.  /^  1 
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d.  h.  die  Länge  zweier  Stücken  desselben  Taus  verhalten  sich  wie  die 
Sinus  der  halben  Ausschlagswinkel,  welche  hei  Entladungen  entstehen, 
die  aus  der  Ladung  mittels  derselben  Batterie  herrühren. 

Wheatstone  fand  mittels  eines  Galvanometers  mit  astatischen,  sd 
einem  Cocon  faden  ohne  Torsion  aufgehängten  Nadeln  bei  einem  Umwin- 
dungsdraht  von  *233  preuss.  Fuss  Länge  und  V^u  ^i^gl*  Zoll  Durchmesser 
in  einem  Tau  von 

l  Meilo      8  Meilen      16  Meilen  Länge, 
bei  16  Danieirschen  Elementen         0«  ?,5**  ffi 

„    32  „  „05  10 

n    Ö4  „  „  0  10  20 

„  128      '     „  „  2,5  20  41 

„  256  „  „  5  41  88 

„  512  i,  „  10  88  88 

Erscheint  der  Ladnngsstrem  nach  den  Zeiten  /  und  /^  an  den  Enden 
der  beiden  Taustücken  von  der  Länge  /und  /^,  so  ist: 

i  '  l     z=  •    i *) 

*  •  *1  —  ^  •  J^    J 

/•*  lognal  —    r^'  lognal     ' 

(Zeitsch.  d.  Tel.-Ver.  0,  S.  98)  oder,  falls  wieder  i?  :  Ä,  =  r  :  r^  wäre, 

Die  Ladungszeiten  sind  also  unabhängig  von  den  Batterien. 

Bei  der  Berechnung  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  telegraphische 
Zeichen  durch  eine  Leitung  gegeben  werden  können,  ist  die  von  Fara- 
day  zuerst  beobachtete  Bildung  elektrischer  Ladungswellen  im 
Kabeldraht  zu  berücksichtigen.  Unterbricht  man  nämlich  die  Verbinduog 
des 'Drahtes  mit  dem  freien  Pole  der  zur  Erde  abgeleiteten  Batterie,  so 
verbreitet  sich  die  bisher  im  Drahte  angesammelte  ruhende  Elektricitat 
über  den  ganzen  Draht  und  der  Strom  beginnt  im  Messinstrumente  nach 
einiger  Zeit.  Kehrt  man  die  Batterie  um,  anstatt  sie  zu  unterbrechen, 
So  fliesst  die  vorhergehende  Ladung  theils  durch  das  Messinstrument, 
theils  vereinigt  sie  sich  mit  der  nachfolgenden  entgegengesetzten  Elek- 
tricitat.    Bei  schnellem  Batteriewechsel  bilden  sich  in  beliebiger  Zahl**) 


*)  Au«  /  = — — -;  vgl.  2.  Abth,  S.  18  u.  Zeit«chr.  d.Tel.-Ver.  7,  S.206.  - 

^r^llognat  — 

Po^g.  Ann.  10?,  S.  66  ff .  —  In  der  durch  die  Ladung  vei  brauchten  Zeit  liegt  eine  Ursache, 
weshalb  die  verschiedenen  Messungen  cur  Bestimmung  der  FortpflanzangsgeBcbwin* 
digkeit  der  ElektricitHt  so  sehr  von  einander  abweichende  Werthe  ergeben. 

**)  In  Inng^en  Leitungen,  wie  die  zwischen  En^i^land  und  Amerika,  konnte  man 
C  Wellen  erhalten  (Ott  Moncel,  iraiU,  S.  265).  ^  , 
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Wellen,  deren  jede  von  der  nachfolgenden  entgegengesetzten  verzehrt 
wird,  sich  aber  dabei  nach  dem  Ende  hin  bewegt  und  bei  ausreichender 
Kraft  das  telegraphische  Instrument  bewegt.  Wechseln  lange  und  kurze 
Strömungen  ab,  so  werden  die  kurzen  Wellen  von  der  vorhergehenden 
und  folgenden  leicht  ganz  oder  über  das  praktisch  zulässige  Mass  hinaus 
verzehrt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.  97). 

Die  Grösse  der  Ladung  (Elektricitätsmenge) ,  welche  ein  Leiter  auf 
die  Längeneinheit  mittels  eines  elektrischen  Motors  von  der  Spannung 
1  erhält;  nennt  man  seinen  Lad  ungscoefficienten,  seine  luduc- 
tions-  oder  elektrostatische  Capacität;  derselbe  ist  für  das  Tele- 
graphiren auf  weite  Entfernungen  von  grosser  Bedeutung.  Da  die  Ströme 
S  und  5,  offenbar  den  die  Leiter  von  der  Länge  /  und  l^  durchströmenden 
Elektricitätsmengen  proportional  sind;  so  erhält  man  bei  den  Ladungs- 
coefficienten  C  und  C^ 

sin  -  :  siti  ^=8:8.  =  Chi :  C, /, tu. 
2  2  ^  *   ^ 

Lässt  man  anstatt  eines  einzigen  Entladungsstosses  mittels  eines 
Unterbrechungsrades  eine  Beihe  rasch  hinter  einander  folgender  Ent- 
ladungen durch  das  Galvanometer  (Sinusbussole)  gehen;  so  nimmt  dessen 
Nadel  während  der  Ladungen  und  Entladungen  eine  feste  Ablenkung  ß  und 
^,  an;  diese  ist  abhängig  von  der  den  Galvanometerdraht  durchströmen- 
den Elektricitätsmenge,  d.  h.  von  der  Zahl  m  und  tn^  der  Ladungen  in 
]  Minute  und  der  Elektricitätsmenge,  welche  bei  jeder  Entladung  durch 
den  Draht  geht.     Dann  wird 

sin ß  :  sin ßi=^Cnml :  Ci «,  m,  /, . 

Bei  Tauen  von  sehr  grosser  Länge  erfordert  die  Ladung  einige  Zeit ; 
die  vorstehenden  Metboden  setzen  aber  voraus,  dass  für  beide  Taue  die 
volle  Ladung  in  nahezu  derselben  Zeit  erreicht  werde.  Bei  nur  einige 
FuBs  langen  Tauen  erhält  man  nur  bei  ras^^h  auf  einander  folgenden 
Ladungen  und  Entladungen  in  einer  Bussole  mit  20000  bis  30000  Um- 
windungen  eine  bemerkbare  dauernde  Nadelablenkung. 

Als  Einheit  für  den  Ladungscoefficient  wählt  man  die  La- 
dung eines  Condensators  von  1  Quadratmeter  Oberfläche,  dessen  ebenso 
grosse,  zur  Erde  abgeleitete  zweite  Platte  durch  eine  Luftschicht  von 
1  Millimeter  von  der  ersten  getrennt  ist.  Danach  ist  der  Ladungscoeffi- 
cient eines  Taus,  dessen  1,5  Millimeter  dicker  kupferner  Leitungsdraht  mit 
einer  4  Millimeter  dicken  Guttaperchaschicht  bekleidet  ist,  etwa  8,6. 

Bei  oberirdischen  Leitungen  findet  nach  Siemens  (P<^g*  Ann.  102, 
S.  lOB)  auch  eine  Ladung  statt,  nur  ist  sie  wegen  der  grösseren  Entfer- 
nung des  Drahtes  von  der  Erde  sehr  schwach;  sie  wächst  mit  der  Ober- 
fläche und  mit  der  Stärke  der  Krümmung  bei  gleicher  Oberfläche,  aus 
dem  ersteren  überwiegenden  Grunde  wächst  sie  mit  dem  Halbmesser,  aus 
dem  zweiten  nimmt  sie  mit  dem  Halbmesser  ab. 
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Ein  von  einem  Strome  durchflössen  er  (am  Ende  nicht  isolirter)  Leiter 
wird  wegen  der  Ladung  erst  na^h  einiger  Zeit  einen  dauernden  elek- 
trischen Zustand  annehmen,  ohgleich  die  Elektricitat  fast  augenhlicklich 
am  anderen  Ende  erscheint.  Erst  wenn  der  Draht  vollständig  geladen 
ist,  geht  der  Strom  regelmässig  und  in  unveränderlicher  Stärke  durch 
den  Draht*  Die  Dauer  D  des  veränderlichen  Zustandes  ist  hei 
2  Leitern  von  gleicher  Länge  und  gleichem  Widerstände  (oder  Leitungs- 
fähigkeit) proportional  dem  elektrischen  Vertheilungsvermögen  *)  oder 
dem  Ladnngscoefficienten  C,  Mit  der  Länge  /  des  Leiters  wächst  nicht 
hlos  die  Ladung,  sondern  auch  der  von  der  Elektricitat  zu  durchlaufende 
mittlere  Weg;  daher  wächst  die  Dauer  des  veränderlichen  Zustandes  mit 
dem  Quadrate  der  Länge.  Sie  wächst  aber  endlich  auch  im  geraden 
Verhältniss  zur  Leitungsfähigkeit  oder  im  umgekehrten  zum  Widerstände 
des  Leiters;  daher  steht  sie  auch  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  dem 
Querschnitte  q  des  Leiters.  Die  elektromotorische  Kraft  der  Batterie 
ist  ohne  Einfluss  auf  jene  Dauer;  denn  wenn  diese  Kraft  wächst,  so 
wird  zwar  die  Ladung  eine  schnellere,  aber  auch  eine  grössere  und  des- 
halb eine  längere  Zeit  erfordernde**).  Bei  den  specifischen  Leitungsver- 
mögen  A  und  X^  ist  daher 

kq      Ai^,  '  Iq 

Bei  gewöhnlichen  eisernen  Telegraphendrähten  von  4  Millimeter  Durch- 
messer und  500  Kilometer  (etwa  65  Meilen)  Länge,  welche  mittels  der 
Isolirhüte  auf  Tragstangen  in  der  Luft  ausgespannt  sind,  schwankt  die 
Dauer  des  veränderlichen  Zustandes  zwischen  0,014  und  0,022  Secunden, 
ist  also  im  Mittel  0,018  Secunden.  Bei  einem  Draht  von  1  Meile  Länge, 
aber  von  gleichem  Widerstände  G: /i  =  A^ :  Af^i)  wäre  demnach  diese 
Dauer  nur  0,018 :  65  =  0,0003  Secunden;  bei  einem  Drahte  von  der  näm- 
lichen Beschaffenheit,  aber  100  Meilen  Länge,  würde  die  Dauer  10(^=10000 
so  gross  sein. 

Nehmen  wir  nun  nach  der  obigen  Formel  von  Wheatstone  die 
Ladung  und  damit  auch  den  Ladungscoefficient  proportional  ^r,  so  er- 
halten wir  für  den  Draht  von  4  Millimeter  Durchmesser  und  500  Kilometer 
Länge  C  =  ^2,  g  =  47r  und 

^„      1/2.500*     ,,  ^ 
0,018  =  ^- —  .  M  Secunden 

47CA 


*)  Nach  Gaugain  geben  Schwefel  und  Gammilack  zwar  schnell  eine  starke 
Ladung,  die  volUtündige  Ladung  wird  aber  viel  später  erreicht,  als  bei  Guttapercha 
(Du  Moncel,  traiti,  S.  273). 

**)  lieber  die  von  Guillemin  aufgestellten  Gesetze,  vgl.  auch  Dub,  Anw. 
d.  Elektromagn.  S.  235,  aus  Annales  de  chim,  et  de  p/iys,  60,  S.  386.  —  Eine  Ver- 
grösserung  der  Dicke  des  Leitungsdrahtes  wäre  also  auch  aus  diesem  Grunde 
räthlich. 
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und  darans  bei  dem  Halbmesser  r  Millimeter  oder  r^  preuss.  Linien  und 
der  Länge  /  Kilometer  oder  /^  preuss.  Meilen 

Z)  =  \ r .  iJf  =  0,018 . -^  .  -— ,  =  0,018 .  -J ^ — . -^,  Secunden. 

^nr*  rj/r    500»  r, /r^         ^* 

Bei  /  =  500  Kilometer  findet  man  für  r  =  1,5  Millimeter  D  ==  0,027  und  fftr 
r  =  2,5  Millimeter  D  =  0,013  Secunden. 

Wie  schon  erwähnt,  ist  der  Ladungscoefficient  bei  einem  Untersee- 
tau 30—40  mal  so  gross,  als  bei  einer  Luftleitung;  wäre  nun  die  Leitungs- 
fähigkeit des  Drahtes  dieselbe,  wie  bei  einem  4  Millimeter  dicken  Eisen- 
draht, so  wäre  die  Dauer  des  veränderlichen  Zustandes  bei  500  und  2000 
Kilometern  Länge  30 . 0,018  =  0,54  und  4* .  0^54  =  8,64  Secunden.  Bei  einem 
Unterseetau  mit  einem  1,5  Millimeter  dicken  Kupferdraht  und  einer  4  Milli- 
meter dicken  Guttaperchalage  würde  die  Dauer  des  veränderlichen  Zu- 
standes nahe  ebenso  gross  sein,  wenn  sie  nicht  dadurch  noch  verlängert 
würde,  dass  die  Elektricität  in  die  isolirende  Schicht  eindringt.*) 

Bei  einem  am  anderen  Ende  isolirten  Leitungsdrahte  erstreckt  sich 
die  Ladung  blos  auf  die  Oberfläche  und  ist  in  ihrer  Grösse  durch  die 
Grösse  und  Gestalt  dieser  Oberfläche  bedingt;  die  Ladung  ist  propor- 
tional der  Drahtlänge,  wenn  die  Isolation  so  gut  ist,  dass  in  allen  Punkten 
dieselbe  Spannung  herrscht;  sie  wächst  mit  dem  Umfange  des  Drahtes 
und  ist  proportional  der  Spannung  oder  der  elektromotorischen  Kraft 
der  Batterie.  Die  Dauer  des  veränderlichen  Zustandes  ist  4  mal  so  gross 
als  bei  einer  zur  Erde  abgeleiteten  Leitung,  erfolgt  also  bei  Untersee- 
tauen keineswegs  augenblicklich  und^  die  gesammte  Ladung  kann  deshalb 
bei  langen  Leitungen  nicht  durch  einen  Galvanometemadelausschlag  beim 
ersten  Ergnss  der  Elektricität  in  den  Draht  gemessen  werden,  weil  dieser 
als  durch  einen  momentanen  Stoss  erzeugt  anzusehen  ist. 

Die  Dauer  der  Entladung  eines  geladenen  Drahtes  läast  sich 
nicht  mit  grösserer  Genauigkeit  angeben,  als  die  der  vollendeten  Ladung; 
die  Entladung  durch  beide  zur  Erde  abgeleitete  Drahtenden  erfolgt  in 
derselben  Zeit  wie  die  Ladung;  ist  aber  blos  ein  Ende  abgeleitet,  das 
andere  isolirt,  so  dauert  die  Entladung  4 mal  so  lange,  als  die  Ladung. 
Bei  Unterseetauen  entladet  sich  die  von  Elektricität  durchdrungene  iso- 
lirende Schicht  theils  durch  den  Leitungsdraht,  theils  durch  die  äussere 
Schutzhülle,  daher  bemerkt  man  bei  einem  solchen  Tau  gleich  nach  er- 
folgter Hauptentladung  an  beiden  Enden  noch  einen  schwachen  Strom, 
der  um  so  länger  anhält,  je  länger  die  Batterie  mit  dem  Leitungsdrahte 
verbunden  war,  je  mehr  also  die  Elektricität  in  die  Isolirschicht  eindrin- 


*)  Varley  erhielt  bei  einem  1500  engl.  Meilei^ langen,  mit  Quttapercha  iso- 
lirten Drahte  am  andern  Ende  die  grösste  Intensität  erst  nach  7  Secunden,  dieselbe 
hielt  aber  aoch  noch  7  Becnnden  nach  Unterbrechang  der  Batterie  an  (Zeitscbr. 
d.  Tel.-Ver.  1,  S.  287).   Vgl.  auch  die  Nachträge. 
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gen  konnte.  Dadurch  kann  bei  Unterseetauen  die  Ladung  und  Ent- 
ladung um  15  bis  20  Minuten  verlängert  werden*).  —  Aus  dem  atlan- 
tischen  Tau  von  X8Q6  entwich  die  von  einer  schwachen  Batterie  her- 
rührende, also  nicht  starke  Ladung,  wenn  beide  Enden  isolirt  waren, 
so  langsam,  dass  nach  1  Stunde  kaum  die  Hälfte  der  Elektricität  durch 
die  Guttapercha  in*s  Wasser  übergegangen  war. 

Die  zur  Erzeugung  eines  Signals  erforderliche  Zeit,  vom 
Anlegen  der  Batterie  an  dem  einen  Ende  der  Linie  bis  zum  Entstehen 
des  Signals  am  anderen  Ende,  ist  nicht  (wie  die  Dauer  des  veränder- 
lichen Zustandes)  proportional  dem  Quadrat  der  Länge;  sie  wird  bedingt 
durch  den  Zeichengeber,  die  Empfindlichkeit  des  Empfangsapparates, 
Länge  und  Isolationszustand  der  Linie,  die  Batterie.  Bei  einer  öOO  Ki- 
lometer langen,  4  Millimeter  dicken  oberirdischen  Eisenleitung  waren  für 
den  Apparat  von  Hughes  0,002  bis  0,003  Secunden  erforderlich,  und  diese 
Zeit  änderte  sich  nahezu  proportional  zu  der  Länge  der  Linie;  der 
Elektromagnet  dieses  Apparates  ist  sehr  empfindlich,  und  daher  kann 
mau  fiir  einen  Zeiger-  oder  Morse'schen  Telegraphen  bei  70 — 80  Daniell- 
schen  Elementen  bei  500  Kilometern  0,01  Secunde  und  bei  1000  Kilometern 
0^03  Secunden  annehmen.  Bei  einer  unterirdischen  ojder  unterseeischen 
Leitung  würden  bei  500  Kilometern  für  den  Elektromagnet  von  Hughes 
0;09  Secunden,  für  ein  gewöhnliches  Relais  0^45  Secunden  erforderlich 
sein.  Hughes  fand  für  seinen  Apparat  bei  einem  Unterseetau  mit  1,0 Milli- 
meter dickem  Kupferdrahte  und  einer  2,4  Millimeter  dicken  Guttapercba- 
schicht  bei  Längen  von 

121         242         363         484         605         726  Kilometern 
0,025      0,045      0,080      0,115      0,140      0,160  Secunden; 
Whitehouse  1858  am  transatlantischen  Kabel  mit  Kupferlitze  von  0,07 
Millimeter  Durchmesser  und  3  Guttaperchalagen  von  3,7  Millimeter  Ge- 
sammtdicke  bei  einem  gewöhnlichen  Relais  bei  Längen  von 
233      308      706  Kilometern 
0,14     0,34     0,79  Secunden. 
Bei  zu  kurzer  Dauer  des  Contactes  erreicht  der  Strom  nicht  seine  volle 
Intensität  und  kann  deshalb  möglicher  Weise  gar  kein  Zeichen  hervor- 
bringen, um  so  mehr  als  er  hierzu  mit  der  nöthigen  Intensität  eine  hin- 
reichend lange  Zeit  wirken  muss ;  während  der  EntladungtJStfom  einer  Ley- 
dener  Flasche,  selbst  von  sehr  grosser  Intensität^  die  Magnetnadel  nicht  ab- 
lenkt, thut  dies  ein  viel  schwächerer  Strom  von  einiger  Dauer.  DieDauerdes 
Contactes  kann  indess  stets  kleiner  sein,  als  die  zur  Erzeugung  eines  Sig- 
nals erforderliche  Zeit;  sie  beträgt  bei  einer  gewöhnlichen,  500  Kilometer 
langen,  oberirdischen  Lotung  für  den  Elektromagnet  von  Hughes  0,003, 
fiir  einen  gewöhnlichen  Elektromagnet  0,01  Secunden.    Bei  einem  Unter- 


•)  Auf  der  Linie  London -Amsterdam  dauerte  die  Enfladunfipe^tw»  j|^  Seconde. 
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seeUn  Yon  726  Kilometern  fand  Hughes  bei  seinem  Elektromagnet  nur 
einen  Contact  von  0,021  Secunden  erforderlich,  während  das  Zeichen  erst 
nach  0,160  Secnnden  erschien.  Bei  einem  gewöhnlichen  Relais  mnss  auf 
einer  Unterseelinie  zur  Erzeugung  eines  vollen  Ankeranzngs  der  Contact 
0,10  bis  0,15  Secunden  dauern ;   für  ein  Galvanometer  etwa  0,3  Secunden. 

Die  Geschwindigkeit  der  Aufeinanderfolge  der  telegra- 
phischen Signale  ist  wesentlich  durch  die  Dauer  der  Ladung  und 
Entladung  bedingt.  Bei  zu  raschem  Schliessen  und  Oeffnen  der  Batterie 
verschwindet  der  Strom  im  Empfangsapparate  nicht  ganz,  sondern  seine 
Intensität  nimmt  nur  abwechselnd  zu  und  ab.  Ein  Elektromagnetanker 
wird  in  dem  Momente  angezogen,  wo  der  Strom*  ausreichend  stark  ist, 
und  wieder  losgelassen,  sobald  die  Stromstärke  so  weit  herabgesunken 
ist,  dliss  die  ihr  entsprechende  Magnetisirung  nicht  mehr  ausreicht,  den 
Anker  angezogen  zu  erhalten;  je  näher  sich  diese  beiden  Stromstärken 
liegen,  desto  rascher  können  (abgesehen  von  der  Zeichendauer)  die  Zei- 
chen auf  einander  folgen.  Die  Empfindlichkeit  des  Empfangsapparates 
dagegen  hat  auf  diese  Geschwindigkeit  keinen  Einfluss.  Beim  Elektro- 
magnet von  Hughes  wird  der  Anker  mechanisch  gegen  die  permanent 
magnetischen  Pole  angelegt  und  fällt  dann  ab,  wenn  der  Strom  diesen 
permanenten  Magnetisnius  schwächt;  daher  hängt  bei  ihm  die  Geschwin- 
digkeit des  Telegraphirens  vorwiegend  von  der  Geschwindiglteit  jener 
mechanischen  Bewegung  ab.  Bei  länger  dauernden  Zeichen,  z.  B.  Morse- 
Strichen,  wird  die  Ladung  stärker,  die  Entladung  dauert  länger  und  man 
mu86  langsamer  sprechen.  Die  Entladung  kann  man  l^eschleunigen  durch 
Anlegen  einer  Erdleitung  nach  jedem  Strom  (wie  es  beim  Morse-Taster 
geschieht);  durch  Nebenschliessungen  zur  Ei Jo  von  hinreichend  grossem 
Widerstände  (doch  sind  dabei  Anlässe  zu  Störungen,  namentlich  zu  Po- 
larisation zu  vermeiden);  durch  Anwendung  von  Inductions-  und  mag- 
netoelektrischen Strömen*),  welche  wegen  ihrer  grösseren  Spannung 
die  zur  Zeichengebung  nöthige  Stärke  schneller  erreichen ;  durch 
Ströme  von  wechselnder  Richtung**),  indem  man  z.  B.  zum  Zeichen- 
geben positive  Ströme  benutzt,  zwischen  je  2  positiven  Strömen  aber 
einen  negativen  zur  theilweisen  Entladung  in  die  Linie  sendet,  wes- 
halb auch  dieser  negative  kürzere  Dauer  haben  oder  von  einer  schwächeren 
Batterie  herrühren  muss. 

Bonelli    berichtet,    dass    auf  dem   Cagliari- Malta -Tau    mit    etwa 
2  Millimeter  dicker  Drahtlitze   aus  7  Drähten    und  2  Millimeter    dicker 


*)  Doch  dürfen  diese  (ebenso  auch  die  gHlvanischen)  nicht  so  stark  sein,  dass 
sie  die  Quttaperchahülle  gefährden. 

**)  Die  Zeichen  abwechselnd  'durch  einen  positiven  und  negativen  Strom  her- 
vorzubringen, ist  weniger  vortheilhaft ,  weit  dann  jeder  negative  Strom  erst  die 
ganze  Ladung  des  positiven  beseitigen  und  darauf  den  Leiter  negativ  laden  mus^^ 
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Guttapercbahülle  kaum  75  Signale  in  I  Minute  gegeben  werden  konnten, 
und  dass  man  bei  schnellem  Spiel  beim  Morse- Alphabet  anstatt  Punkten 
und  Strichen  nur  kurze  und  lange  Striche  erhielt,  indem  auf  einander 
folgende  Punkte  zu  einem  Strich  verschwammen  oder  ganz  ausblieben 
{Shaffner^  telegraph  matiual^  S.  509). 

2.  Die  Apparate  fttr  ünterseeUniea. 

Die  auf  ünterseelinien  zu  verwendenden  Apparate  müssen  vcr  Allem 
möglichst  empfindlich  sein,  damit  man  mit  möglichst  schwachen  Strömen 
telegraphiren  kann;  denn  zu  starke  Ströme  gefährden  (abgesehen  von 
der  längeren  Zeit  zur  I^tladung)  erfahrungsgemäss  die  Guttapercha 
theils  durch  zu  grosse.  Erwärmung,  theils  durch  Durchschlagen  der  Elek- 
tricität,  und  gerade  in  der  Anwendung  von  zu  starken  Strömen  in  der 
bereits  mangelhaft  gewordenen  und  mit  schwachen  Strömen  nicht  mehr 
betriebsfähigen  Leitung  sucht  man  die  eine  Ursache  des  Misslingeus  der 
atlantischen  Kabellegung  vom  Jahre  1858.  Die  Einrichtung  der  Apparate 
muss  ferner  den  soeben  erörterten  Erscheinungen  der  Ladung  und  Ent- 
ladung Rechnung  tragen. 

Auf  den  verschiedenen  Unterseelinien  kamen  auch  sehr  verschiedene 
Apparate  zur  Anwendung.  Auf  der  Linie  Oxfordness-Haag  wurden  vor- 
wiegend Doppelnadelapparate,  jedoch  auch  Bain's  elektrochemischer 
Schreibapparat  verwendet  (Zcitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  56) ;  auf  ersteren  waren 
die  Ladungserscheinungen  weit  weniger  störend,  wegen  der  sich  wieder- 
holenden Umkehrung  der  Stromrichtung.  Auf  derselben  Linie  benutzte 
man  auch  Morseapparate  mit  einer  von  Varley  angegebenen  Vorrich» 
tung,  durch  welche  der  Strom  bei  jeder  Bewegung  des  Tasters  umgekehrt 
wurde;  als  Relais  diente  eine  sehr  empfindliche  Galvanometemadel,  welche 
aber  nicht  stumpf  gegen  einen  festen  Contact  sich  anlegte,  sondern  schief 
auf  einer  Goldfeder  hinglitt,  damit  bei  schneller  Bewegung  nicht  etwa 
eine  dünne  Luftschicht  zwischen  Nadel  und  Contact  bleiben  und  die 
Innigkeit  der  Berührung  beeinträchtigen  sollte;  man  telegraphirte  bis 
25  Worte  in  1  Minute  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  288;  Dingler's  Jour- 
nal 134,  S.  418).  Auch  auf  den  Linien  Varna  -  Sebastopol  (?)  und  Varna- 
Constantinopel  fanden  Morseapparate  Verwendung  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver. 
2,  S.  1G8  und  284).  Im  persischen  Golfe  nahm  Hughes*  seine  Typen- 
drucktelegraphen (Z  e t z  s  c h  e ,  Copirtelegraphen,  Typendrucktelegraphen 
und  Doppeltelegraphie,  Leipzig  1865,  S.  Ol)  in  Gebrauch. 

Besondere  Verdienste  um  die  Vervollkommnung  der  Apparate  für 
unterseeische  Linien  erwarben  sich  Siemens  &  Halske,  Varley  und 
Thomson. 

a)  Die  Apparate  von  Werner  Siemens  &  Halske. 

Das  Fortgeben  der  Telegramme  vermittelt  der  Submarintaster 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  G,  S.  lüO).    Wahrend  bei  dem  gewöhnlichen  Taster 
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Fig.  38  Taf.  V  dje  Luftleitung  L  mit  der  Axe  I  des  Tasterhebels  T,  das 
Relais  R  mit  dem  Rubecontact  2  und  der  eine  Pol  der  Batterie  B  mit 
dem  Arbeitscontact  3,  der  andere  Pol  und  das  Kelais  aber  mit  der  Erde 
£•  verbunden  zu  werden  pflegt,  ist  der  Marinetaster,  um  dem  Entladungs- 
strome den  Weg  durch  das  Relais  abzuschneiden,  nach  der  Skizze  Fig.  39 
eingeschaltet;  steht  die  Leitung  L  mittels  des  als  beweglich  gedachten 
Armes  a  mit  5,  in  Berührung,  so  ist  das  Relais  R  zum  Empfangen  ein- 
geschaltet; wird  L  dagegen  mit  s^  verbunden,  dann  ist  das  Relais  aus- 
geschaltet, der  Taster  zum  Geben  bereit,  und  sendet  in  seiner  Ruhelage 
einen  negativen  Strom  der  Gegenbatterie  B^y  beim  Niederdrücken  auf 
3  aber  einen  positiven  aus  der  Arbeitsbatterie  ^lin  die  Leitung; 
um  endlich  bei  Herstellung  der  Verbindung  zwischen  L  und  ^i  nicht  den 
letzten  Entladungsstrom  durch  das  Relais  gehen  zu  lassen,  berührt  a  auf 
seinem  Wege  nach  5,  kurze  Zeit  den  mit  der  Erde  E  verbundenen  Con- 
tact  ^s.  Der  Tasterhebel  ist  zugleich  mit  seinen  beiden  Lagerstandern 
um  eine  verticale  Axe  drehbar,  wird  aber  durch  eine  Spiralfeder  in  sei- 
ner Ruhelage  erhalten  und  dabei  mit  einer  Contactschraube  gegen  einen 
mit  dem  Relais  verbundenen  Contact  s^  angedrückt;  da  die  Tasteraxe 
durch  ihren  Ständer  mit  der  Luftleitung  verbunden  ist,  so  ist  das  Relais 
zum  Empfangen  eingeschaltet;  in  dieser  Ruhelage  kann  aber  der  Taster- 
hebel um  seine  horizontale  Axe  nicht  niedergedrückt  werden,  weil  sein 
Handgriff  gerade  über  einem  Anschlage  der  Grundplatte  liegt.  Soll  der 
Taster  zum  Sprechen  eingeschaltet  werden,  so  wird  er  zuerst  um  jene 
verticale  Axe  gedreht-;  dadurch  wird  einerseits  der  nach  dem  Relais 
führende  Contact  von  seiner  Contactschraube  verlassen  und  daa  Relais 
ausgeschaltet,  andererseits  aber  durch  einen  gegen  die  Ständer  isolirten 
Knopf  eine  mit  dem  Rubecontact  des  Tasters  verbundene  Contactfeder 
s^  an  ihren  nach  der  Gegenbatterie  führenden  Contact  angedrückt,  diese 
Batterie  also  geschlossen,  so  lange  der  Tasterhebel  auf  dem  Rubecontact 
liegt;  drückt  man  dann  den  Tasterhebel  auf  den  mit  der  Arbeitsbatterie 
verbundenen  Arbeitscontact  nieder,  so  wird  die  Gegenbatterie  geöffnet 
und  dafür  die  Arbeit^atterie  geschlossen.  Wird  endlich  der  Taster  um 
die  verticale  Axe  in  seine  anfangliche  Lage  zurückgeführt,  so  streift  ein 
Vorsprung  an  ihm  gegen  einen  mit  der  Erde  verbundenen  Contact  s^ 
und  entladet  die  Linie.  Die  Ruhecontactschraube  des  Tasters  legt  sich 
nicht  unmittelbar  auf  ihren  Contact,  sondern  drückt  eine  ebenfalls  mit 
dem  Tasterständer  und  so  mit  der  Luftleitung  verbundene  Feder  auf 
diesen  Contact  nieder. 

Das  polarisirte  Relais  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.- 102)  ist  sehr 
empfindlich.  Sein  senkrecht  stehender  Elektromagnet  hat  2  Schenkel 
E  und  jE,  (Fig.  40),  deren  untere  Enden  durch  einen  Verbindungsanker 
wie  gewöhnlich  verbunden  sind;  an  diesem  Verbindungsanker  ist  ein 
winkelförmig  nach  oben  gebogener  Stahlmagnet  mit  seinem  Nordpol  ver- 
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schraubt,  macht  also  zugleich  den  Verbindungsanker  und  die  beiden 
Eisenkerne  des  Elektromagnets  in  ihren  oberen  Enden  nordpolarisch;  auf 
dem  Südpol  ^  des  Stahlmagnetes  dagegen  ist  in  einem  Lager  eine  eiserne 
Zunge  Z  so  befestigt,  dass  sie  sich  zwischen  den  oberen  Elektromagnet- 
polen leicht  bewegen  kann ,  wobei  ihre  Bewegung  durch  2  Schrauben  d 
und  ^1  begrenzt  wird,  deren  eine  d  den  Contact  für  den  Schluss  der 
Localbatterie  bildet.  Liegt  diese  südpolarische  Zunge  nicht  genau  zwischen 
beiden  Polen,  so  wird  sie  von  dem  näheren  angezogen.  Die  positiven 
Telegraphirströme  durchlaufen  den  Elektromagnet  so,  dass  der  auf  der 
Seite  von  d  liegende  Pol  iV  der  Kerne  nordpolarisch,  der  auf  der  Seite 
von  d^  liegende.  Pol  iV,  aber  südpolarisch  wird;  unter  Einwirkung  der 
Telegraphirströme  überwiegt  also  die  Wirkung  von  iV  auf  die  Zunge,  bei 
der  Einwirkung  der  entladenden  Ströme  der  Gegenbatterie  aber  die  Wir- 
kung von  iV|.  Will  man  ohne  Gegenbatterie  arbeiten,  so  muss  die  Zunge 
näher  an  N^  liegen. 

Um  den  Strom  stets  in  der  zur  Erzielung  der  eben  geschilderten 
Wirkungen  nöthigen  Richtung  durch  das  Relais  senden  zu  können,  be- 
findet sich  vor  dem  Relais  ein  einfacber  Stromwender  (Zeitschr.  d. 
TeL-Ver.  6,  S.  104),  dessen  Einrichtung  Fig.  41  skizzirt;  die  Kurbel  k 
desselben  kann  durch  Einschnappen  eines  Stiftes  in  das  eine  oder  das 
andere  von  2  Löchern  in  2  Stellungen  festgehalten  werden ;  in  der  einen 
Stellung  verbindet  der  eine  mit  der  Kurbel  verbundene  lietallbügel  mit- 
tels der  aufschleifendeu  Federn  die  Klemmen  1  und  2,  der  andere  Bügel 
die  Klemmen  3  und  4  wie  in  Fig.  41^,  in  der  anderen  Stellung  verbindet 
der  eine  Bügel  die  Klemmen  1  und  3,  der  andere  die  ELlemmen  2  und  4 
und  der  Strom  durchläuft  nun  das  Relais  B.  in  der  entgegengesetzten 
Richtung.  . 

Der  polarisirte  Schwarzschreiber  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6, 
S.  160)  hat  einen  eben  solchen  Elektromagnet,  wie  das  Relais,  nur  liegen 
seine  Schenkel  horizontal;  nur  die  Pole  stehen  sammt  der  Zungie  aus 
dem  das  Triebwerk  zur  Bewegung  des  Papierstreifens  enthaltenden  Kasten 
hervor;  die  Zunge  ist  rückwärts  verlängert  unil  hat  an  ihrem  Ende 
eine  Schneide,  welche,  ifenn  der  Apparat  schreibt,  den  Papierstreifen  an 
die  von  einer  täglich  frisch  anzufeuchtenden  Schwärz  walze  aus  mit  Farbe  ver- 
sehene vom  Triebwerke  umgedrehte  Schwärzscheibe  andrückt.  Der  Schwarz- 
schreiber ist  mit  einer  Selbstauslösung  des  Trieb-  oder  Laufwerkes  versehen; 
es  sitzt  nämlich  innerhalb  des  Kastens  unmittelbar  neben  dem  Sehreibmag- 
net noch  ein  kleiner  Elektromagnet  E  Fig.  42,  welcher  mit  jenem  in  dem- 
selben Schliessungskreise  liegt;  so  lange  der  Anker  a  nicht  angezogen 
ist ,  liegt  die  Feder  f  am  Ankerhebel  bremsend  mit  einem  durch  das 
Laufgewicht  p  regulirbaren  Drucke  auf  der  kleinen  Elfenbeinwalze  g  und 
hemmt  das  Laufwerk;  wird  a  angezogen,  so  lässt  f  die  Walze  g  und  das 
Laufwerk  los,  zugleich  aber  stellt  sich  der  seitwärts  von  p  liegende  Stiefel 
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»  beiikrecht,  so  dass  er  mit  dem  Absätze  auf  der  darunter  liegenden^  auf 
einer  Radaxe  des  Triebwerks  sitzenden  und  sich  deshalb  mit  drehenden 
Jrommel  T  so  lange  tanzt,  als  telegraphirt  wird ;  hört  das  Telegraphiren 
aaf,  so  wird  der  Stiefel  durch  die  Reibung  von  der  Trommel  wieder 
seitwärts  mitgenommen ;  in  •  Folge  dessen  senkt  sich  die  Feder  f  wieder 
auf  die  Walze  g  und  hemmt  das  Laufwerk.  Bei  den  in  neuerer  Zeit 
gebauten  Schwarzschreibern  läuft  die  Schwärzscheibe  mit  ihrem  unteren 
'J'heile  in  einem  offenen  Farbtroge  und  wird  durch  den  Schreibhebel  mit 
ihrem  oberen  Theile  gegen  den  an  dieser  Stelle  über  eine  scharfe  Kante 
laufenden  Papierstreifen  angedrückt;  auch  ist  ihr  Rand  fein  gekerbt,  damit, 
die  Schrift  deutlicher  wird.  Der  Schwarzschreiber  ist  so  empfindlich,  dass 
er  meist  ohne  Relais  unmittelbar  in  die  Leitung  eingeschaltet  werden 
kann. 

Soll  der  polarisirte  Schreibapparat  als  Translator  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  69  S.  163)  dienen,  so  wird  die  Einschaltung  nach  der  Skizze  Fig.  4S 
bewirkt.  «Bringt  ein  aus  der  Leitung  L^  eintreffender  Strom  das  Relais 
i^i  zum  Ansprechen,  so  wird  die  Localbatteiie  b  geschlossen,  der  Schreib- 
hebel h  des  Schreibapparates  legt  sich  auf  den  Contact  3  und  schliesst 
die  Arbeitsbatterie  ^„  welche  ihren  Strom  in  die  Leitung  X,  sendet,  so- 
bald der  Arm  a  auf  ^t  Hegt;  beim  Rückgang  des  Sehreibhebels  erfolgt 
wieder  eine  Entladung  mittels  des  Stromes,  der  Gegenbatterie  B^.  Durch 
das  Relais  i?«  kann  kein  Rückstrom  gehen;  denn  selbst  wenn  der  Arm 
a  Ton  s^  auf  «i  zurückgeführt  wird,  streift  er  erst  ^3  und  setzt  dabei  die 
Leitung  L^  ableitend  mit  der  Erde  E  in  Verbindung.  Das  Umschalten 
der  Kurbel  a  erfolgt  am  Schreibapparat  nicht  durch  Menschenhand,  son- 
dern Ton  selbst,  nämlich  durch  den  auf  der  Axe  des  Hebels  der  Selbst- 
auslösung (Fig.  42)  sitzenden  Commutatorhebel ,  indem  sich  dieser  auf 
die  eine  oder  die  andere  zweier  Contactschrauben  legt,  von  denen  die 
eine  mit  dem  Schreibhebel,  die  andere  mit  dem  Relais  in  Verbindung 
steht;  die  Entladung  (Stellung  von  a  auf  s^)  aber  besorgt  der  Stiefel  n 
der  Selbstauslösung,  welcher  vom  an  der  Zehe  und  hinten  am  Absätze 
isolirt  ist,  nicht  aber  in  der  Mitte  der  Sohle,  so  dass  er  in  seiner  ruhen- 
den oder  tanzenden  Stellung  nicht,  wohl  aber  wenn  er  seitwärts  ab- 
gleitet, den  Hebel  der  Auslösung  mit  der  Trommel  T  und  durch  eine  auf 
dieser  schleifenden  Feder  mit  der  Erde  leitend  verbindet.  —  Um  bei 
Anwendung  der  Translation«  die  vom  Schreibhebel  zu  seiner  Bewegung 
verbrauchte  Zeit  nicht  von  der  Schliessungszeit  der  durch  den  Schreib- 
hebel geschlossenen  Batterie  in  Contact  kommen  zu  lassen,  haben  Sie- 
mens ^Halske  dem  Schreibhebel  einen  federnden  Contact  gegeben,  so 
dass  die  Contactfeder  ihren  Contact  früher  erreicht,  als  der  Schreibhebel 
ihn  erreichen  würde,  und  auf  ihm  selbst  noch  eine  Zeit  lang  liegen 
bleibt,  wenn  der  Schreibhebel  schon  seinen  Rückgang  begonnen  hat 
(vgl.  Jahrgang  X  S.  216  und  348).   Auch  der  Commutatorhebel  erhält  solche 
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Contactfedern.  —  Die  vollständigen  Schemata  der  Einschaltang  and  Ver- 
bindung sämmtliclier  Apparate,  sowie  die  verschiedenen  Stopselnngen 
sind  beschrieben  und  durch  Abbildungen  erläutert  in  der  Zeitschrift  des 
deutsch -österreichischen  Telegraphen  -  Vereins  (6,8.169)  und  darans  in 
Dub,  Anwendung  des  Elektromagnetismus  (S.  425),  und  in  Schellen, 
der  elektromagnetische  Telegraph  (4.  Aufl.  S.  490  und  495). 

Die  Apparate  von  Siemens  &Halske  kamen  auch  auf  den  unter- 
seeischen Linien  von  Port-Vendres  nach  Algier  und  von  Malta  nach 
Alexandrien  zur  Anwendung. 

b)  Die  Apparate  von  Oromwell  Fleetwood  Varley« 

Am  16.  Februar  1854  liess  sich  Varley  3  zusammen  gehörige  Apparate 
patentiren  (Polytechn.  Centralbl.  1855,  8.  729  oder  Dingler* s  Journal 
136,  S.  262  aus  Repertory  of  Patent  InpenUons^  April  1855,  S.  293):  einen 
Taster,  ein  Relais  und  einen  Commutator  (switch).  Der  Commu- 
tator  befindet  sich  auf  der  Platte  des  Tasters  und  enthält  einfe  auf  zwei 
Ständern  lagernde,  mit  der  Leitung  L  verbundene  Welle,  deren  Kurbel 
in  zwei  durch  die  Worte  „Abgang*^  und  „Empfangt'  bezeichnete  Lagen 
gebracht  wird;  in  der  ersteren  Lage  liegt  ein  an  der  Welle  befindlicher 
Stift  h  auf  einer  Feder  g,  in  der  anderen  Lage  ein  Stift  i  auf  einer 
Feder  y;  beim  Umstellen  de»  Commutators  aus  der  einen  in  die  andere 
Lage  kommt  ein  dritter  Stift  o  der  Welle  mit  einer  dritten,  mit  der  Erde 
verbundenen  Feder  n  in  Berührung,  wodurch  die  Leitung  L  bei  jedem 
Wechsel  entladen  wird.  Die  Axe  des  Tasterhebels  besteht  aus  zwei  gegen 
einander  isolirten,  durch  ein  scheibenförmiges  elfenbeinernes  Mittelstück 
mit  einander  verbundenen  Theilen;  diese  Theile  stehen  durch  2  Federn 
b  und  r,  welche  zugleich  den  Tasterhebel  in  seiner  Ruhelage  erhalten, 
mit  den  Polen  C  und  Z  der  Telegraphirbatterie  in  Verbindung;  das 
elfenbeinerne  Mittelstück  ist  von  2  sich  nicht  berührenden  metallenen 
Halbkreisen  umgeben,  von  denen  der  eine  mit  dem  Tasterhebel  und  dem 
Pol  Z,  der  andere  mit  dem  Pol  C  verbunden  ist.  Ist  der  Taster  in  sei- 
ner Ruhelage,  so  geht  der  positive  Strom  durch  ihn  in  eine  mit  der 
Commutatorfeder  g  verbundene  Feder  ^  und  wenn  der  Commutator  auf 
„Abgang"  steht,  durch  den  Stift  h  in  die  Leitung  Z,  nach  der  anderen 
Station,  wo  der  Commutator  auf  „Empfang'^  steht,  durch  den  Stift  f  und 
die  Feder  /  nach  dem  Relais,  bewegt  aber'  den  Relaishebel  so,  dass  die 
Localbatterie  nicht  geschlossen  wird.  Drückt  man  nun  den  Taster  nie- 
der, so  wird  zunächst  die  Leitung  L  mittels  einer  am  Taster  schleifenden 
Feder  k  (welche  also  jetzt  zugleich  mit /"  auf  demselben  Halbkreise  auf- 
schleifen muss)  entladend  mit  der  Erde  verbunden,  gleich  darauf  aber 
kommt  k  mit  dem  anderen  Halbkreise  in  Berührung  und  bewirkt  die  Um- 
kehrung des  Stroms  (weil  f  noch  auf  dem  ersteren  Halbkreise  schleift), 
wodurch   das  Relais   auf  der  Empfangsstation   den   Localstrom  schliesst. 
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Das  Relais  (Fig.  44)  ist  dem  Wesen  nach  ein  Galvanometer,  dessen  Nadel 
in  Folge  einseitigen  Uebergewichts  sich  mit  einem  an  seiner  Axe  befes- 
tigten Arm  d  gegen  eine  Feder  e  anlegt  niM  so  den  Localstrom  schliesst; 
während  jedoch  der  Taster  sich  in  der  Ruhelage  befindet,  durchläuft,  der 
Strom  das  Relais  so,  dass  er  den  Arm  d  von  der  Feder  e  entfernt.  Der 
Contact  am  Arm  d  hat  eine  Kugelhaube  als  Oberfläche.  Die  Regulirung  des 
Relais  wird  durch  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  des  Uebergewichts 
in  Folge  einer  grösseren  oder  kleineren  Schrägstellung  bewirkt.  Der 
Empfangsapparat  ist  ein  gewöhnliches  Galvanometer. 

Die  in  Fig.  45  abgebildete  Einrichtung  des  Relais  für  Ströme  von 
wechselnder  Richtung  von  Varley  erwähnt  DuMoncel  (iraite,  S.  488). 
Der  Relaishebel  a  b  liegt  innerhalb  der  Spulen  S  und  schwingt  zwischen 
den  Polen  zweier  permanenter  Magnete  P^  und  P^^  welche  zu  ihm  pa- 
rallel zu  beiden  Seiten  seiner  Axe  c  liegen;  an  die  beiden  Arme  seines 
Querhauptes  d  sind  2  Federn  angelöthet,  welche  die  beiden  Cotactkugeln 
aus  Platin  tragen  und  mit  diesen  sich  an  die  Stellschrauben  v^  und  v^ 
anlegen  können. 

Ein  noch  anderes  Relais  von  V-arley,  welches  für  verschiedene 
Zwecke  dienen  kann  und  einen  polarisirten  und  einen  nicht  magnetisir- 
ten  eisernen  Hebel  hat,  beschreibt  Glösener  {traue  des  applications  de 
releclncileI^S.2ib). 

Ein  anderer  Apparat  von  Varley  besteht  aus  einem  eigenthümlichen 
Taster,  nebst  einem  Relais  (Switch),  Mit  diesem  Switch  steht  eine 
besondere'  Switchbatterie  in  Verbindung,  so  dass  jede  Station  2  Linien- 
und  2  Localbatterien  und  für  jede  Linie  2  Relais  (ein  gewöhnliches  und 
einen  Switch)  braucht.  Beim  Niederdrücken  des  Tasters  wird  der  Strom 
der  Linienbatterie  nach  der  anderen  Station  entsendet  und  zugleich 
einem  von  der  anderen  Station  kommenden  Strome  ein  anderer  Weg  als 
gewöhnlich  durch  das  Relais  eröffnet.  Diesen  Weg  durch  den  Switch 
nämlich  verfolgt  nach  dem  Loslassen  des  Tasters  der  Rückstrom  und  der 
Strom  der  Gegenbatterie;  er  ist  jedoch  dem  Strome  nur  kurze  Zeit  ge- 
öffnet, nämlich  so  lange  der  Rückstrom  dauert,  damit  dieser  nicht  durch 
das  Relais  gehe;  dann  wird  dieser  Weg  unterbrochen  und  der  alte  durch 
das  Relais  hergestellt.  Die  Eröffnung  des  neuen  Weges  wird  durch  eine 
eigen thümliche  Einrichtung  des  Tasters,  dagegen  die.  nicht  plötzlich  mit 
dem  Loslassen  des  Tasters  erfolgende  Unterbrechung  desselben  durch  den 
Switch  bewirkt.  Der  Taster  hat  ausser  den  gewöhnlichen  2  Contact- 
kegeln  und  der  Leitung  nach  der  Hebelaxe  noch  2  Klemmen,  von  denen 
die  eine  mit  einem  dritten  Contactständer;  die  andere  mit  einer  langen 
Feder  verbunden  ist,  welche  letztere  beim  Ni(^d erdrücken  des  Taster- 
hebeis  von  diesem  auf  den  dritten  Contactständer  aufgedrückt  wird  und 
dadurch  die  Switchbatterie  schliesst;  indem  nun  der  Strom  dieser  Batterie 
den  Switch  -  Elektromagnet  a  (Fig.  46)  umkreistund   dieser  seinen  Anker 
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anzieht,  unterbricht  der  Ankerhebel  e  zunächst  den  Weg  übp.r  die  Stell- 
schraube u  nach  dem  Heiais,  bringt  dafür  aber  die  Feder  f  mit  der  Schraube 
bei  rv  in  Verbindung.  Damit  nud  beim  Loslassen  des  Tasters,  wo  die  Gegen- 
batterie  in  Thätigkeit  tritt,  nicht  auch  die  Feder  f  losläest,  steht  der  Hebel 
e  des  Switch  mit  einem  kleinen  Gewicht,  einem  Zahnrad  und  einem  Wind- 
flügel in  Verbindung,  wodurch  er  genöthigt  ist,  sich  nur  langsam  zu  senken 
und  erst  etwa  ^  Secunde  nach  dem  Loslassen  des  Tasters  die  Gegen- 
batterio  zu  öffnen  und  mittels  des  Contactes  u  das  Eelais  wieder  einzn- 
schalten  (Schellen,  d.  elektrom.  Telegraph,  3.  Aufl.  S.  291).  —  Deutlicher 
lassen  sich  die  Vorgänge  an  dem  Einschaltungsschema  Fig.  47  erkennen. 
Beim  einfachen  Telegraphiren  ist  der  Umschalter  {/  in  4  und  5  gestöpselt. 
Wird  der  Taster  T  niedergedrückt,  so  geht  der  Strom  der  Telegraphir- 
batterie  ^i  über  3  und  I  nach  4  und  durch  L  nach  der  Empfangsstation, 
daselbst  aber  aus  L  über  4  in  £/,  l  und  2  des  ruhenden  Tasters  T  nach  dem 
Hebel  e  des  Switch  S  über  u  durch  das  Relais  R  zur  Erde  E^  so  dass  der 
Strom  der  Localbatterie  b^  über  5  des  Umschalters  U  durch  den  Schreib- 
apparat M  geht;  zugleich  ist  aber  auf  der  sprechenden  Station  die  Switeb- 
batterie  h^  geschlossen  worden  und  ^er  Strom  derselben  geht  über  p  durch 
den  Taster  Tnach  q  durch  den  Switchelektroraagneten  nach  r,  daher  wird 
der  Switchhebel  e  der  sprechenden  Station  angezogen ,  dadurch  der  Weg 
von  2  in  T  über  e  und  den  Contact  u  nach  dem  Relais  R  und  zur  Erde  E 
abgebrochen ,  dafür  aber  die  Feder  f  an  den  Contact  tr  angelegt  und  der 
Weg  von  e  aus  über  w  und  5,  zur  Erde  E  hergestellt;  die  Gegenbatterie 
B^  ist  aber  noch  nicht  geschlossen,  weil  in  dem  noch  niedergedrückten 
Taster  1  und  2  ausser  Verbindung  sind.  Sowie  aber  der  Taster  in  die 
Ruhestellung  zurückgelangt  ist,  sendet  die  Gege'nbatterie  B^  ihren  Strom 
über  w,  e,  2  und  1  in  7',  4  in  Z7  nach  L  zur  Entladung,  bis  der  Switchhehel 
sich  in  seine  Ruhelage  begiebt ,  wobei  f  von  w  fortgeht  und  e  sich  wieder 
an  u  anlegt.  —  Bei  der  Translation  ist  natürlich  noch  ein  zweites  eben 
so  beschaflenes  Apparatsystem  (nach  Befinden  jedoch  ohne  Switch  und  mit 
gewöhnlichem  Taster)  vorhanden,  etwa  rechts  von  dem  in  Fig.  47  skizzirten. 
Der  Umschalter  ü  ist  dann  in  6  und  7  gestöpselt.  Kommt  nun  in  der 
einen  Apparathälfte  ein  Strom  aus  L'  durch  ü'  und  die  Apparate  dieser 
Hälfte:  M,  2  in  T,  c  und  u  in  S  durch  ä'  zur  Erde  E,  so  spricht  das  Relais 
R  dieser  Hälfte  an,  der  Strom  der  zu  Ä'  gehörigen  in  der  anderen  Apparat- 
hälfte stehenden  Localbatterie  h\  und  Switchbatterie  b\  wird  geschlossen 
und  läuft  von  b\  über  x  durch  ä',  7  in  U',  h  m  W  nach  b\^  r,  S'  und  }t\ 
die  beiden  letzteren  ziehen  ihre  Anker  an,  wodurch  ^  ausgeschaltet  and 
zugleich  ein  Strom  nach  L  weitergegeben  wird, 

Schellen  (d.  elektrom.  Telegraph,  4.  Aufl.  S.  512)  beschreibt  einen 
auf  der  Unterseeleitung  London  -  Amsterdam  auf  8  Drähten  ohne  jede 
Schwierigkeit  und  Störung  durch  die  Rückströme  (mit  einer  Geschwindig- 
keit von  ungefähr  300  Punkten  in  l  Minute)  arbeitenden  Kabeltranslator 
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oder  Switch  von  Varley,  welcher  nur  eine  Abändernng  des  polarisirten 
Relais  ist.     In  Fig.  48  sind  a  und  a,  die  Pole  des  Elektromagnetes,  dessen 
Drahtenden  /  und  f,  sind;  c  ist  der  leichte  Hebel,  welcher  mit  seiner  Dreh- 
axe  auf  dem  Südpolechenkel  des  Stahlmagnetes  aufsitzt,  während  der  Nord- 
polschenkel  dieses  Stahlmagnetes  mit  den  Kernen   des  Elektromagnetes 
verschrauht  ist.     Im  Ruhezustände  zieht  das  Polende  rr,  den  Hebel  c  gegen 
die   Schraube  d:  die  Contactschraube  £?,  ist  mit  dem  Zinkpole  der  Gegen- 
oder Zinkbatterie  B^  verbunden,  während  die  Arbeits-  oder  Kupferbatterie 
^1  mit  dem  Kupferpole  nach  dem  Taster  geführt  ist.     Die  Polenden  a  und 
a,  und  die  Contactschrauben  d  und  d^  sind  so  gestellt,  dass  der  Hebel  von 
jedem  Polende  an  der  Contactschraube,  an  welche  er  sich  durch  die  Wir- 
kung eines  Stroms  angelegt  hat^  auch  dann  noch  festgehalten  wird,  wenn 
der  Strom  verschwindet,  so  dass  es  also  jedesmal  eines  zweiten  Stromes 
von  entgegengesetzter  Richtung  bedarf,  wenn  der  Hebel  von  einer  Schraube 
an  die  andere  gelegt  werden  soll.     Der  Widerstand  der  Drahtrollen  ent- 
spricht ungefähr  dem  der  ganzen  Leitung.  —  Wollen  2  Stationen  durch 
eine  Unterseeleitung  L  mit  einander  sprechen,  so  haben  sie  beide  die  näm- 
liche in  Fig.  49  angedeutete  Einschaltung,  und  in  beiden  ist  der  Umschalter 
U  bei  4  und  5  gestöpselt.     Wird  der  Taster  T  niedergedrückt,  so  geht  der 
Strom  der  Kupferbatterie  B^  über  3  und  I  des  Tasters  und  4  des  Umschal- 
ters nach  dem  Galvanometer  G :  von  hier  aus  bieten  sich  ihm  2  Wege  von 
gleichem  Widerstände :  der  eine  führt  nach  der  Klemme  i  des  Switch,  die 
Drahtrollen  des  Elektromagnetes  und  über  /,  zum  Zinkpole  von  B^  zurück, 
der  andere  Weg  führt  durch  das  Galvanometer  und  in  die  Leitung  nach 
der  anderen  Station.     Auf  der  gebenden  Station  wird  daher  d'er  Nordpol  a 
verstärkt,  der  Nordpol  /i,  geschwächt  oder  gar  in  einen  Südpol  umgewan- 
delt, der  Hebel  c  also  gegen  die  Contactschraube  f/,  angelegt;  allein  trotz- 
dem kann  die  Zinkbatterie  B^  ihren  entladenden  Strom  nicht  eher  in  die 
Leitung  senden,  als  bis  der  Taster  in  seine  Ruhelage  zurückgekommen  ist; 
damit  dieser  Strom  aber  eine  etwas  längere  Zeit  erhalte,  ist  der  Switch- 
hebel auf  der  Contactseite  mit  einer  leichten  Stahlfeder  versehen ,  welche 
die  Zinkbatterie  noch  kurze  Zeit  geschlossen  hält,  wenn  der  Hebel  bereits 
seinen  Rückweg  angetreten  hat;  natürlich  muss  auch  der  Tasterhebel  beim 
Rückgang  sich  fest  auf  seinen  Ruhecontact  auflegen ,  weil  sonst  in  Folge 
mangelnder  Entladung  der  Rückstrom  störend  auftreten  würde.     Auf  der 
Empfangsstation  geht  der  Strom  der  Kupferbatterie  B^  durch  das  Galvano- 
meter, den  Hebel  des  ruhenden  Tasters,  durch  den  Switchhebel,  durch  das  ^ 
Relais  R  und  durch  die  Erde  E  nach  der  gebenden  Station  zurück ;  durch 
die  Switchdrahtrollen   geht  von  e  aus  nur  ein  verhältnissmässig  geringer 
Stromtheil,  weil  der  Widerstand  auf  diesem  Wege  beträchtlich  grösser  ist; 
der  Relaishebel  schliesst  natürlich  den  durch  den  Schreibapparat  M  gehen- 
den Strom  der  Localbatterie  h.   Auch  der  Entladungsstrom  der  Zinkbatterie 
theilt  sich  bei  e  in  2  Theile,  von  denen  der  eine  in  die  Leitung  L  geht  und 
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den  Kückstrom  neatralisirt ,  während  der  andere  Theil  durch  die  Rollen 
des  Switch  gebt  und  den  Switchhebel  in  die  Ruhelage  zurückfährt,  so  dass 
das  Relais  der  gebenden  Station  wieder  in  die  Leitung  eingeschaltet  wird. 
—  Soll  zwischen  der  unterirdischen  Leitung  L^  und  einer  oberirdischen 
Leitung  Z,  übertragen  werden,  so  braucht  die  Translationsstation  ausser 
den  bisher  erwähnten  Apparaten  der  Fig.  49  noch  den  in  Fig.  50  abgebil- 
deten Wechsel  IV  und  den  in  Fig.  51  skizzirten  Apparatsatz,  welcher  durch 
den  Draht  pp  mit  dem  Apparatsatz  der  Fig.  49  verbunden  ist.  'In  Fig.  4Ö 
aber  muss  der  Umschalter  27,  ebenso  wie  der  Umschalter  (7,  in  Fig.  51 
gestöpselt  sein,  nämlich  in  6  und  7.  Kommt  nun  ein  Strom  aus  L^f  so 
geht  er  durch  das  Galvanometer  G^  über  6  in  Ui  nach  dem  Hebel  des 
Schreibapparates  M^  durch  den  Umschalter  V  und  das  Relais  R^  zur  Erde 
E;  der  Relaishebel  scbliesst  die  Localbatterie  6| ,  welche  ihren  Strom  durch 
pPt  i?2»  ^j>  Wj  und  m,  in  H'und  M^  sendet;  worauf  der  Schreibhebel  von  3/, 
den  Strom  der  Arbeitsbatterie  ^,  in  die  Leitung  Z,  weiter  giebt,  ebenfalls 
mit  Stromtheilung  bei  dem  Galvanometer  &, ,  so  dass  zugleich  auch  der 
Switchhebel  gegen  die  Schraube  (/,  gelegt  wird  und  beim  Rückgang  des 
Schreibhebels  ein  Entladungsstrom  der  Batterie  Bf  die  Leitung  durch* 
strömt.  Um  ein  Zurückprallen  des  Schreibhebels  vom  Ruhecontact  un- 
schädlich zu  machen,  ist  der  Schreibhebel  auch  gegen  diesen  Coutact 
hin  mit  einer  leichten  Feder  versehen.  Kommt  ein  Strom  aus  Z,,  so 
geht  er  durch  f/, ,  M^  Ä,  über  rf  und /*  durch  Ä, ,  schliesst  dadurch  die 
Batterie  b^ ,  deren  Strom  durch  pp,  Ä, ,  Z7, ,  w,  und  w,  in  W,  durch  M^  geht, 
so  dass  der  Hebel  des  Schreibapparates  M^  jetzt  den  Strom  der  Batterie  B 
über  Uf  und  €f  nach  Zj  weiter  giebt. 

Am  26  December  1862  Hess  sich  Varley  mehrere  Telegraphir- 
methoden  patentiren  (Dingler's  Journal  175,  S.329  oder  Polytechn.  Cen- 
tralbl.  1863,  S.  1625,  aus  The  Engineer,  August  1863,  S.  95),  bei  denen  die 
telegraphischen  Zeichen  nicht  durch  das  Auftreten  von  Strömen  (wie  ge- 
wöhnlich), sondern  durch  Zu-  und  Abnahme  der  Stromstärke*)  hervor- 
gebracht und  zugleich  Ladungsplatten  **)  und  Widerstandsrollen  angewen- 
det werden.  Bei  der  ersten  Methode  sind  auf  der  Empfangsstation  zwischen 
Leitung  L  und  Erde  E  eine  Anzahl  metallener,  gegen  einander  isolirter 
Ladungsplatten  P  (Fig.  52)  so  angebracht,  dass  die  Platten  gerader 
Nummer  mit  L,  die  ungerader  Nummer  mit  E  verbunden  sind;  das  Relais  R 


*)  Etwas  Aehnliches  war  schon  1858  für  R.  A.  Rrooman  patentirt  worden 
(Jahrg.  V,  S.  46).  Auch  Caselli  nnd  JBonelli  suchten  bei  ihren  Copirtelegraphen 
die  Rückströme  unschädlich  zu  machen  (Zetzsche,  Copirtelegcaphen,  S.  12  a.  26). 

•*)  In  gewisser  Beziehung  dem  verwandt  ist  die  Verwendung  einer  Gegen- 
batterie zur  Beseitigung  der  Rückströme,  wozu  M.  H  Jacob i  grosse  Platinelek- 
troden in  einem  Gefass  mit  verdünnter  Schwefelsaure,  Gaston  Planta  Bleielek- 
troden vorschlug  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  8.  II  und  13).  Ueber  Jacobi's  Gegen- 
batterie vgl.  auch  Üu  Moncel,  traüij  S.  354. 
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ist  zwischen  den  Platten  nnd  L  oder  zwischen  den  Platten  und  E  ein- 
geschaltet; ansserdem  ist  zwischen  L  nnd  E  noch  eine  znr  Erhöhung 
der  Geschwindigkeit  des  Telegraphirens  dienende  Widerstandsrolle  W 
eingeschaltet.  Der  ankommende  Strom  tritt  auf  der  Empfangsstation  mit 
allmälig  wachsender  Stärke  auf  und  verzweigt  sich  theils  nach  den  La- 
dungsplatten,  theils  durch  W  zur  Erde;  hat  mit  vollständiger  Ladung 
der  Platten  die  Stromstärke  ihr  Maximum  erreicht,  so  hört  der  Zweig- 
stTom  durch  das  Relais  auf;  wenn  auch  der  Strom  in  der  Leitung  fort- 
dauert. Wird  auf  der  gehenden  Station  der  Strom  umgekehrt,  so  senden 
die  sich  entladenden  Platten  einen  Strom  von  entgegengesetzter  Richtung 
durch  das  Relais.  Bei  der  zweiten  Methode  schliesst  ein  Elektroscop, 
dessen  heide  Pole  durch  eine  Widerstandsrolle  verbunden  sind,  beim 
Wechsel  der  Stromstärke  die  Localbatterie.  Bei  der  dritten  Methode 
ist  die  äussere  (primäre)  Windung  einer  Inductionsspule  mit  der  Lei- 
tung L  und  der  Erde  E  verbunden,  während  der  Empfangsapparat  R  in 
die  innere  (secundäre)  Windung  eingeschaltet  ist  und  somit  bei  jedem 
Auftreten  oder  Verschwinden,  Zu-  oder  Abnehmen  eines  Stromes  in  der 
äusseren  Windung  von  einem  Inductionsstrome  durchlaufen  wird.  Der 
Eisenkern  der  Inductionsspule  besteht  aus  einem  Bündel  Eisendrähten, 
welche  4  Mal  so  lang  sind,  als  die  Spule,  worauf  die  äusseren  und  inneren 
Windungen  aufgewickelt  sind;  diese  Eisendrähte  sind  umgebogen,  so 
dass  sie  die  ganze  Spule  wie  eine  Büchse  umschliessen.  Bei  der  vierten 
Methode  hat  das  Relais  zwei  Windwngen  von  verschiedener  Länge  und 
verschiedener  Windungszahl;  die  erste  Umwickelung  habe  z.  B.  halb  so 
viel  Widerstand  und  halb  so  viel  Windungen,  als  die  zweite,  und  es 
sei  ein  Elektromagnet  und  eine  Inductionsspule  vorhanden,  dessen  Wider- 
stand dem  der  zweiten  Umwickelung  gleich  ist.  Wird  nun  die  erste 
Umwickelung  mit  der  zweiten  und  zugleich  auch  mit  dem  Elektromagnet 
verbunden,  so  geht  jeder  Strom  ungetlieilt  durch  die  erste  Umwickelung 
und  verzweigt  sich  dann  zur  Hälfte  in  die  zweite  Umwickelung  und  zur 
anderen  Hälfte  in  den  Elektromagnet;  da  nun  der  Strom  in  der  ersten 
und  in  der  zweiten  Umwickelung  in  entgegengesetzter  Richtung  fliesst, 
so  .gleicht  sich  seine  magn.etisirende  Wirkung  aus  und  es  würde  folglich 
keine  Wirkung  im  Relais  auftreten,  wenn  nicht  das  Eisen  jenes  Elektro- 
magnetes  während  des  Magnetisirens  dem  Durchgange  des  Stromes  eine 
Art  Widerstand  entgegenstellte,  so  dass  der  Strom  in  der  zweiten  Um- 
wickelung etwas  mehr  als  die  Hälfte  beträgt  und  ein  Zeichen  auf  dem 
Relais  giebt.  —  Bei  der  fünften  Methode  umkreist  der  Strom  zwei 
Galvanometer  von  verschiedener  Grösse,  deren  Nadeln  sich  zwar  durch 
einen  gegebenen  Strom  nach  derselben  Richtung  bewegen  und  denselben 
Ausschlag  erlangen,  aber  nicht  gleich  schnell.  Die  grössere  und  lang- 
samere hat  mehr  Umwickelungen,  giebt  aber  keinen  grösseren  Ausschlag, 
da  ein  Theil  des  Stromes  in  eine  Widerstandsrolle  abgezweigt  J^t      Die 
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beiden  Galvanometer  bilden  ein  Relais;  ihre  Axen  liegen  vertical  über 
einander,  stehen  aber  nicht  in  metallischer  Verbindung;  die  eine  Axe 
trägt  eine  isolirte  Gabel,  bei  welcher  der  eine  Zinken  isolirt,  der  andere 
mit  einer  kleinen  Contactfeder  mit  Gold-  oder  Platin -Knöpfchen  versehen 
ist.  Wenn  -die  Nadeln  sich  nach  der  einen  Richtung  bewegen,  so  legt 
sich  die  Contactfeder  an  einen  von  der  Axe  der  anderen  Nadel  zwischen 
die  Gabelzinken  herabreichenden  Stab  und  schliesst  einen  Localstrom; 
bei  der  Bewegung  nach  der  anderen  Seite  wird  der  Kreis  des  Local- 
stromes  geöffnet.  Oder  es  hängt  von  der  Gabel  ein  Diaht  herab  in  einen 
halbkreisförmigen  mit  Wasser  gefüllten  Trog  und  zwischen  den  Gabel- 
zinken hängt  ein  zweiter,  gegen  die  Zinken  isolirter  Draht  herab  in  den 
Trog,  auf  dessen  Boden  ein  mit  dem  einen  Batteriepol  verbundener  Draht 
liegt;  der  andere  Batteriepol  ist  mit  der  einen  Nadelaxe  verbunden ,  von 
der  Mitte  der  Batterie  aber  geht  ein  Draht  durch  ein  (zweites)  Relais  nach 
der  zweiten  Galvanometeraxe.  Wenn  nun  der  Linienstrom  sich  in  dem 
einen  Sinne  ändert,  so  werden,  wegen  der  schnelleren  Bewegung  der 
kleineren  Nadel,  die  beiden  Drähte  in  der  Flüssigkeit  sich  einander 
nähern;  bei  einer  Aenderung  der  Stromstärke  im  entgegengesetzten  Sinne 
entfernen  sie  sich  von  einander.  Wurde  nun  die  Entfernung  der  Drähte 
im  Trog  entsprechend  gewählt  (mit  Zuhilfenahme  von  Widerstandsrollen), 
so  wird  in  den  genannten  beiden  Fällen  ein  Strom  nach  der  einen  oder 
nach  der  andern  Richtung  das  (zweite)  Relais  durchlaufen,  selbst  wenn 
der  Unterschied  in  der  Entfernung  d«r  beiden  Drähte  weniger  als  Vi^  Zoll 
beträgt.  Auch  hier  lassen  sich  mit  Vortheil  Inductionsplatten  anwenden. 
—  Wesentlich  einfacher  wird  die  Einrichtung,  wenn  man  blos  eine  Gal- 
vanometer-Nadel nimmt  und  mit  einem  daran  angebrachten  Arm  in  das 
Wasser  des  Trogs  tauchen  lässt;  ein  Ende  des  Trogs  ist  dann  durch 
die  primäre  Umwickelung  einer  Inductionsspule  hindurch  mit  dem  einen 
Pole  der  Batterie  verbunden,  während  der  andere  Pol  mit  der  Axe  der 
Nadel  in  Verbindung  steht;  in  die  secundäre  Umwickelung  der  Induc- 
tionsspule ist  ein  polarisirtes  Relais  oder  ein  anderer  Telegraphen- Apparat 
eingeschaltet.  Dreht  ein  Strom  die  Nadel  nach  der  einen  oder  anderen 
Seite,  so  wird  der  Widerstand  der  Wassersäule  grösser  oder  kleiner, 
deshalb  nimmt  die  Stromstärke  ab  oder  zu,  es  wird  also  ein  Strom  in 
der  einen  oder  anderen  Richtung  in  die  secundäre  Umwickelung  inducirt 
und  durchläuft  das  Relais«  —  Die  Einschaltung  der  Batterie  B  in  der  geben- 
den Station  kann  verschieden  sein,  doch  werden  auch  hier  Inductions- 
platten P  zwischen  Erde  E  und  Kabel  L  eingeschaltet,  und  deren  Spannung 
addirt  sich  beim  Umkehren  des  Stromes  zu  der  der  Batterie.  Solche  Ein- 
schaltungen zeigen  Fig.  3,  4  u.  5  auf  Taf.47  des  Polytechn.  Oentralblatts  vom 
J.  1803;  in  diesen  Figuren  sind  durch  H'Widerstandsrollen  angedeutet,  welche 
einen  schwachen  Strom  nach  dem  ersten  kräftigen  veranlassen  sollen;  dieln- 
ductionsrollen  (/in  Fig.  4)  sind  von  feinem  Draht,  enthalten  ein  Bündel  Eisen- 
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drahte  nnd  befordern  dieEntladung  des  Kabels,  indem  sie  nach  ihrer  vollstän- 
digen Magnetisirnng,  wenn  der  Strom  von  den  Platten  Paufhört,  den  Magnetis- 
mus verlieren  und  dabei  einen  entgegengesetzten  Strom  in  dieL^itungsenden. 
Der  Taster  mag  so  eingerichtet  sein,  dass  er  die  Leitung  behufs  der  Ent- 
ladung nach  jedem  Strom  kurze  Zeit  mit  der  Erde  in  Verbindung  bringt. 

Die  Contactfedem  an  dem  Eelaishebel  sind  nicht  einfache  flache 
Federn ,  sondern  sie  sind  mit  kleinen  kuglichen  Contactknöpfchen  aus 
Platin  versehen,  wodurch  die  Tendenz  zu  Vibrationen  wesentlich  ver 
mindert  ist.  Die  Federn  erhöhen  zugleich  die  Empfindlichkeit  der  Relais, 
da  sie  die  magnetische  Anziehung  zum  Theil  überwinden  und  so  das 
Haftenbleiben  verhüten.  Bei  dem  einen  Relais  läuft  der  Hebel  in  eine 
Feder  aus  und  hat  2  Contactschrauben  gegenüber;  erst  legt  sich  die  Feder 
auf  die  erste  und  dann  der  Hebel  selbst  an  die  zweite  Schraube.  —  Beim 
Betrieb  langer  unterseeischer  Leitungen  ist  es  meist  wichtig,  zu  wissen, 
wie  die  Zeichen  auf  der  Empfangsstation  ankommen.  Um  dies  zu  er- 
fahren, soll  eine  sogenannte  Prüfungsleitung  in  der  gebenden  Station 
angebracht  werden ;  so  dass,  wenn  Etwas  am  zeichengebenden  Apparate 
oder  die  Batterie  nicht  in  Ordnung  ist,  die  Prüfungsleitung  den  Gebenden 
unterrichtet,  was  von  seinen  Zeichen  wahrscheinlich  auf  der  Empfangs- 
station ankommt,  oder  ob  er  zu  schnell  telegraphirt.  Es  genügt,  dass 
der  in  die  Prüfungsleitung  gesendete  Strom  nur  Vio  '^^^  ^®^  Stärke  des 
Stromes  im  Kabel  hat.  —  Als  Isolator  wendet  Varley  zwischen  den  La- 
dangsplatten  mit  Paraffin  getränktes  Papier  an. 

c)  Die.Apparate  von  Edward  Brailsford  Bright 
in  Liverpool 
sind  zum  Telegraphiren  mit  gleich  langen  Strömen  von  wechselnder 
Richtung  bestimmt  und  wurden  am  13.  Januar  1858  patentirt  (Polytechn. 
Centralbl.  1859,  S.  368,  aus  London  Journal  October  1858,  S.  206).  Beim 
Loslassen  und  Niederdrücken  des  Tasters  dreht  sich  eine  excen irische 
Scheibe,  auf  welcher  Federn  aufschleifen,  allemal  durch  ein  Uhrwerk  mit 
Sperrvorrichtung  um  90°  und  unterbricht  dadurch  oder  schliesst  den  Strpm 
in  der  einen  oder  anderen  Richtung.  ^  Das  Relais  hat  2  Arbeitscontacto* 
an  die  sich  der  Hebel  anlegt,  um  den  Localstrom  zu  schliessen. 

d)    Die  Apparate  für  die  transatlantische  Linie  von 
Thomson  rfnd  Varley. 

Da  man  bei  dem  atlantischen  Tau  mit  Rücksicht  auf  die  Erhaltung 
desselben  auf  die  Benutzung  sehr  schwacher  galvanischer  Ströme  ange- 
wiesen war,  so  war  die  Anwendung  von  Apparaten  mit  Elektromagneten 
ausgeschlossen,  weil  bei  diesen  nur  durch  kräftige  Ströme  eine  ausreichende 
Mägnetisirun^  der  Eisenkerne  zu  erzielen  ist,  und  weil  zugleich  die  Er- 
zeugung und  das  Verschwinden  des  Elektromagnetismus  eine  merkliche 
Zeit   erfordert.     Die  Galvanometer   dagegen   lassen   sich  durch  Vcrmin- 
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derung  des  Nadelgewichtes  und  Vermehrnng  der  Umwindungen  beliebig 
empfindlich  machen.  Um  den  Nadelnusschlag  noch  deutlicher  wahraehmbar 
zu  machen;  griff  Professor  William  Thomson  in  Glasgow  1858  zu  dem 
bereits  1833  von  Gauss  und  Weber  in  Göttingen  benutzten  Spiegel- 
galvanometer*)  zurück.  Wirft  der  Spiegel  AB  (Fig.  53)  den  in  der 
Richtung  FTC  durch  einen  Schlitz  in  dem  mit  einer  Skala  versehenen 
Schirme  MM  normal  auffallenden  Strahl  der  Lampe  F  in  sich  selbst  zurück, 
so  muss  der  Winkel  FCE,  um  welchen  der  reflectirte  Strahl  CE  nach 
der  Drehung  des  Spiegels  in  die  Lage  A^  B^  von  dem  einfallenden  Strahle 
FC  abweicht,  doppelt  so  gross  sein,  als  der  Drehwinkel  AC  A^^  weil  dieser 
ja  eben  so  gross  ist,  als  der  Winkel  DCF^  um  welchen  das  Einfallsloth 
DC  jetzt  vom  einfallenden  Strahle  abweicht.  Der  Weg,  den  das  Spiegel- 
bild auf  der  Skala  zurücklegt,  ist  ausserdem  auch  noch  proportional  der 
Entfernung  des  Schirms  MM  oder  3/,  M,  von  dem  Spiegel  AB^  wodurch 
eine  weitere  Vergrösserung  desselben  möglich  ist.  Thomson  gab  nun 
seinem  Reflex-  oder  Spiegelgalvanometer  die  aus  Fig.  54  ersicht- 
liche Anordnung.  Das  mit  vielen  tausend  gut  isolirten  Windungen  eines 
feinen  Kupferdrahtes  versehene  Galvanometer  G  wird  mit  den  Draht- 
enden X  und  y  in  die  Leitung  eingeschaltet ;  in  der  Mitte  der  Rolle 
hängt  an  einem  feinen  Coconfaden  das  sehr  leichte  Magnetstäbchen  m, 
auf  dessen  Rücken  ein  kleines  Stahlspiegelchen  s  so  befestigt  ist,  dass 
die  Spiegelebene  mit  der  verticalen  Ebene  der  Nadel  m  zusammenfallt 
und  bei  der  Ruhelage  der  Nadel  in  dem  magnetischen  Meridian  liegt,  in 
welchen  auch  die  Drahtwindungen  eingestellt  werden.  Drei  Fuss  von  dem 
Spiegel  entfernt  steht  ein  Schirm  S  mit  einer  Spalte  T,  welche  sich  durch 
einen  Schieber  nach  Bedarf  verengern  lässt;  eine  dicht  hinter  dem  Schirm 
stehende  Lampe  F  wirft  ein  Lichtbündel  durch  die  Spalte  T  auf  die 
Sammellinse  L^  so  dass  das  Bündel  auf  dem  Spiegel  $  als  eine  helle  und 
scharfe  Lichtlinie  erscheint  und  als  solche  vom  Spiegel  auf  die  etwas 
höher  stehende  Latte  mit  Skala  MM  geworfen  und  in  einem  dunkeln 
Räume  dem  Auge  sichtbar  wird**).     So  lange  kein  Strom  in   den  Win- 


*)  Dasselbe  war  schon  von  Po^gendorff  zu  einem  hohen  Grade  der  Voll- 
kommenheit und  Genauigkeit  ausgebildet  und  von  Du  Bois-Reymond  In  Berlin 
in  der  Weise,  wie  es  jetzt  von  Thomson  geschieht,  bei  seinen  Vorlesungen  zum 
Sichtbarmachen  schwacher  Kerven-  und  Muskelströme  angewandt  worden;  auch 
Lamont  und  Wiedemann  haben  solche  Apparate  construirt,  letzterer  mit  mag- 
netisirtem  Spiegel  vor  etwa  16  Jahren. 

**)  Zum  Hervorrufen  der  überraschenden  Leistungen  dieses  Galvanometers 
reicht  ein  gewöhnlicher  Multiplicator ,  auf  dessen  Nadel  ein  etwa  einen  halben 
Quadratzoll  grosses  Glasspicgelchen  mit  Wachs  befestigt  ist,  völlig  aas,  wenn 
man  nur  eine  recht  intensive  Gas-,  Petroleum-  oder  Oellampe  und  eine  ziemlich 
grosse  Condensatorlinse  von  etwa  sechs  Zoll  Brennweite  anwendet,  dabei  aber 
durch  Einschliessen  der  Lampe  in  einen  mit  einer  Spalte  versehenen  Bleehkasten 
alles  Seitenlicht  von  der  mit  weissem  Papier  überzogenen  Latte  abhält. 
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duDgen  von  G  die  Nadel  tn  nmkreist,  etebt  dieselbe  im  magnetiscben  Meri- 
dian und  die  belle  Licbtlinie,  der  Licbtzeiger  (index  lighl)  siebt  im 
Nullpunkte  der  Skala.  Gebt  ein  Strom  durcb  den  Multiplicator  G,  so 
wird  die  Nadel  mit  dem  Spiegel  abgelenkt  und  der  Licbtzeiger  scbreitet 
dabei  auf  der  Skala  um  den  doppelten  Winkel  nacb  recbts  oder 
links  fort. 

In  den  Fig.  55  und  56  ist  das  Instrument  in  der  Form  abgebildet, 
wie  es  praktiscb  angewandt  wird.  (Dingler's  Journal  181,  S.  420  aus 
Engineer^  Juni  1860,  S.  447).  Das  Magnetstäbeben,  wegen  seiner  Klein- 
heit in  der  Zeicbnung  kaum  zu  erkennen,  ist  einen  balben  Zoll  lang, 
einen  Zehntel  Zoll  breit  und  einen  Zehntel  Zoll  dick;  das  damit  verbun- 
dene kreisrunde  Glassilberspiegelcben  ist  nur  einen  Zweihundertstel  Zoll 
dick,  beide  zusammen  wiegen  nur  ein  Zweiundzwanzigstel  preussisches 
Loth;  Spiegel  und  Magnet  können  übrigens  so  zart  gearbeitet  werden, 
dass  ihr  Gesammt^e wicht  nicht  mehr  als  1^^  Grains  (ein  Einhundertsech- 
zigstel  preussisches  Loth)  beträgt  und  derartige  Apparate  sind  von 
Thomson  bereits  ausgeführt  worden.  Das  Magnetstäbchen  besteht  dann 
aus  einem  kleinen  Stück  einer  sehr  feinen  Uhrfeder  und  das  Spiegelchen 
aus  einem  der  dünnsten  Mikroskopdeckgläschen,  welches  auf  der  einen 
Seite  chemisch  versilbert  ist.  Die  Multiplicatordrähte  G  sind  in  mehrere 
Rollen  vertheilt  und  so  in  Gruppen  angeordnet,  dass  man  je  nach  Be* 
dtirfniss  das  Instrument  für  schwache  oder  starke  Ströme  anwenden  kann. 
Sie  sind  mittels  Platten  von  Hartkautschuk  an  dem  Gehäuse  D  befestigt. 
In  der  Mitte  derselben  ist  die  Magnetnadel  mit  ihrem  Spiegelchen  an 
einem  Coconfaden  aufgehängt,  und  dicht  davor  befindet  sich  die  kloine 
Sammellinse,  deren  Brennpunkt  beinahe  im  Spiisgel  liegt.  Das  luftdicht 
schliessende  Gehäuse  D  hält  jede  störende  Einwirkung  von  Luftströmun- 
gen auf  die  Nadel  fem.  Ein  gekrümmter  Stahlmagnet  NS  ist  au  der 
Aufhängeröhre  p  mittels  eines  eigenen  Halters  so  befestigt,  dass  er  mittels 
der  Mikrometerschraube  v  verrückt  und  eingestellt  werden  kann,  bis 
er  auf  die  Nadel  so  einwirkt,  dass  in  dessen  Ruhelage  das  von  der  Mitte 
des  Spiegels  refiectirte  und  ebenfalls  durch  die  Linse  zurückgehende  Licht 
auf  dem  Nullpunkt  der  Elfenbeinskala  MM  einspielt.  Der  Rahmen  R 
hält  jede  weitere  Verbreitung  des  Lampenlichtes  von  dem  Telegraphcn- 
apparate  ab,  so  dass  der  Licbtzeiger  E  scharf  auf  der  dunkeln  Skala  MM 
hervortritt.  Thomson  hat  übrigens  die  Absicht,  die  Skala  so  anzu- 
ordnen, dass  die  telegraphischen  Signale  auf  photographischem  Papiere 
gleich  fizirt  werden  (^Engineer,  Juli  1866,  S.  2).  Zur  Erzielung  der  er- 
forderlichen Empfindlichkeit  ist  das  ganze  Instrument  auf  einem  gegen 
alle  seitlichen  Erschütterungen  geschützten  und  gemauerten  Steinpfeiler 
in  einem  dunkeln  Zimmer  aufgestellt,  welches  nur  für  den  mit  dem 
Empfange  der  Depeschen  beauftragten  Beamten  zugänglich  ist.  Dieser 
Beobachter  sitzt  hinter  dem  Galvanometer,    den  Blick   unverwandt  auf 
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den  Lichtzeiger  gerichtet,  der  je  nach  der  Stromwirkung  auf  der  Elfen- 
beinskala rechts  oder  links  ausschwingt. 

Soll  das  Instrument  als  Marinegalvanometer  dienen  (Schellen, 
das  atlant.  Kabel^  S.  144) ,  so  dürfen  die  Schwankungen  des  SchifiFs  die 
Stellung  des  Spiegelchens  gegen  die  Skala  nicht  ändern.  Deshalb  wird 
das  Magnetstäbchen  vermittelst  eines  Coconfadens  sowohl  oben  als 
unten  an  das  die  Drahtwindungen  tragende  HolzrShmchen  ^^^  befestigt 
und,  wie  Fig.  57  zeigt,  in  der  Mitte  der  Multiplicatorwindungen  einge- 
spannt. Der  Coconfaden  muss  genau  durch  den  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt  des  Magnetstäbchens  und  des  Spiegelchens  gehen,  so  dasg 
letzteres,  wenn  der  Multiplicatordraht  gedreht  oder  geneigt  wird,  seine 
Lage  zu  der  Skala  und  zu  dem  darauf  erscheinenden  Lichtzeiger  unver- 
ändert beibehält.  Der  Einfluss  der  Schwere  der  Erde  wird  hierdurch 
aufgehoben,  und  der  Magnet  behält  unter  allen  Stellungen  des  Instrumentes 
dieselbe  verhältnissmässige  Lage  zu  der  Skala,  welche  mit  ihm  auf  dem- 
selben Tischbrette  befestigt  ist.  Femer  muss  der  Einfluss  des  Erdmag- 
netismus auf  den  Magnet  aufgehoben  werden,  indem  man  den  Multipli- 
catordraht nebst  Magnet  und  Spiegelchen  in  eine  Büchse  von  starkem, 
weichem  Eisen  einschliesst  und  zugleich  im  Innern  dieser  Büchse  einen 
massig  starken  Stahlmagnet  NS  in  Hufeisenform  so  aufstellt,  dass  seine 
beiden  Pole  die  Drahtrollen  zwischen  sich  fassen.  Da  die  magnetische 
Wirkung  dieser  Pole  auf  die  Magnetnadel  stärker  ist,  als  die  Eichtkraft 
der  Erde,  so  wird  letztere  dadurch  aufgehoben  und  die  Nadel  stellt  sieb 
in  der  Ruhelage  bei  allen  Stellungen  des  Instrumentes  in  die  Linie  SN, 
welche  die  Pole  des  Hufeisenmagnets  verbindet. 

Mit  einem  so  eingerichteten  Marinegalvanometer  lassen  sich  selbst 
bei  sehr  stürmischem  Wetter  auf  der  See  alle  Arten  galvanometrischer 
Messungen  eben  so  leicht  und  sicher  ausführen,  wie  auf  dem  Lande;  weder 
der  stets  wechselnde  Cours  des  Schiffs,  noch  die  hochgehenden  Wellen 
der  See  haben  auf  die  Ablenkungen  des  Lichtzeigers  irgend  einen  Einflnss. 
Der  seitliche  Hufeisenmagnet  beeinträchtigt  die  Empfindlichkeit  des  In- 
strumentes etwas;  bei  seiner  Anwendung  als  Schiffsgalvanometer  pflegt 
man  daher  auch  etwas  stärkere  Ströme  anzuwenden ,  als  es  sonst  erforder- 
lich ist. 

Bezüglich  der  Erzielung  eines  möglichst  schnellen  Telegraphirens 
einigten  sich  Thomson  und  Varley  dahin,  durch  einen  positiven  Strom 
d^n  Lichtzeiger  nach  rechts  abzulenken,  bei  Unterbrechung  desselben 
durch  einen  (etwas  stärkeren  oder  länger  andauernden)  negativen  den 
Lichtzeiger  nach  der  Ruhelage  zurückzuwerfen,  vor  Erreichung  der- 
selben aber  ihn  zur  Verhinderung  von  lebhafteren  Schwingungen  durch 
einen  dritten  (kürzeren  oder  schwächeren)  positiven  Strom  aufzuhalten, 
darauf  die  vom  dritten  Strom  herrührende  Ladung  durch  einen  vierten 
poch  kürzeren   negativen  Strom  zu  beseitigen  und   endll^ä^^^h   einen 
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ffinften  ganzkurzen  positiven  Strom  die  Nadel  in  der  Ruhelage  znm  Stillstand 
za  bringen.  Nach  Versuchen  an  dem  im  Great  Eastem  liegenden  Kabel 
mussten  sich  die  Ströme  der  Dauer  nach  wie  +100:  — 156:+80:— 32,5:  +  26 
verhalten.  Diese  fünf  Ströme  geben  ein  einfaches  Signal  oder  ürzeichen. 
Aus  den  positiven  ui^d  negativen  Ürzeichen  (Ablenkung  nach  rechts  und 
links)  kann  man  Gruppen  zur  Bezeichnung  der  Buchstaben  und  Ziifern  bilden. 
Bei  dem  atlantischen  Kabel  dagegen  verwandte  man  nicht  positive  und  ne- 
gative, sondern  Ürzeichen  mit  gleichsinnigen,  aber  verschieden  grossem 
Ausschlag  und  Hess  einen  Ausschlag  von  15°  einen  Morsestrich,  einen 
Ausschlag  von  20°  einen  Morsepunkt  bezeichnen.  Ausserdem  kam  bei 
der  atlantischen  Telegraphie  der  Signalcodex  des  englischen  Capitains 
F.  J.  Bolton  (Dingler's  Journal  183,  S.  337  aus  Genie  indusiriel  Decbr. 
1866,  S.  316)  zur  Anwendung,  welcher  Marryat^s  Schiffscodex  in  einem 
gewissen  Grade  ähnlich  ist.  Von  seinen  5  Theilen  enthält  der  erste  auf 
den  Seiten  0—9  mit  den  Zeilen  0—9  die  Buchstaben,  Ziffern,  Interpunc- 
tionszeichen  und  Dienstphrasen ,  der  zweite  enthält  auf  den  Seiten  00—99 
mit  den  Zeilen  0—9  die  Silben  d(*r  englischen  Sprache,  der  dritte  auf  den 
Seiten  000—999  mit  den  Zeilen  0—9  häufig  vorkommende  Ortsnamen ,  die 
Monate,  Tage,  Stunden  und  Signale  für  commercielle ,  industrielle  und 
politische  Nachrichten,  der  vierte  auf  den  Seiten  0000—9099  mit  den  Zeilen 
0—9  die  Worte  der  englischen  Sprache  und  einige  Sätze,  der  fünfte  endlich 
auf  den  Seiten  00000—99999  mit  den  Zeilen  0—9  alle  bekannten  Ortsnamen 
und  eine  Reihe  von  Sätzen.  Bei  Benutzung  des  ersten,  zweiten,  dritten, 
vierten  oder  fünften  Theils  werden  Gruppen  von  je  2,  3,  4,  5  oder  6  Ziffern 
telegraphirt.  Die  Benutzung  dieser  5  Codices  soll  die  Geschwindigkeit 
des  Telegraphiren s  um  100%  erhöhen. 

Den  von  Thomson  und  Varley  angegebenen  Zeichengeber  zum 
Hervorbringen  positiver  und  negativer  Ürzeichen  machen  die  Fig.  58—04 
anschaulich  (vgl.  Dingler*s  Journal  181,  S.  423  aus  Engineer^  Juli  1866, 
S.  433).  Die  Hauptwelle  AA  wird  während  des  Telegraphirens  durch  ein 
Uhrwerk  in  dauernder  Umdrehung  erhalten;  auf  sie  ist  ein  hohler  Cylinder 
BB  lose  aufgesteckt,  welcher  in  einer  Keibuugsscheibe  D  endet;  durcU 
die  auf  ^.liegende,  sich  einerseits  gegen  die  auf  A  sitzende  Scheibe  7", 
andererseits  gegen  eine  auf  B  sitzende  Scheibe  L  anstemmende,  kräftige 
Spiralfeder  F  wird  D  unter  Vermittelung  einer  geölten  Lederscheibe  an 
die  auf  A  befestigte  Scheibe  C  angepresst;  daher  wird  C  den  Cylinder 
B  mitnehmen;  so  lange  D  sich  frei  bewegen  kann  ^  d,  h.  so  lange  sich  nicht 
der  zweimal  rechtwinkelig  gebogene,  durch  eine  Feder  auf />  aufgedrückte, 
um  die  Axe  cc  drehbare  Sperrarm  G  in  die  Nuth  p  (Fig.  62)  am  Umfang 
von  D  einlegt.  Wird  eine  der  Tasten  P,  oder  P,  auf  den  darunter  befind- 
lichen Stempel  niedergedrückt  und  gleich  wieder  losgelassen,  so  hebt  sie 
zunächst  G  von  D  ab  und  geht  dann  durch  die  Wirkung  einer  Feder  gleich 
wieder  in   die  Buhelage  zurück ;  dadurch  ist  aber  B  frei  ge^rdeiL^  und 
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kann  A  während  einer  Umdrehung  folgen,  his  sich  G  wieder  in  die  Nuth 
p  einlegt.  Nun  sitzen  aber  auf  B  noch  2  unter  den  Federn  fi  und  f^ 
liegende,  sectorförmig  ausgeschnittene  parallele  Scheiben  L  und  M  (Fig.  59 
und  60) ;  L  mit  3  Ausschnitten  liegt  unter  /*t ,  M  mit  2  Ausschnitten  unter  /*!, 
und  zwar  sind  diese  beiden  Scheiben,  wie  Fig.  61  zeigt,  so  gestellt,  dass 
die  massiven  Sectoren  der  einen  den  Iceren  der  andern  gegenüberstehen; 
nur  wenn  beide  Federn  ^  und  /i  i^i  dem  leeren  Ausschnitte  6  ruhen, 
stehen  demnach  beide  Federn  tief;  sonst  ist  die  eine  gehoben  und  die 
andere  gesenkt  und  dabei  tritt  die  gehobene  mit  einer  der  oberen  Con- 
tactfedern  v^  oder  v^^  die  gesenkte  mit  einer  der  unteren  Contactfedem 
F,  oder  F,  in  Berührung;  diese  Contactfedem  haben  Platincontacte;  die 
Feder  /",  steht  mit  der  Kabelklemme  AT,  die  Feder  /",  mit  der  Erdleitung  E 
in  Verbindung.  Die  Tasten  -P,  und  Pt  sind  unabhängig  von  einander  in 
den  Lagern  m^ ,  m^  und  m,  drehbar,  heben  mit  ihrem  hintern  £nde  den 
Sperrarm  G^  mit  dem  vordem  Ende  dagegen  wirken  sie  auf  die  beiden 
metallenen  Arme  z,  und  z,  des  Hebels  des  Commutators  (Fig.  63);  diese 
Arme  sitzen  an  einer  um  die  Axe  kk  drehbaren  Scheibe,  sind  aber  gegen 
einander  isolirt  und  mit  je  einem  Pole  der  Telegraphirbatterie  h  leitend 
verbunden;  die  Arme  z^  und  z^  schleifen  federnd  auf  den  Contactstücken 
Ol  und  0,,  u,  und  u^  des  Commutators,  von  denen  o,  und  Ox  unter  sieb 
verbunden,  aber  gegen  die  ebenfalls  unter  sich  verbundenen  u^  und  u, 
isolirt  sind;  letztere  beide  stehen  durch  den  Draht  r  mit  den  Contact- 
fedem p,  und  »t,  erstere  durch  den  Draht  q  mit  den  Federn  F,  und  F, 
in  Verbindung.  Wird  die  Taste  P,  niedei gedrückt,  so  kommt  r,  mit  o, 
und  Zg  mit  t/,,  wird  P^  niedergedrückt,  so  kommt  z,  mit  u^  und  z,  mit  o^ 
in  Berührung;  im  ersteren  Falle  geht  der  positive,  im  anderen  der  negative 
Strom  von  h  über  v^  und  L  in  das  Kabel  K. 

Die  Vorgänge  beim  Telegraphiren  sind  nun  leicht  zu  übersehen. 
Stehen  beide  Tasten  in  der  Ruhelage,  so  liegt  G  in  der  Nuth  p  und 
verhindert  B,  die  Drehung  von  A  mitzumachen,  fx  und /i  liegen  in  den 
Ausschnitten  6^  daher  ist  die  Batterie  b  nicht  geschlossen,  aber  das  Kabel  A' 
gteht  durch  f^  und  /",,  Fj  und  F,  mit  der  Erde  E  in  Verbindung  und 
ein  ankommender  Strom  kann  auf  dem  Galvanometer  ein  Zeichen  hervor- 
bringen. Wird  die  Taste  P^  niedergedrückt  und  so  G  gehoben,  z^mitM^ 
und  Zt  mit  o,  in  Berührung  gebracht,  so  macht  B  eine  Umdrehung  mX  Ä: 
dabei  schleift  erst  f%  auf  1  in  Z  und  kommt  mit  v^ ,  f^  aber  gleichzeitig  mit 
F|  in  Berührung  und  der  positive  Strom  geht  von  b  aus  über  A,  Zf,  u, ,  t^ 
und  r ,  Vt  und  /*,  nach  K-^  gleich  darauf  schleift  /",  auf  2  in  ilf  auf,  tritt 
mit  Vj,  /,  aber  mit  F,  in  Berührung,  so  dass  jetzt  ein  negativer  Strom  von 
b  über  «t,  o,,  ^,  F,  und  /i  nach  K  geht;  beim  weiteren  Drehen  des  Cylin- 
ders  B  kommen  dann  noch  die  Sectoren  3  in  Z ,  4  in  ^  und  5  in  X  der 
Reihe  nach  unter  die  Federn  f^  und  /",,  wodurch  noch  ein  positiver, 
darauf  ein  negativer  und  endlich  noch  ein  positiver  Strom  in  das  Kabel. 
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gesendet  wird.  Endlich  fällt  G  wieder  in  die  Nntb  p  nnd  nun  kann  ein 
neues  Zeichen  abgesendet  werden,  was  dem  Telegrapliisten  durch  den 
Ton  bemerklich  gemacht  wird,  den  eine  von  der  Nase  einer  auf  dem 
Cjlijider  B  sitzenden  Scheibe  (Fig.  64)  abspringende  Stahlfeder  erzeugt. 
Beim  Niederdrücken  der  Taste  -P,  ist  der  Vorgang  ganz  ähnlich,  nur  sind 
u  und  0  jetzt  mit  anderen  Polen  von  b  verbunden,  daher  haben  alle  Ströme 
jetzt  das  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Dass  die  auf  einander  folgenden 
Ströme  die  richtige  Dauer  haben ,  bewirken  die  genau  abgemessenen 
Längen  der  Ausschnitte.  Nach  jedem  Urzeichen  tritt  das  Kabel  mit  der 
Erde  in  leitende  Verbindung.  Die  Hauptwelle  A  kann  100—200  Umdre- 
hungen in  1  Minute  machen;  bei  Zusammenstellung  der  Buchstaben  und 
Ziffern  aus  2  Urzeichen  sind  durchschnittlich  3,7  Urzeichen  zu  je  einem 
Buchstaben  erforderlich;  bei  100 Umdrehungen  kann  man  daher  in  1  Minute 
27  Buchstaben  (=  5,4  Worte)  telegraphiren ;  in  der  That  telegraphirt  man 
6—10  Worte  in  1  Minute  (vgl.  auch  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  11,  S.  72  und  73). 

Der  vorstehend  beschriebene  Apparat  lässt  sich  auch  leicht  dahin 
abändern,  dass  beim  Niederdrücken  der  einen  oder  der  andern  Taste  ein 
Strom  von  demselben  Vorzeichen,  aber  von  verschiedener  Stärke  in  das 
Kabel  gegeben  wird.  Da  der  Strom  auch  auf  der  Abgangsstation  durch 
das  Galvanometer  geht,  so  bewegt  sich  hierbei  der  Lichtzeiger  beim  Geben 
vom  Nullpunkt  aus  auf  der  einen,  beim  Empfangen  von  Zeichen  auf  der 
andern  Seite  der  Skala. 

Die  angewandte  Batterie  besteht  aus  20  Daniell*schen  Elementen, 
deren  Zinkzellen  blos  mit  Wasser  gefüllt  sind,  indem  die  durch  Zersetzung 
des  Kupfervitriols  sich  bildende,  zur  Leitung  des  Stromes  erforderliche 
Schwefelsäure  von  selbst  zur  Zinkzelle  übergeht;  doch  gelang  es  sogar 
durch  die  zu  einem  Stromlauf  vereinigten  Taue  von  1865  und  1866  mittels 
eines  Stromes  zu  telegraphiren,  den  man  erhielt,  indem  man  in  einen 
silbernen  Fingerhut  verdünnte  Schwefelsäure  goss  und  2  Stückchen  Zink 
und  Kupfer  in  die  Flüssigkeit  tauchte  (^Les  Mondes  XII,  S.  270). 

IV.   Die  Legung  des  atlantischen  Telegraphentaues 
zwischen  Irland  und  Neufundland. 

Eine  eingehende  Schilderung  der  Vorkommnisse  bei  den  3  ersten 
atlantischen  Kabellegungen  in  den  Jahren  1857  und  1858  kann  hier  um  so 
eher  unterlassen  werden ,  als  diese  3  Unternehmungen  in  der  seitdem 
verflossenen  Zeit  wiederholt  eine  ausführliche  Besprechung  gefunden  haben. 
Die  Vorgänge  bei  dem  nach  gründlichen  Vorarbeiten  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver. 
3,  S.  175)  begonnenen  Unternehmen  d.  J.  1857  beschreibt  u.  A.  Dela- 
marche  in  den  Elementen  der  unterseeischen  Telegraphie  (deutsch  von 
Vichelmann,  Berlin  1859,  S  68  —  92)  sehr  ausführlich;  desgleichen 
Shaffner  im  telegraph  manual  (S.  622 — 634),  auch  in  Ding]  er 's  Journal 
(146,  S.  104 — 114)  findet  sich  eine  längere  Mittheilung  darüber  aus  dem 
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Civil  Engineer  and  ArchilecCs  Journal  (August  1857,  S.  245),  dem  Cosmos, 
revue  encyclopedique  (August  1857)  und  dem  Mechanics'  Magazine  (29.  Augast 
1857);  ähnlich  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  (4,  S.  233).  Das  Tau  riss 
jedenfalls  in  Folge  zu  starker  Bremsung  der  Auslegmaschine.  Nach  yer- 
besserungen  der  Auslegmaschine  durch  VVm.  E.  Everett,  Appold  und 
Charles  Bright,  nach  den  umfänglichen  Versuchen  des  Prof.  Thomson 
über  die  Leitung  des  Rupferdrahtes  und  nach  der  Erfindung  des  Spiegel- 
galvanometers und  des  Marinegalvanometers  im  März  und  April  1858, 
schritt  man  zu  den  beiden  Versuchen  des  Jahres  1858,  deren  erster  mit 
dem  Keissen  des  Taus  endete,  während  der  zweite  auf  kurze  Zeit  eine 
telegraphische  Verbindung  zwischen  Europa  und  Amerika  herstellte.  Die 
Ursachen  des  Misslingens  und  die  Wahrscheinlichkeit  des  endlichen  Ge- 
lingens bespricht  Maury  im  Civil  Engineer  and  Ar  eh.  Journal  (1859,  S.  221 
und  320),  Siemens  in  Dingler's  Journal  (151,  S.  380;  gegen  Mohr,  Bd. 
150,  S.  285),  Varley  und  Henleyin  Shaffner's  ielegraph  manual  (S.  637 
bis  G47);  vgl.  auch  Schellen,  das  atlantische  Kabel  (S.  40— 60).  Der 
1858  mit  verwendete  Rest  des  l'aus  von  1857  war  schlecht  isolirt,  während 
seiner  Verfertigung  nicht  gründlich  geprüft  worden  und  hatte  inzwischen 
mehrere  Monate  trocken  und  nicht  kühl  genug  gelegen;  trotzdem  ward 
er  ohne  durchgreifende  Ausbesserung  und  in  einer  nach  Mau  ry  ^s  Erfahrun- 
gen günstig  gewählten  Zeit  versenkt;  die  Bisse  in  der  Guttapercha  er- 
zeugten Stromverluste,  man  griff  daher  zu  immer  kräftigeren,  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Strömen*)  und  unter  dem  Einfluss  derselben 
ward  die  Oxydation  des  Kupferdrahtes  und  die  Zerstörung  des  Taus  bald 
eine  vollständige.  Alle  Versuche  der  Wiederherstellung  waren  vergeblich. 
Das  Unternehmen  hatte  der  Gesellschaft  370029  Pfd.  St.  (nach  einer  an- 
deren Angabe  1350000  Pfd.;  D.  Ind.-Ztg.  1866,  S.  449)  gekostet,  obgleich 
die  englische  und  amerikanische  Regierung  die  2  Auslegschiffe  und  ihre 
3  Begleitdampfer  unentgeltlich  dazu  hergegeben  hatten. 

Die  zur  Verbindung  Europas  und  Amerikas  gewählte  Linie  hatten 
die  Sondirnngen  als  eine  sehr  günstige  erkennen  lassen.  Von  Irland 
bis  11°  15'  westlich  von  Greenwich  ist  der  Meeresboden  sandig  und  die 
Tiefe  nimmt  allmälig  bis  19  Faden  zu,  bei  12"^  ist  felsiger  Boden  in  200 
Faden  Tiefe,  von  da  bis  13"  15'  schlammiger  mit  durchschnittlich  400  Faden 
Tiefe;  die  sandige  Ebene  zwischen  13"  30'  und  14*^  30'  liegt  im  Mittel 
200  Faden,  der  felsige  Boden  unter  14°  48'  550  Faden,  der  schlammige 
unter  15°  6'  1750  Faden  tief  (irischer  Abhang,  mit  der  stärksten  Nei- 
gung).   Zwischen  dem  irischen  Abhang  und  dem  45°  wechseln  die  Tiefen 


*)  Die  tclegraphlsche  Verbindung  zwischen  den  beiden  das  Tau  auslegenden 
Schiffen  ward  durch  2  sogenannte  Sandbattcrien  unterhalten,  welche  aus  240  Paaren 
Zink-  und  Kupferplatten  von  14  Quadralzoll  Oberfläche  bestanden;  diese  Platten 
waren  in  verdünnte  und  zum  Schutz  gegen  das  Verschütten  mit  Sägemehl  ange- 
machte Schwefelsäure  eingesetst. 
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mit  sanften  üebergängen  zwischen  1450  und  2400  Faden  (Maury:  Tele- 
graphenplateau), sind  also  wesentlich  geringer,  als  anderwärts  im 
atlantischen  Ocean.  Zwischen  45"  2ä'  und  45°  45'  nimmt  die  Tiefe  von 
2225  auf  1450  Faden  ab.  Fig.  67  zeigt  den  Verticalschnitt  des  Telegra- 
phenplateaus; die  Länge  und  Breite  der  Punkte,  deren  Tiefe  in^Taden  ein- 
geschrieben ist|  ergiebt  sich  leicht  aus  der  zugehörigen  Fig.  05.  Den 
zwischen  A  und  B  gelegenen  irischen  Abhang  zeigt  Fig.  66  in  etwas  ge- 
ringerer Vergrösserung  der  Tiefen. 

Da  die  gerade  Entfernung  von  St.  Johns  auf  Neufundland  bis  zur  Insel 
Valentia  1640  englische  (=  350  deutsche)  Meilen  beträgt,  so  hatte  mau 
2500  Meilen  Tau  zur  Hälfte  bei  Glass  und  Co.  in  Greenwich,  zur  Hälfte 
bei  Newall  &  Co.  in  Birkenhead  anfertigen  lassen  und  1858  lieferte  Glass 
noch 000 Meilen  nach.  Das  in  Fig.21  (Taf.  I)  abgebildete  etwalOMillim.Uicke 
Tau  hatte  einen  2  Millim.  dicken  Strang  von  7  Kupferdrähten,  von  denen 
6  um  den  7.  gewunden  waren,  darüber  3  Lagen  Guttapercha,  welche  zu- 
sammen 2  Millim.  dick  waren,  dann  eine  Lage  aus  fünf  Fäden  Hanfgarn, 
getränkt  mit  einer  Mischung  von  V^g  Stockholmer  Theer,  Via  Pech,  %, 
gekochtem  Leinöl  und  Via  göwöhnlichem  Wachs;  die  18  Litzen  der  Schutz- 
hülle bestanden  aus  je  7  Holzkohlen  Eisendrähten  Nr.  22  (2  Millim.  Dicke). 
Das  von  der  letzten  Maschine  ablaufende  Tau  wurde  durch  eine  heisse 
Mischung  aus  Theer,  Pech  und  Leinöl  gezogen.  Das  Gewicht  einer  Meito 
betrug  1  Tonne,  nämlich  das  Kupfer  93  Pfd.,  die  Guttapercha  237  Pfd.,  die 
Garnhülle  2  Centner,  die  Schutzhülle  15  Centner,  der  äussere  Ueberzug 
von  Pech  16  Pfd.;  im  Wasser  wog  es  13,4  Centner;  seine  Festigkeit  be- 
trug 3,25  Tonnen,  d.  h.  nahe  70  Kilogramm  auf  1  Quadratcentimeter.  Die 
Eisendrähte  liefen  aus  Versehen  bei  der  einen  Hälfte  rechts,  bei  der 
anderen  links  herum.  Die  Küstenenden  hatten  eine  doppelte  Hanflage 
und  12  Eisendrähte  von  7  Millim.  Dicke,  nach  dem  Tiefseetau  zu  aber 
verjüngte  es  sich  bis  zur  Stärke  des  letzteren. 

Im  Jahre  1865  wurde  das  zum  Tau  zu  verarbeitende  Material  von 
der  dazu  niedergesetzten  wissenschaftlichen  Commission  (Galton,  Fair- 
bairn,  Wheatstone,  Thomson,  Whitworth)  geprüft;  es  wurden  dem- 
nach über  120  verschiedene  Probetaue  angefertigt,  vorwiegend  Abände- 
rungen des  Constructionsprincips ,  welches  von  der  Commission  bereits 
unter  den  in  Folge  eines  öffentlichen  Ausschreibens  eingelieferten  Tau- 
proben ausgewählt  worden  war.  Als  Preis  für  das  2300  Seemeilen  lange 
Kabel  waren  700000  Pfd.  Sterl.  festgesetzt  und  für  den  Fall  des. Gelingens 
noch  137170  Pfd.  in  alten  ungarantirten  Actien  der  Atlantic  Telegraph 
Company;  jedoch  betheiligten  sich  Glass  und  Co.  selbst  mit  315000  Pfd  , 
da  1864  erst  285000  Pfd.  gezeichnet  waren.  Fig.  22  zeigt  das  Tau;  der 
Kupferstrang  war  in  Chatterton's  Masse  gehüllt,  sonst  wie  1858,  nur  wog 
die  Seemeile  nicht  107,  sondern  300  Pfd.;  Drahtdicke  Nr.  18;  Strangdicke 
fast  4  Millim.;  Gewicht  der  4  Lagen  Guttapercha,  welche  mit  Chatterton's 
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Mischung  abwechselten,  400  Pfd.  (1858  nur  36l);  die  Schutzhülle  bildeten 
10  EiBendrahte  (homogenous  iron)  Nr.  13  aus  We.bster.und  Horsfairs 
Werken  zu  Killmarsh  hei  Sheffield";  jeder  dieser  Drähte  war  mit  fünf 
Strängen  aus  Manilla-Gam,  welches  mit  einer  conservireuden  Masse  ge- 
tränkt (gefheert)  war,  umgeben;  die  10  Drähte  wurden  spiralförmig  um 
den  mit  (nach  John  und  Edwin  Wright's  Patent)  Jute -Hanf,  der 
ebenfalls  mit  conservirender  Masse  (Catechulösung)  getränkt  war,  um- 
wickelten Kern  gelegt.  Gewicht  einer  Seemeile  in  der  Luft  357^  Centner, 
im  Wasser  14  Centner,  Zerreissungsfestigkeit  7  Tonnen  15  Centner,  d.  h. 
das  U  fache  seines  Gewichts  im  Wasser  für  1  Meile  (gegen  das  nicht 
ganz  5  fache  von  1858),  so  dass  es  bis  zu  11  Meilen  Wassertiefe  sich  selbst 
tragen  konnte  (Zeitschr.  d..Tel.-Ver.  11,  S.  74;  Mech.  Magaz,  XIII,  S.41). 
Vor  Umlegung  der  Hanf  hülle  prüfte  Willoughby  Smith  die  Leitung 
und  Isolation  im  Wasser  von  24®  C.  und  unter  sehr  hohem  Drucke;  als 
Minimum  des  Widerstands  der  Isolation  für  1  Seemeile  war  5700000  Ein- 
heiten von  Varley  (=  151,5  Millionen  Siemens 'scher  Einheiten)  fest- 
gesetzt. Das  Küstenkabel  hatte  als  Schutzhülle  12  Eisenlitzen  ans  je  3 
galvanisirten,  V4  Zoll  starken  Drähten  und  wog  bei  56  Millim.  Dicke 
20  Tonnen;  für  die  irländische  Küste  waren  27,  für  die  neufundländische 
3  Meilen  davon  vorhanden;  auf  den  letzten  1500  Fussgeht  seine  Dicke 
allmälig  in  die  des  Tiefseetaus  über.  Verbraucht  wurden  im  Ganzen 
25000  Meilen  Kupferdraht,  35000  Meilen  Eisendraht  und  400000  Meilen 
Hanfstränge.  Nachdem  das  Tau  auf  dem  Great  Eastem  eingeschifft  war, 
stellten  Thomson  und  Varley  am  12.  Juli  noch  eine  Reihe  Versuche 
damit  an,  wobei  mit  den  neuen  Apparaten  von  Varley  eine  Geschwin* 
digkeit  von  4,27  bis  5,7  Worten  in  1  Minute  erreicht  wurde.  Die  Legung 
leitete  Canning,  an  Bord  standen  die  Elektriker  der  Telegraph  Construc- 
tion  and  Mainlenarice  Company  unter  der  Oberleitung  von  de  Sauty,  wäh- 
rend Varley  und  Thomson  die  Oberleitung  über  die  Techniker  der 
Mlaniic- Telegraph-Company  hatten.  Die  Batterie  bestand  aus  40  Danieli- 
schen Elementen.  Die  Gesammtladung  des  Great  Eastem  schätzt  man 
auf  24000  Tonnen  (^Mech.  Magaz,  XIV,  S.  31).  Der  Lauf  des  Schiffs  ist 
aus  Fig.  65  ersichtlich,  von  /  bis  a,  doch  sollte  das  Tau  nicht  wie  1858 
am  fernsten  Ende  {Bull  arm)  der  Trinity-Bay,  sondern  in  dem  der  Tri- 
nity-Bay  45  Meilen  näheren  Hafen  von  Heart's  Content  gelandet  werden, 
ebenso  sollte  es  an  der  irischen  Küste  nicht,  wie  1858,  um  die  Insel  Va- 
lentia  bei  Doulus  Head  herum  nach  Ballycarberry  Strand  geführt  werden, 
sondern  die  Landungsstelle  war  bei  Bray  Head  an  der  gegen  Wind  und 
Wellen  sehr  geschützten  Foilhommerumbay  der  Insel  Valentia  gewählt 
worden.  Eine  ausführliche  Beschreibung  des  Verlaufs  der  ebenfalls  miss- 
glückten Legung  enthält  The  Allanlic  Telegraph  (London  1866,  S.  41  ff.). 
Am  23.  Juli  Abends  10 V4  Uhr,  als  schon  78V2  Seemeilen  Tau  abgelaufen 
waren,  zeigte  das  Galvanometer  einen  Fehler  im  Tau;  nachdem  10  Meilen 
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wieder  aafgewnnden  waren,  fand  man  einen  etwa  2  Zoll  langen  Eisen- 
draht im  Tan;  der  bis  auf  die  Enpferseele  reichte.  Beim  Pnnkt  g  (Fig.  tö), 
636  Meilen.  Yon  Yalentia,  kam  der  Qreat  Eastern  am  29.  Jnli  an,  nnd  es 
waren  schon  Tiefen  von  2400  Faden  überschritten  und  707  Meilen  Tan 
ausgelegt;  da  zeigte  sich  Nachts  1  Uhr  ^^dead  earth^^  nnd  abermals  musste 
das  Tan  aufgewunden  werden,  bis  Abends  IIV4  ^^'  ^^®  fehlerhafte  Stelle*) 
an  Bord  kam.  Am  30.  Juli  musste  abermals  ein  Stück  herausgeschnitten 
werden,  da  das  Tau  stark  beschädigt  wurde,  als  man  es  vom  Vordertheil, 
wo  es  beim  Aufwinden  zusammengelegt  worden  war,  nach  dem  Hinter- 
theil  auf  die  Auslegmaschine  brachte ;  erst  um  10  Uhr  ging  die  Fahrt  vom 
Punkt  hj  660  Meilen  von  Yalentia,  weiter.  Am  31.  Juli  Mittags,  bei  k, 
war  man  793  Meilen  von  Yalentia  entfernt  und  hatte  903  Meilen  Tau  ver- 
senkt. Am  2.  August  Morgens  8  Uhr  war  ein  Stück  Draht  im  Kabel 
mit  über  Deck  gegangen ;  dasselbe  war  aber  sicher  nicht  absichtlich  in's  Tau 
gesteckt,  sondern  aus  den  Hanfsträngen  hervorgesprungen,  rührte  also, 
wie  wahrscheinlich  auch  die  andern,  von  den  Schutzdrähten  her.  Beim 
Aufwinden  arbeitete  die  Aufwindemaschine  wegen  Wassermangel  in  den 
Kesseln  schlecht,  der  Qreat  Eastern  musste  daher  stillstehen,  um  das 
Tau  nicht  zu  überlaufen,  und  gerieth  dabei  in  eine  schiefe  Lage  gegen 
das  Tau;  dieses  legte  sich  über  den  vorstehenden  Band  des  äussersten 
F-Bades  am  Bug  und  verwickelte  sich  an  dem  eisernen  Yorsprunge  einer 
der  Klüsen  am  Yordersteven.  Zum  Schutz  des  Taues,  welches  durch  die 
heftige  Beibung  an  2  Stellen  beschädigt  wurde,  Hess  man  eine  Kette  mit 
einem  Drahtseil  hinab,  um  es  zu  halten  und  wieder  in  die  Binne  des 
Bades  zu  bringen ;  die  Aufwindemaschine  kam  wieder  in  Gang,  Tau  und 
Kette  gelangten  auf  das  Bad,  allein  in  schräger  Bichtung  gegen  dasselbe. 
Schon  war  die  erste  beschädigte  Stelle  an  Bord  gebracht;  da  sprang  das 
Dynamometer  plötzlich  noch  3V2  Zoll  über  60  Centner,  den  höchsten  Punkt, 
der  markirt  war.  Kette  und  Drahtseil  waren  aus  der  Binne  des  F- Bades 
über  dessen  Band  geschnappt  und  krachend  auf  ein  kleineres  Bad  herab- 
gefallen, wobei  das  TaU;  mit  dem  sie  noch  verbunden  waren,  einen  hef- 
tigen Bück  erlitt.  Noch  war  die  Maschine  in  Gang,  Tau  und  Drahtseil 
wurden  noch  aufgewunden,  ersteres  auf  eine  Trommel,  letzteres  auf  die 
Gangspille,  da  riss  das  Tau  kurz  vor  dem  Dynamometer  ab  und  bald 
war  es  im  Meere  verschwunden.  1213  Meilen  Tau  waren  versenkt  und 
der  Great  Eastern  befand  sich  (bei  Punkt  l)  unter  51°  25'  Breite  nnd  39° 
6'  Länge ,  über  einer  Tiefe  von  1950  Faden.  Der  bald  darauf  an  einem 
Drahtseile  von   10  Tonnen  Tragkraft  hinabgelassene  3  Centner  schwere 


*)  In  einem  Einschnitt  des  einen  Hanf  Strangs  fand  man  ein  das  ganze  Tan 
durchdringendes  Stück  Eisendraht  von  der  Dicke  der  äusseren  Drähte,  an  dem 
einen  Ende  rauh,  am  anderen  wie  mit  der  Beisszaoge  zugeschärft;  da  man  diese 
Beschädigung  f&r  eine  böswillige  und  absichtliche  hielt,  so  sprach  G annin g 
öffentlich  von  einem  erkauften  Kabelmörder. 
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Enterhaken  erreichte  den  Boden  erst  mit  2Ö<K)  Faden;  während  das  Schiff 
den  Anker  quer  über  die  Kabellinie  hin  nnd  her  schleppte,  stieg  die 
Spannung  des  Seils  bis  auf  80  Centner;  6  Uhr  40  Minuten  Morgens  begann 
man  das  Aufwinden  des  Hakens  mit  dem  Kabel  und  setzte  es  fort,  obgleich 
kurz  nach  9  Uhr  ein  Spurrad  der  Aufwindemaschine  brach,  allein*  um 
3  Uhr  20  Minuten  riss  einer  der  Ringe,  mittels  deren  die  100  Faden  langen 
Drahtseilstücke  verbunden  waren,  und  der  Haken  mit  1600  Faden  Seil 
sank  ins  Meer  zurück.  Wegen  des  eintretenden  Nebels  musste  der  nächste 
Versuch  bis  zum  7.  August  verschoben  werden;  2  Uhr  40  Minuten  ruhte 
der  Enterhaken  am  Boden  mit  2500  Faden  Seil;  am  nächsten  Morgen  7^ 
Uhr  waren  1500  Faden  (=  1  Meile)  Seil  aufgewunden ,  da  sprang  wieder 
ein  Ring  bei  seiner  dritten  Windung  auf  der  Gangspille.  Ein  am  10. 
hiu abgelassener  Enterhaken  fasste  das  Tau  nicht  und  ward  wieder  auf- 
gewunden.  Am  11.  ward  ein  Haken  mit  kürzerem  Stock  an  einem  ans 
1600  Faden  Drahtseil,  220  Faden  Hanfseil  und  510  Faden  Manillaseil  be- 
stehenden und  sorgfältig  geprüften  Seil  hinabgelassen,  fasste  das  Tan, 
beim  Aufwinden  stieg  der  Zug  einmal,  als  ein  Kettenglied  durch  die 
Maschine  ging,  bis  auf  106  Centner,  allein  0  Uhr  40  Minuten  Abends,  als 
765  Faden  aufgewunden  waren,  riss  wieder  ein  Glied. 

Das  Tau  von  1866  (Fig.  23)  wurde  in  denselben  Fabriken  verfertigt, 
wie  das  von  1865,  von  dem  es  sich  auch  nur  wenig  unterscheidet;  unter 
den  mit  5  Litzen  aus  weissem  Manillahanf  umwickelten  Eisendrähten  lag 
eine  Schicht  (mit  präservirender  Mischung  getränkter)  gewöhnlicher  Hanf. 
Gewicht  einer  Seemeile  in  der  Luft  31  Centner,  im  Wasser  14%  Centner, 
Festigkeit  162  Centner.  Die  beiden  Küstenenden  erhielten  eine  Schutz- 
hülle aus  12  einzelnen  Eisendrähten,  die  noch  mit  einer  präparirten  Hanf- 
lage überzogen  sind ;  an  der  irischen  Küste  ist  das  stärkste  Ende  8  Mei- 
len lang,  die  folgenden  8  Meilen  sind  etwas  dünner  und  dann  14  Meilen 
noch  dünner;  das  neufund ländische  Küstenende  ist  nur  5  Meilen  lang. 
Zu  dem  vom  vorigen  Jahre  verbliebenen  Reste  wurden  noch  1660  Meilen 
neu  gefertigt  und  im  Ganzen  27ä0  Seemeilen  verschifft,  wovon  1960  auf 
die  neue  Linie  und  etwa  700  auf  die  Ergänzung  der  alten  gerechnet 
wurden.  Vor  der  Abfahrt  des  Great  Eastern  wurde  noch  ein  sehr  stren- 
ger Versuch  mit  dem  Tau  gemacht.  In  der  Mitte  einer  Strecke  von 
1700  Meilen  wurde  das  Kabel  von  der  Eisenhülle  befreit,  die  Guttapercha 
auf  eine  Länge  von  einem  Fuss  herausgeschält  und  so  die  Kupferader 
blosgelegt;  das  Seilstück  wurde  dann  ins  Meer  geworfen  und  so  tief 
hinabgelassen,  dass  der  blosliegende  Kupferdraht  auf  dem  Meeresboden 
auflag.  Als  man  nun  durch  den  Draht  telegraphirte ,  wobei  der  Strom 
die  biosliegende  Drahtstelle  passiren  musste,  um  zum  anderen  Drahtende 
hinzugelangen,  erhielt  man  an  dem  Reflexgalvanometer  noch  immer  voll- 
kommen deutliche  und  lesSare  Zeichen,  obgleich  der  grösste  Theil  des 
Stromes  sicher  an  der  nicht  isolirten  Kabelstelle  direct  ins  Meer  und  in 
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die  Erde  ging  und  nnr  ein  kleiner  Bmcbtheil  desselben  das  Ende  der 
Leitung  nnd  das  Galvanometer  erreichte.  Vor  der  Auslegung  betrug  der 
Isolationswiderstand  7L3,  nach  der  Auslegung  2300  Millionen  Siemens- 
seber Einheiten  für  1  Knoten ;  die  Zunahme  ist  theils  auf  Rechnung  der 
Temperatur^  theils  auf  Bechnung  des  Druckes  zu  schreiben  (Dingler's 
Journal  182,  8.  71  aus  Mech.  Magaz.  XVI,  8.  81). 

Den  Great  Eastern  begleiteten  der  Dampfer  Medway,  der  Raddampfer 
Terribleund  die  Schraubendampfer  Albany  und  William  Corj.  Dem  Cap  itain 
Anderson  des  Great  Eastern  war  Capitain  Moriarty  zur  Anstellung  der 
astronomischen  Beobachtungen  beigegeben;  Canning  und  Clifford 
leiteten  das  Auslegen,  W.  Smith  und  Professor  Thomson  überwachten 
das  elektrische  Verhalten,  während  Varley  dies  an  der  irischen  Küste 
that.  Am  30.  Juni  12  Uhr  ging  der  Great  Eastern  von  Sheemess  die 
Themse  hinab,  in  der  er  an  mehreren  Stellen  den  Schlamm  aufrührte,  da 
er  32  Fuss  Tiefgang  hatte;  am  13.  Juli  traf  er  bei  Valentia  ein.  Während 
der  ganzen  Legung  (14. — 27.  Juli)  fand  nur  eine  einzige  Unterbrechung 
Yon  3  Stunden  statt;  als  nämlich  das  Tau  in  der  Nacht  vom  17.  Juli  vom 
hinteren  Tender  ausgelegt  wurde,  warf  es  vor  der  Auslegmaschine  zwei 
Schleifen,  die,  weil  die  Maschine  nicht  sofort  stillstand,  sich  zu  einem 
unentwirrbaren  Knoten  zusammenzogen;  in  weniger  als  1  Minute  wurde 
jedoch  das  Schiff  angehalten,  ein  Schaufelrad  gelöst  und  so  geschickt  ge- 
steuert, dass  das  vom  Stern  herabhängende  Tau  nicht  eine  zu  starke 
Spannung  auszuhalten  hatte;  'nach  etwa  2  Stunden  war  Alles  wieder 
in  Ordnung  und  die  Fahrt  ging  weiter.  Das  3  Meilen  lange  Küstenkabel 
wurde  vom  Medway  aus  mit  Hilfe  der  Boote  des  Terrible  Freitag,  den 
27.  Juli  4  Uhr  Nachmittags  gelandet  und  nach  einer  vollkommen  befrie- 
digenden elektrischen  Untersuchung  des  Taues  gab  Daniel  Gooch,  der 
Director  der  Telegraph  Construclion  and  Mainlenance  Company  an  Richard 
Atwood  Glass  das  erste  Telegramm  nach  Valentia*).  Darauf  wurden 
Begltickwünschungstelegramme  zwischen  der  englischen  Königin  und  dem 
Präsidenten  der  Vereinigten  Staaten  gewechselt.  Am  31 .  Juli  und  1.  August 
wurde  die  telegraphische  Verbindung  zwischen  Neufundland  und  dem 
amerikanischen  Festlande  durch  den  Albany  hergestellt  und  am  4.  August 
wurde  die  transatlantische  Linie  dem  Verkehr  übergeben. 

Behufs  Ergänzung  des  Taues  von  1865  musste  man  von  dem  Bruch- 
ende des  Taues  absehen,  weil  dieses  mit  den  Enterhaken  und  schweren 
Drahtseilen  vom  vorigen  Jahre  belastet  war.  Daher  wurden  aunächst 
in  der  Richtung  der  Taulinie  mehrere  Bojen  ausgelegt  und  dann  sollten 
3  Schiffe  in  gewissen  Entfernungen  von  einander  zugleich  nach  dem  Tau 


•)  W.  Smith  hat  die  während  der  Legung  zwischen  dem  Schiff  und  Valentia 
gewechselten  Telegramme  gesammelt  und  unter  dem  Titel  Great  Eastern  Telegraph 
1866  and  Test  roam  Ckronicle  als  Mannscript  drucken  lassen. 
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iischen.  Der  Alhany  fasste  am  12.  Angnst  das  Tan  nnd  hing  es  an  ein 
Bojentan  auf,  doch  sank  es  wieder,  weil  ein  Glied  der  Kette  riss,  welche 
die  Boje  mit  dem  Enterhakentau  verband.  Vergeblich  fischte  der  Great 
Eastem  am  13.  fünfzehn  Meilen  vom  Bruchende;  der  14.  nnd  15.  war  trab 
und  nebelig;  am  15.  Nachmittags  wurde  es  hell,  daher  Hess  man  den 
Enterhaken  3  Meilen  südlich  von  der  Boje  Nr.  2,  wo  der  Albany  aufge- 
stellt blieb,  hinab,  während  der  Medway  2  Meilen  weiter  westlich  fischte. 
Gegen  7  Uhr  hatte  der  Haken  des  Great  Eastem  das  Tan  erfasst;  als 
man  aber  anfing,  das  Tau  aufzuwinden  nnd  die  grösste  Boje  (von  70  Cent- 
ner Gewicht)  vom  Schiff  hinabgelassen  werden  sollte,  stiess  dieses  mit 
der  Boje  Nr.  1  zusammen,  da  es  bei  dem  wieder  eingetretenen  Nebel 
unbemerkt  von  einer  starken  Strömung  von  Ost  nach  West  getrieben 
worden  war.  Als  man  sich  von  der  Boje  frei  gemacht  hatte  und  Nachts 
1  Uhr  begann,  die  Kette  der  auszulegenden  grossen  Boje  mit* dem  in- 
zwischen um  1300  Faden  aufgehobenen  Enterhakentau  zu  befestigen,  um 
das  Kabel  schwebend  zu  erhalten,  verschwand  das  Kabel  wieder,  bevor 
die  Spleissung  des  Enterhaken-  und  Bojentaus  vollendet  war.  Am  16. 
4%  Uhr  Nachmittags  wurde  der  Enterhaken  6  Meilen  östlicher  2400  Faden 
tief  hinabgelassen,  fasste  um  7  das  Tau;  am  17.  A%  Uhr  Morgens  begann 
man  das  Aufziehen  und  10%  Uhr  erschien  das  Tau  über  dem  Meeres- 
spiegel und  zeigte  in  seiner  oberen  Hälfte  die  schwarzen  getheerten  Ma- 
nillastränge,  unten  einen  Ueberzug  von  welsslichem  Schlamm.  Aus  dem 
vom  Dynamometer  angegebenen  Zuge  von  6%  Tonnen  berechnete  Thom- 
son,  dass  das  Tau  zu  jeder  Seite  des  Enterhakens  in  einer  Länge  von 
4^^  Meilen  gehoben  sei,  dass  es  den  Meeresboden  in  2  um  8  Meilen  von 
einander  entfernten  Funkten  berühre,  dass  es  am  Fanghaken  einen  Winkel 
von  89®  bildete  und  auf  jeder  Seite  dieses  Hakens  4%  Tonnen  Spannung 
habe.  Als  man  aber  einen  Stopfer,  d.  h.  eine  an  einem  starken  Draht- 
seile befindliche  Klemmvorrichtung  an  das  Enterhakentau  befestigen  wollte, 
sprang  das  Kabel  bei  einer  seitlichen  Neigung  des  Hakens  von  dessen 
Flügeln  ab  und  versank  wieder,  5  Minuten  später,  als  es  erschienen  war. 
Am  19.  August  4%  Uhr  ward  das  Tau  wieder  gefasst,  1000  Faden  aufge- 
wunden und  unter  51°  31%'  Breite  und  38®  39'  50"  Länge  an  eine  Boje  be- 
festigt. Die  folgende  Woche  bemühten  sich  die  3  Schiffe  vergeblich,  an 
verschiedenen  Stellen  das  Tau  zu  fischen ,  aber  bei  dem  ungünstigen 
Wetter  fuhr  man  einen  falschen  Cours  oder  das  (mehrmals)  gefasste  Tau 
entschlüpfte  wieder.  Die  Stimmung  an  Bord  wurde  dadurch  ungünstig. 
Am  26.  Abends  5  Uhr  fasste  der  Albany  ein  Tau,  brachte  es  um  11%  an 
Bord  und  hängte  es  12%  Uhr  an  eine  Boje,  allein  beim  Aufwinden  dessel- 
ben durch  den  Albany  erwies  es  sich  als  ein  2  Meilen  langes  Bruchstück. 
Auch  die  am  19.  gelegte  Boje  sah  man  flott  an  einer  anderen  Stelle,  sie 
hatte  also  das  Kabel  verlassen.  Am  28.  machte  der  Great  Eastem  wieder 
zwei  vergebliche  Versuche,  war  inzwischen   16  Meilen   oatlich  von  der 
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Stelle,  wo  man  das  Fischen  begonnen  hatte,  in  immer  tieferes  Wasser 
gelangt  nnd  beim  letzten  Versuch  am  29.  erreichte  der  Enterhaken  bei 
25^0  Faden  anscheinend  den  Boden  nicht.  Jetzt  beschloss  man,  80  Meilen 
östlicher  zu  gehen,  wo  die  Karten  nur  1900  Faden  Tiefe  angaben.  Am 
30.  legte  man  hier  eine  Boje  aus,  da  der  heftige  Wind  nichts  Anderes 
vorzunehmen  gestattete.  Am  31.  hatte  sich  der  Wind  gelegt;  von  10 — 1  Uhr 
Hittags  liess  der  Great  Eastern  einen  Enterhaken  mit  2150  Faden  Tau 
hinab,  um  2  Uhr  50  Minuten  war  das  Kabel  gefasst  und  man  begann  so* 
fort  mit  dem  Aufwinden;  am  1.  September  4  Uhr  50  Minuten  früh  wurde 
das  Tau  in  800  Faden  Tiefe  an  einer  Boje  befestigt,  95  Meilen  von  dem 
Bruchende  entfernt ;  um  8  Uhr  50  Minuten  Hessen  der  Great  Eastern  3  Mei- 
len und  der  Medway  5  Meilen  von  der  Boje  Enterhaken  hinab;  um  5  Uhr 
Nachmittags  fasste  der  Great  Eastern  das  Kabel  und  hob  es  bis  300  Faden 
unter  dem  Spiegel;  7^  Uhr  hatte  auch  der  Medway  das  Kabel  gefasst, 
erhielt  den  Befehl:  „schnell  aufziehen  und  das  Kabel  brechen**  und  um 
10  Uhr  Abends  war  das  Kabel  300  Faden  unter  dem  Spiegel  am  Enter- 
haken gerissen.  Nun  begann  der  Great  Eastern  wieder  das  Aufwinden, 
worauf  das  Kabel  10  Minuten  vor  1  Uhr  fiber  dem  Spiegel  erschien  und 
3%  Uhr  Morgens  in  den  Untersuchungsraum  an  Bord  eingeführt  wurde. 
Das  dritte  nach  Valentia  gesandte  elektrische  Signal  wurde  von  dort 
beantwortet,  worauf  Canningund  Glass  unter  allgemeinem  Jubel  ihre 
Glückwünsche  austauschten.  Um  iS%  Uhr  war  das  Ergänzungsstück  an 
das  gehobene  Kabel  angeknüpft  und  7  Uhr  10  Minuten  brach  der  Great 
Eastern  nach  Heart's  Content  auf,  welches  er  am  8.  September  11  Uhr 
Vormittags  erreichte,  nachdem  an  diesem  Tage,  13  Meilen  von  Heart's 
Content,  der  einzige  Unfall  auf  dieser  Fahrt  glücklich  überstanden,  näm- 
lich eine  entdeckte  Fehlerstelle  aus  dem  Kabel  herausgeschnitten  worden 
war,  noch  ehe  sie  das  Meer  erreicht  hatte.  Das  Kabelende  wurde  auf 
den  Medway  gebracht,  mit  dem  Küstentau  zusammengespleisst  und  dieses 
noch  an  demselben  Abende  gelandet.  Die  Isolation  zeigte  sich  bei  dem 
aufgehobenen  Tau  besser,  als  sie  1865  bei  seiner  Legung  gewesen  war. 
Die  Lage  der  beiden  Taue,  von  denen  das  neue  am  20.  Juli  1867 
zum  zweiten  Male,  50  Seemeilen  von  Heart's  Content,  gerissen  ist,  ergiebt 
sich  aus  folgenden,  dem  Nautical  Magazine  (October  1866)  entnommenen 
täglichen  Schiffspositionen : 


1865 

Nördl.  Br. 

W.  L.  v.  Gr. 

Entfernung        Taulänge 
in  Seemeilen 

24.  Juli 

52°    2' 

12^  23' 

—                      — 

25. 

52     5 

14  22 

160                     175 

26. 

52   Z% 

18  30 

—                     300 

27. 

52   38 

19  38 

—                      — 

28. 

52   42 

22  20 

145                     500 

29. 

52   40 

26  12 

600                     650 

30. 

52   40 

27   30 

650                     75a 
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1865        Nördl.  Br. 

W.  L, 

V.  Gr. 

Entfernung 

Tüulänge 

in  Seemeilen 

31. 

Juli      520  20' 

30<>10' 

750 

900 

1. 

Aug.     51 

57 

34 

5 

900 

1050 

2. 

51 

35 

37 

52 

1050 

1200 

1866 

2. 

Septbr.  62 

0 

36 

40 

von  diesem  Punkt 

3. 

51 

32 

39 

37 

157 

184 

4. 

51 

0 

41 

55 

226 

254 

5. 

50 

12 

45 

0 

353 

418 

6. 

40 

44 

48 

2 

472 

555 

7. 

40 

10 

51 

28 

606 

698 

8. 

Landung  bei  Heart^s  Content. 

1866 

Nördl.  Br. 

W. 

L. 

EntfernuDg 

KabellHnge 

Tiefe 

in  Seemeilen 

in  engl.  Faden 

14. 

Juli 

52^   0' 

14» 

\' 

135.75 

144.25 

120—216 

15. 

52      1 

17 

29 

263 

283 

216—1950 

16. 

52     6 

20 

36 

378 

420 

1950-1575 

17. 

52   15 

23 

48 

495.5 

557,82 

1575—1950 

18. 

52     1 

26 

37 

600.9 

682.48 

1950-2400 

19. 

51   54 

29 

39 

712.9 

811.14 

2400—2176 

20. 

51   36 

32 

57 

830.4 

938.6 

2176—1550 

21. 

51    18 

36 

1 

952,3 

1074.33 

1600—1657 

22. 

50  48 

30 

14 

1075.7 

1207.47 

1657—1950 

23. 

50    16 

42 

16 

1196.9 

1345,24 

2424—2050 

24. 

49   30 

45 

21 

1319.67 

1480.06 

2050—2225 

25. 

49  30 

48 

11 

1430 

1610 

2225—1203 

26. 

48  45 

51 

16 

1558 

1744 

1203—130 

27. 

Ankunft  in  der  \ 

rrin 

itybay. 

Die  Unternehmungen  in  den  Jahren  1865  und  1866  haben  je  600000 
Pfd.  Sterl.  gekostet.  Das  einfache  Telegramm  von  20  Worten  kostete  an- 
fönglich  20  Pfd.,  seit  dem  1.  Novbr.  1866  10  Pfd.;  die  für  den  1.  März  1867 
beabsichtigte  Herabsetzung^ auf  5  Pfd.  trat  nicht  ein.  Die  Geschwindigkeit 
des  Telegraphirens  wird  verschieden  angegeben;  6 Worte  (Dingler's  Jour- 
nal 182,  8.  71),  12—14  Worte,  15—20  Worte  in  1  Minute;  in  der  81  Worte 
enthaltenden  Botschaft  des  amerikanischen  Präsidenten  an  die  englische 
Königin  betrug  sie  7  Worte  in  1  Minute  (D.  Ind.-Ztg.  1866,  8.  830  und  330; 
Les  Mondes  XII,  8.  270).  Bei  10  Worten  in  der  Minute  würde  die  Ein- 
nahme sich  täglich  auf  14400,  jährlich  auf  4320000  Pfd.  belaufen.  In  den 
ersten  8  Wochen  vom  28.  Juli  bis  21.  8ept.  betrug  sie  46084  Pfd.,  d.  h.  täglich 
837  Pfd.  Das  Tau  von  1865  beförderte  am  17.  Mai  71  Telegramme  für 
1008  Pfd.  19  Schillinge.  Nach  der  Herabsetzung  der  Beförderungsgebühr 
von  20  auf  10  Pfd.  stieg  die  tägliche  Einnahme  von  813  auf  874  Pfd. 
(D.  Ind.-Ztg.  1867,  8.  9).  Der  Reingewinn  stieg  bald  auf  25  Procent,  so 
dass  10  Procent  als  Abschlagsdividende  gegeben  werden  konnten  (D.  Ind.- 
Ztg.  1867,  8.  29). 
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Efi  möge  geatattet  sein,  einige 

Berichtigungen  und  Nachträge 
ansnfügen ,  welche  erst  nach  Schluss  des  Mannscriptes  (im  Herbst  1867) 
veröffentlicht,  beziehentlich  mir  bekannt  wurden : 

1.  Auf  Jahrgang  XIU,  Seite  27  ist 

(tt  — 1>  cos  a)  y  WD  :  {WD  —  T)  sin  a 
zn  lesen,  und  8.  22  Z.  1  v.  o.  „Wird  dagegen". 

2.  (Zu  Jahrg.  XII,  8, 424.)  Das  Tau  zwischen  Frankreich  und  Nord- 
amerika ist  1868  nicht  gelegt  worden,  muss  aber  von  der  durch  Erlauger 
und  Beute r  vertretenen,  zu  seiner  Legung  concessionirten  Gesellschaft 
contractlich  bis  1.  September  1869  vollständig  versenkt  sein.  Es  bekommt 
zwischen  Brest  und  den  Inseln  St.  Pierre  undMiquelon  2688  und  zwischen  St. 
Pierre-Miquelon  und  New -York  960  englische  Seemeilen  Länge.  Von  St. 
Pierre-Miquelon  läuft  es  nach  der  Küste  Neubraunschweigs  und  durch  die 
nordamerikanischen  Staaten  Maine,  New -Hampshire,  Massachusets  und 
Connecticut  nach  New- York  (Leipziger  Ztg.  1868,  8.  4703). 

3.  (Zu  Jahrg.  XITT,  S.  459.)  Am  Ende  der  oben  (S.  453)  erwähnten 
künstlichen  Leitung  von  13000  Meilen  Länge  erreichte  der  Strom  erst  nach 
17,  26  und  40  Secunden  nach  dem  Schliessen  der  Batterie  ein  Viertel,  die 
Hälfte  und  drei  Viertel  seiner  Maximalstärke. 

4.  üeber  die  Versuche  von  Varley  mit  zwei  künstlichen  Kabeln  von 
gleicher  Länge,  von  denen  das  eine  (aus  Röhren  mit  Zinkvitriol  gebildete) 
sechsmal  so  langsam  arbeitet,  als  das  andere  (aus  Neusilberdraht)  vgl. 
Les  Mondes  XV,  13.  und  14.  Lieferung  (vom  13.  Novbr.  und  6.  Decbr.  1867) 
8.  639  und  578  fP. 

5.  Auf  dem  Tau  von  1858  wurden  in  der  Zeit  vom  10.  August  bis 
1.  September  1858  (nach  D in  gier' s  Journal  153,  8.236)  97  Telegramme 
von  Valentia  nach  New-York  und  269  von  New- York  nach  Valentia  be- 
fördert. (Nach  Wester  mann 's  Monatsheften  Nr.  127,  S.  90  dagegen  129 
und  271  Telegramme.) 

6.  Dingler's  Journal  (187,  8.  24  aus  Mechanics'  Magazine,  November 
1867,  Seite  330)  enthält  eine  Abhandlung  von  C.  W.  Siemens  über  die 
zum  Auslegen  des  Kabels  im  mittelländischen  Meere  angewandte  Ma- 
schinerie. —  Ueber  B rights  Relais  (S.  473)  vgl.  auch  Jahrg.  VI,  8.  382. 

7.  In  Dingler's  Journal  (185,  8.  l)  bespricht  C.  F.  Varley  die 
Phänomene  des  atlantischen  und  anderer  langer  Unterseekabel  und  giebt 
auch  einen  Apparat  an  zur  Beseitigung  der  durch  fremdartige  (Erd-)  Ströme 
hervorgebrachten  Störungen  im  Signalisiren. 

8.  Die  Einschaltung  der  Unterseestation  Valentia  habe  ich  im  Poly* 
technischen  Centralblatt  (Jahrg.  1867,  8.  1303  aus  Eiudes  sur  Vexposilion  de 
1867),  die  Einschaltung  der  Untersee- Translationsstation  Emden  aber  eben- 
daselbst (Jahrg.  1868,  8. 285)  mitgetheilt.  ^  , 
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0.  Das  Tau  vom  Jahre  1860  ist  seitdem  (vgl.  Jahrg.  XII»  S.  421)  noch 
zweimal  gerissen ;  das  erste  Mal  schon  am  20.  Juli  1867  in  einer  Entfernung 
von  50  Seemeilen  von  Hearts  Content  und  erst  am  20.  September  konnte 
von  New- York  die  Wiederherstellung  gemeldet  werden.  Das  zweite  Mal 
am  3.  August  1868,  und  es  dauerte  diese  dritte  Unterbrechung  bis  zum 
2.  October  1868. 

10.  Vom  1.  December  1867  ab  sollte  ein  zwischen  London  und  New- 
York  gewechseltes  Telegramm  von  15  Worten  =  75  Buchstaben  (5  Worte 
für  die  Adresse)  35  Tbaler  kosten.  Eine  weitere  Herabsetzung  ward  am 
80.  Juni  1868  beschlossen. 
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XVI. 
Beitrag  zur  meclianiflchen  Theorie  der  Wärme. 

Von 

Professor  Julius  Eibel 

in  Stockerau  bei  Wien. 


Seitdem  die  Yibrationstheorie  in  der  Acnstik  nnd  Optik  zu  so  über- 
raschenden Besultaten  gelangte,  war  man  bemüht,  auch  die  Erscheinun- 
gen der  Wärme,  des  Magnetismus  und  der  Elektricität  durch  rein  me- 
chanische Principien  zu  erklären  und  die  Emanationstheorien  ans  der 
Physik  zu  verbannen.  Mellon i  hatte  durch  seine  genialen  Versuche 
die  Identität  der  Wärmestrahlen  mit  den  Lichtstrahlen  dargethan.  Die 
Analogie  mit  dem  Schalle  führte  nun  zu  der  Hypothese,  dass  das  Bren- 
nen und  das  fühlbare  Warmsein  eines  Körpers  wahrscheinlich  nur  ein 
Schwipgungszustand  sei,  der  sich  mit  der  Temperatur  ändere;  ein  leuch- 
tender oder  warmer  Körper  sei  analog  einer  tonerzeugenden  Platte  oder 
Glocke  in  sogenannter  stehender  Schwingung  und  theile  seine  Vibra- 
tionen dem  umgebenden  Aether  mit,  welcher  dieselben  fortpflanze,  bis 
sie  unsere  Nerven  erreichen.  Mayer  sprach  im  Jahre  1842  zum  ersten 
Male  entschieden  aus,  dass  wir  jene  Arbeitsgrösse  finden  müssten,  welche 
äquivalent  sei  der  calorischen  Einheit;  auch  gab  er  eine  freilich  rohe 
Bestimmung  dieser  Grösse  (365  Meter  -  Kilogrammes  statt  424).  Es  war 
damit  gesagt,  dass  die  Wärme  überhaupt  nichts  Anderes,  als  eine  Molecu- 
larbewegung  sei,  die  Art  und  Weise  dieser  Bewegung  war  damit  noch 
keineswegs  angegeben;  auch  ist  man  wegen  der  Schwierigkeit  4es  Pro- 
blems noch  heute  zu  keiner  genauen  Angabe  gelangt,  obwohl  sich  viele 
Koriphäen  der  Wissenschaft  darnach  bestrebten.  Ich  erinnere  hier  an 
die  Arbeiten  Bedtenbacher^s,  Clausius's,  Krönig^s,  Jochmann'setc. 

Schon  ohne^  Kenntniss  der  Molecularschwingungen,  blos  durch  das 
Priucip  äex  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit,  ist  die  mechanische 
Theorie  der  Wärme  zu  Überraschenden  Besultaten  gelangt,  ja  sie  ist|^- 
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reits  im  Stande,  technischen  Zwecken  mit  einer  hinreichenden  Vollkom- 
menheit zu  dienen,  wie  dies  Zeuner  nnd  Gl  ans  ins  wohl  deutlich  genag 
gezeigt  haben;  aber  die  Forderung  nach  Aufstellnng  einer  speciellen 
Schwingungshypothese  tritt  immer  gebieterischer  an  uns  heran,  insbeson- 
.  dere  in  den  Wärmeprocessen  der  Dämpfe.  Die  yerbreitetste  Ansicht 
über  die  Molecularconstitution  der  Körper  ist  wohl  die  von  Clausius 
und  Krön  ig;  es  sind  aber  gegen  dieselbe  mehrere  Bedenken  erhoben 
worden,  so  durch  Jochmann  (Schlömilch's  Journal  1860,  V.  Jahrg. 
2.  Heft).  Es  soll  nun  der  Zweck  dieser  Zeilen  sein,  einiges  Streiflicht 
auf  diese  sehr  wichtige  Sache  zu  werfen. 

II. 

Nach  der  atomistiseben  Anschauungsweise  ist  ein  jeder  Körper  ein 
System  materieller  Punkte  (Atome),  zwischen  denen  Verbindungen  exi- 
stiren,  die  erzeugt  werden  durch  Molecularkräfte,  welche  Functionen  der 
Entfernungen  sind.  Die  Atome  eines  jeden  (warmen)  Körpers  schwingen 
um  gewisse  Gleichgewichtslagen;  es  werden  daher  im  Allgemeinen  ihre 
Verbindungen  Functionen  der  Zeit  und  der  Coordinaten  der  einzelnen 
Molokel  sein.  Die  Verbindungen  zwischen  den  Atomen  können  geändert 
werden;  denn  sonst  könnte  nicht  ein  Körper  aus  einem  Aggregatszustande 
in  den  anderen  übergehen ;  ja  zwischen  den  schwingenden  Molekeln  eines 
(idealen)  Gases  hören  dieselben  ganz  auf,  wie  gewöhnlich  (nach  Clau- 
6  ins  und  Krönig)  angenommen  wird;  es  werden  diese  Molekel  also  in 
geradlinigen  Bahnen  fortschreiten,  so  lange  sich  ein  jedes  ausser  der 
Wirkungssphäre  des  benachbarten  befindet. 

Um  zu  einer  mathematischen  Anschauung  zu  gelangen;  denken  wir 
uns  vor  der  Hand  nur  ein  System,  welches  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  materiellen  Punkten  besteht;  die  Schlüsse,  welche  fttr  dasselbe  gel- 
ten, lassen  sich  dann  leicht  auf  ein  System  von  unendlich  vielen  Mo* 
lekeln  ausdehnen. 

Die  genannten  Verbindungen  sollen  ausgedrückt  werden  durch  die 
Gleichungen 

Z  =  0,  ilf  =  0,  iV=0,  ... 
denen  die  Coordinaten  der  betreffenden  Molekel  und  die  Zeit  zu  genügen 
haben;  diese  Gleichungen  sind  in  unserem  Falle  nichts  Anderes,  als  die 
algebraischen  Darstellungen  der  Bahnen  der  schwingenden  Molekel,  und 
von  ihnen  hängt  im  Grunde  der  Aggregatszustand  ab. 

Ausser  diesen  Beziehungen  zwischen  den  Molekeln  können  auf  das 
System  noch  Aussenwirkungen  stattfinden,  die  wir  uns  repräseutirt  denken 
durch  Kräfte,  welche  auf  die  einzelnen  Molekel  wirken.  Seien  X, ,  J^| ,  Z^ 
die  rechtwinkeligen  Componenten  jener  Kraft,  die  auf  das  Molecul  m, 
(mit  den  Coordinaten  x^^y^j  zj  wirkt;  Xf,  Ti,  Z^  die  Componenten  der  auf 
^t  (^2;  ^19  ^t)  wirkenden  Kraft  etc.   Die  Kräfte  verleihenden  materiellen 
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Punkten  nicht  jene  Geschwindigkeiten  oder  Bewegungen^  welche  diesel- 
ben erhielten,  wenn  sie  frei  wären;  auch  werden  die  vermöge  ihrer 
(Aggregats-)  Verbindungen  bereits  schwingenden  Molekel  im  Allgemeinen 
aus  den  Bahnen  gelenkt  und  erhalten  neue  Geschwindigkeiten,  die  wir 
mit  Ptf^ty  '"  bezeichnen  wollen.  Dadurch,  dass  die  Molekel  aus  ihren 
urspränglichen  Bahnen  (die  wohl  Curven  der  zweiten  ode*  ersten  Ord- 
nung sind)  herausgebracht  werden,  entstehen  neue  Verbindungen  unter 
ihnen ;  es  ist  also  durch  äussere  Einwirkung  auf  ein  System  eine  Aende- 
rung  des  Aggregatszustandes  denkbar. 

ni. 

Beyer  wir  das  Princip  des  D^Alembert  anwenden^  mtlssen  wir  noch 
einen  Blick  auf  die  (Aggregats-)  Verbindungen  werfen  und  eine  wichtige 
Unterscheidiing  machen.  Ob  nun  äussere  Kräfte  auf  das  System  wirken 
oder  nicht,  so  können  die  Verbindungen  der  Art  sein,  dass  die  Molekel 
analog  den  Doppelsterneu  geschlossene  Bahnen  beschreiben ;  es  giebt  aber 
auch  Zustände,  wo  die  Molecularbewegungen  so  beschaffen  sind,  dass  durch 
sie  in  dem  Systeme  selbst  schon  eine  äussere  Bewegung  erzeugt  wird. 
Letzterer  Zustand  kann  auch  herbeigeführt  werden,  wenn  man,  falls  auf 
das  System  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  solche  anbringt,  oder  die  etwa 
schon  vorhandenen  ändert.  Ein  Beispiel  hierzu  wäre  folgendes:  Man 
denke  sich  einen  relativ  kleinen  Theil  einer  Gasmenge  comprimirt  und 
nun  das  System  sich  selbst  überlassen;  bekanntlich  schreitet  eine  Welle 
in  demselben  fort,  d.  h.  es  gelangen  die  verschiedenen  Theile  in  äussere 
Bewegung.     Auch  das  Ausströmungsproblem  gehört  hierher. 

Mathematisch  ist  der  Unterschied  der  genannten  Zustände  dadurch 
auszudrücken,  dass  im  ersten  Falle  die  Coordinaten  des  Molekels  wohl 
von  der  Zeit  abhängen 

a:  =  /^(«,0, 

aber  diese  letztere  eliminirt  werden  kann,  wodurch  man  dann  eben  auf 
die  Gleichungen  der  Bahnen 

X  =  0,  M=0,  N=0,  ... 
kommt,  dass  aber  im  zweiten  Falle  die  Parapieter  er,  |3,  y  der  Bahncurven 
noch  Functionen  der  Zeit  sind,  diese  also  in  den  Functionen  L,  My  N 
explicirt  erscheint.  Um  den  Unterschied  der  Molecularbewegungen  dureh 
ein  einfaches  Analogen  zu  veranschaulichen,  denke  man  sich  die  Bewegung 
eines  Punktes  im  Kreise  mit  der  in  einer  Epicycloide  verglichen. 

IV. 
^Das  Princip  des  D'Alembert  giebt  nun  bekanntlich  für  den  ersten 
der  in  III  unterschiedenen  FäUe  die  Belation:  di  üz  db  GoOqIc 
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1)  ^  di:{mv^)  =^Z{Xdx+  Tdy  +  Zdz) 
oder 

V)  i  -S  (m »•)  —  Zf  (Xdx+rdy  +  Zdz)=  const., 

welche  uns  aussagt,  dass  die  lebendige  Kraft  der  schwingenden  Molekel 
ungeändert  ])leibt,  wenn  keine  Aussenkräfte  auf  das  System  wirken,  well 
für  r=:0,   7=0,  2  =  0 

2)  ^2;(mt;*)  =  con5/. 

Die  Differenz  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  T)  wird  gewöhnlich  die 
Wirkungsfunction  des  Systems  genannt.  Die  Kräfte,  welche  die  Verbin- 
dungen ersetzen  könnten,  seien  il,|[t,v...;  sie  können  bestimmt  wer- 
den  aus  den  Gleichungen: 


Wir  wollen  nun  die  Aenderungen  ins  Auge  fassen,  die  mit  dem 
Systeme  vorgenommen  werden  können,  und  sehen  dabei  znersti  dass 
dieselben  einen  Einfluss  auf  die  Wirkungsfunction  haben  dürften.  Solche 
Aenderungsprocesse  können  aber  zweifacher  Natur  sein:  entweder  bleibt 
während  der  Aenderung  das  System  stets  in  dem  Zustande  des  ersten 
Falles,  so  dass  sich  in  jedem  Augenblicke  eine  der  Gleichung  l')  analoge 
Beziehung  aufschreiben  lässt,  oder  es  wird  der  Zustand  des  zweiten  Falles 
herbeigeführt,  so  dass  plötzlich  in  den  nunmehr  entstehenden  Molecula^ 
Verbindungen 

Z'=:0,  ilf'  =  0,  A'  =  0,  ... 
die  Zeit  maassgebend  erscheint  und  für  die  Aenderung  nicht  mehr  eine 
mit  der  Relation  l')  analoge  giltig  bleibt.  Eine  Zustandsänderung  der 
ersten  Art  nennt  man  „einen  umkehrbaren  Process'^,  weil  das  System 
auf  demselben  Wege  wieder  in  seinen  ursprünglichen  Zustand  gelangen 
kann ,  im  Gegensatze  zu  dem  letzteren  Processe,  der  ein  ,,nicht  omkehr- 
barer"  .ist. 

Die  Gleichungen  l)  und  l')  gelten  für  diese  letzteren  Processe  nicht 
mehr;  ebenso  ändern  sich  die  Relationen  3)  mit  jedem  Augenblickej  weil 
die  y erbindun  gsgleichungen  andere  werden.  r^^^^T^ 
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V. 

Die  Anwendung  der  in  den  ersten  vier  Abschnitten  aufgestellten 
Sätze  auf  die  WKrmebewegnng  ist  nun  ohne  Schwierigkeit.  Die  Glei- 
ch ang  23 

^  27  (m  i;*)  =  consL 

(X=0,   7=0,  Z  =  0) 
iaterpretirt  Claus  ins  dadurch,  dass  er  annimmt,  „die  Temperatur  eines 
Körpers  sei  proportional   der  Summe   der  lebendigen  Kräfte   seiner  Mo- 
lekel";  es   bliebe   also   nach   dieser  Annahme   die  Temperatur  constant, 
so  lange  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  Molekel  wirken. 

Jochmann  hat  nun  in  Schlömilch^s  Journal  („Beiträge  zur 
Theorie  der  Gase"  1860  V,  2,  Heft)  die  Consequenzen  aus  der  Clausius- 
schen  Annahme  gezogen  und  auf  Ergebnisse  gewiesen,  die  mit  den  Be- 
obachtungen im  Widerspruche'  stehen.  Er  zählt  insbesondere  vier  Punkte 
auf,  die  ihm  auf  eineUnhaltbarkeit  der  Claus i  us^  sehen  Hypothese  deuten : 

„2.  Diese  Hypothese  ist  bis  jetzt  mindestens  noch  den  Nachweis 
schuldig,  warum  die  Bedingung  des  Wärmegleichgewichts  zwischen  zwei 
heterogenen  Körpern  darin  besteht,  dass  die  mittlere  lebendige  Kraft 
eines  (chemischen)  Atoms  in  beiden  Körpern  gleich  gross  ist. 

3.  Man  stösst  bei  dieser  Hypothese  auf  die  Schwierigkeit,  dass  die 
Wärmebewegung  yon  der  fortschreitenden  Bewegung  einer  Gasmasse  über- 
haupt nicht  zu  unterscheiden  ist;  dieselbe  führt  bei  der  Ausströmung  eines 
Gases  in  einen  luftleeren  oder  luftverdünnten  Kaum  zu  Consequenzen, 
welche  mit  der  Erfahrung  im  Widerspruche  stehen. 

4.  Die  Argumente,  durch  welche  Herr  Clausius  gewisse  gegen  die 
Hypothese  gerichtete  Einwürfe  zu  widerlegen  gesucht  hat,  erreichen  diesen 
Zweck  nur  theilweise.  Insbesondere  treffen  sie  nicht  den  Einwand,  dass 
locale  Temperaturverschiedenheiten  in  einem  luftförmigen  Medium  sich  in 
ausserordentlich  kurzer  Zeit  ausgleichen  müssten. 

5.  Die  Hypothese  ist  ferner  nicht  im  Stande,  über  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung  des  Schalls  in  luftförmigen  Medien  genügende  Rechenschaft 
zu  geben. 

6.  Aus  alledem  ergiebt  sich  die  Folgerung,  dass  es  wenigstens  vor 
der  Hand  noch  ungerechtfertigt  ist,  die  in  einem  Körper  enthaltene 
Wärmemenge  ohne  Weiteres,  wie  es  zu  geschehen  pflegt,  mit  der  leben- 
digen Elraft  der  Molecularbewegung  zu  identificiren  oder  die  Temperatur 
der  lebendigen  Kraft  eines  Atoms  proportional  zu  setzen." 

Ich  glaube  nun,  dass  die  letzten  vier  Punkte  als  widerlegt  und  die 
Ansichten   von  Clausius   als   gerechtfertigt   angesehen  werden  können, 
wenn  man   die  Wärmeprocesse  so  auffasst,  wie   es   in  den  Abschnitten 
I — IV  geschehen  ist.     Man   bemerkt    dann   sogleich   den   Irrthum  Herrn- 
Jochmann^s:    die  Probleme,  welche  er  betrachtet,   das  Ausströ^mungS;«! 
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das  Wärme-*)  und  das  Schallleitungsproblem  sind  lauter  nicht  umkehr- 
bare Processe,    auf  die   er  aber  nichtsdestoweniger  die   Gleichung   1^) 

^  £  (m»«)  •~zJ{Xdx+  Ydy  +  Zdz)  =  consi. 
anwendet,  obwohl  dieselbe  für  seine  Fälle  keine  Geltung  mehr  hat,  wie 
wir  in  IV  gesehen.  In  der  That  schwingen  auch  die  Molekel  bei  den 
genannten  Problemen  in  ganz  anderen  Bahnen,  als  wenn  ein  Gas  sich 
selbst  überlassen  oder  einem  umkehrbaren  Processe  unterworfen  wird. 
Die  Hypothese  des  Clausius  entgeht  durch  Adoption  dieser  hier  ent- 
wickelten Ansichten  zugleich  der  in  Jochmann^s  drittem  Punkte  ange- 
deuteten Klippe;  „dass  die  Wärmebewegung  von  der  fortschreitenden 
Bewegung  einer  Gasmasse  überhaupt  nicht  zu  unterscheiden  ist."  Denn 
es  ist  wohl  richtig,  dass  in  Folge  der  Ansicht  Clausius*  das  Potential 
einer  Gasmasse  auf  sich  selbst  einen  constanten  Werth  haben  müsste, 
wenn  das  Gas  ohne  Aenderung  seiner  Wirkungsfunction  sich  ausdehnt, 
weil  nach  Thomson-Joule^s  Versuchen  bei  einer  solchen  Dilatation 
die  lebendige  Kraft  constant  bleibt.  Es  ist  aber  nur  richtig,  sobald  die 
Gleichung  l')  fortwährend  besteht,  so  lange  also  die  Processe,  die  mit 
dem  Gase  yorgenommen  werden,  umkehrbare  sind.  Nun  ist  aber  nach 
dem  Gesagten  klar,  dass  das  Potential  einer  Gasmasse  auf  sich  selbst 
bei  einem  nicht  umkehrbaren  Processe  gar  nicht  mehr  constant,  sondern 
eine  Function  der  Zeit  sein  wird,  wodurch  es  eine  fortschreitende  Be- 
wegung involvirt,  die  sehr  gut  von  der  Wärmebewegung  zu  trennen  ist, 
wie  auch,  um  ein  bereits  gewähltes  Analogen  nochmals  in  Erinnerung  zu 
bringen,  die  fortschreitende  Bewegung  in  einer  Cjcloide  sehr  deutlich 
▼on  der  wälzenden  unterschieden  werden  kann. 

Schliesslich  erwähne  ich  noch,  was  auch  aus  dem  Gesagten  natar> 
gemäss  fliesst,  dass  der  Potential-Calcul  für  die  mechanische  Theorie  der 
Wärme  nicht  ausreicht,  weil  derselbe  nur  unter  der  beschränkenden  Be- 
dingung ausgebildet  ist,  dass  in  dem  Systeme  keine  Verbindungen  exi- 
stiren,  welche  die  Zeit  ezplicite  enthalten;  die  mathematischen  Physiker 
werden  genöthigt  sein,  einen  allgemeineren  „Vibrations  -  Calcul"  zu  ent- 
wickeln, um  auch  die  so  häufig  vorkommenden  nicht  umkehrbaren  Wärme- 
processe  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  ziehen  zu  können.  Dieser 
Vibrationscalcul  enthielte  dann  als  speciellen  (so  zu  sagen  „adiabatischen^^) 
Fall  sämmtliche  Probleme  der  Aerodynamik,  von  welchen  einige  schon 
durch  Zeuner  gelöst  worden  sind,  während  die  umkehrbaren  Wärme- 
processe  auch  calorisch- statische  genannt  werden  dürften  (z.  B.  das  baro- 
metrische Höhenmessen,  die  Festigkeitsaufgaben  etc.).  Es  ist  aus  diesen 
wenigen  Andeutungen  schon,  glaube  ich,  die  grosse  Wichtigkeit  und  die 
ungeheure  Tragweite  der  Hypothese  des  Clausius  genügend  abzusehen. 

*)  Beiläufig  sei  gesagt,  dass  für  dieses  das  Experiment  mit  dem  sogenannten 
Wackler  wichtig  werden  kann. 
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XVII. 

Heber  den  Temperatnrzustand  eines  von  zwei  nicht 
concentriflchen  Engelfl&chen  eingetehlossenen  Körpers. 

Von 

Dr.  Frosch, 

Gymnasiallehrer  zu  Schnei demühl. 


§.1. 

Darlegang  der  Methode,  durch  welche  die  Lösung  des 

allgemeinen  Problems  zurückgeführt  wird  auf  diejenige 

eines  speciellen  Falles. 

1.  Unter  Zugrundelegung  einer  festen  Ebene  kann  man  in  optischer 
Beziehung  jeden  von  zwei* Punkten  das  Bild  des  anderen  nennen,  wenn  sie 
in  ein  und  derselben  auf  der  Ebene  errichteten  Sei^krechten  liegen  und  ihre 
Entfernungen  yon  der  ersteren  gleich  sind.  Von  dieser  Ausdrucksweise 
soll  im  Folgenden,  um  eine  kürzere  und  bequemere  Bezeichnung  zu  er- 
möglichen, auch  in  dem  Falle  Gebrauch  gemacht  werden,  wenn  anstatt  der 
festen  Ebene  eine  feste  Kugelfläche  S  zu  Grunde  gelegt  wird,  und  zwar 
soll  unter  dem  Bilde  eines  beliebigen  Punktes  o  im  Räume  derjenige  o 
verstanden  werden,  welcher  mit  dem  gegebenen  auf  demselben  Radius  resp. 
dessen  Verlängerung  gelegen  ist,  dergestalt,  dass  ihre  Distanzen  vom  Mittel- 
punkt als  Prodnct  das  Quadrat  des  Radius  der  Kugel  ergeben.  Man  sieht 
leicht  ein,  dass  diese  Bezeichnungsweise  in  die  ursprüngliche  übergeht,  so- 
bald man  den  Mittelpunkt  der  Kugel  in  unendliche  Ferne  fortrücken  lässt, 
wodurch  die  Kugelfläche  selbst  sich  in  eine  Ebene  verwandelt. 

Es  soll  nun  die  Abhängigkeit  des  Bildes  m  eines  beliebigen  Punktes  o 
von  diesem  analytisch  ausgedrückt  werden.  Zu  dem  Ende  werde  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  als  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems 
angenommen,  x^y^z  seien  die  Coordinaten  des  Punktes  o,  $,i/,^  diejenigen 
des  Punktes  od.  Alsdann  folgen  aus  der  Definition  der  Verwandtschaft  bei- 
der die  Gleichungen : 

wenn  c  den  Radius  der  Kugel  und 
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die  Entfernungen  der  Punkte  vom  Anfangspunkte  darstellen ;  oder  in  einer 
anderen  zur  Transformation  geeigneteren  Form 


X-C  .  ^ , 

!  =  =■.$. 

»-■f 

,-.^.f. 

.-.f 

t^^.^. 

aus  deren  Symmetrie  erbellt ,  dass  jeder  der  Punkte  o  und  o»  das  Bild  des 
anderen  ist. 

2.  Aus  einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  ergiebt  sich  weiter, 

.1       T^     i_.    ausserhalb  ,      __       ,  «    .    t»     ,  ,  innerhalb      ,       „ 
dass  jedem  Punkte  .        ,    ,,     der  Kugel  5  ein  Punkt  ,    „    derselben 

"^  innerhalb  ausserhalb 

entspricht,  dass  dagegen  beide  zusammenfallen,  sobald  einer  von  ihnen  auf 
der  Kugelfläche  selbst  liegt.  Ferner:  dass,  wie  das  Bild  eines  Punktes 
wiederum  ein  Punkt  ist,  so  auch  dasjenige  einer  Linie,  einer  Fläche,  eines 
Körpers  wiederum  eine  Linie,  eine  Fläche,  ein  Körper  ist,  deren  Gleich- 
ungen aus  den  gegebenen  durch  die  obigen  Transformationsformeln  gefun- 
den werden. 

3.  Um  zunächst  zu  untersuchen,  welches  das  Bild  einer  Ebene  ist, 
seien  Ä^  B^  C  die  Cosinusse  der  Winkel,  welche  ihre  Normale  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bildet,  D  ihre  Entfernung  vom  Anfangspunkte.  Ihre  Gleich- 
ung ist  alsdann : 

Ax+  By  +  Cz^D  =  0. 

Durch  Einsetzung  der  Werthe  für  x^y^z  geht  dieselbe  über  in: 
Ac*^  +  Bc^fl  +  Cc^l;--DQ*=:0. 
Es  sind  jetzt  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.     Wenn  nämlich  die  Ebene 
durch  den  Anfangspunkt  geht,  also  Z>  =  0  is4;,  so  erhält  man 

A^+Bfi  +  Ci=0, 
die  Gleichung  der  Ebene  selbst.     Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  lässt 
sich  die  obige  Gleichung  auf  die  Form  bringen : 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  in  der 

Normalen  der  gegebenen  Ebene  in  einer  Entfernung  «=  —  vom  Anfangs- 

_t 
punkt  liegt,  und  welche,  weil  ihr  Radius  =— rr  ist,  durch  diesen  selbst  hin- 

durchgeht. 
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Es  folgt  daraus ,  dass  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelfiäche  das 
Bild  einer  beliebigen,  durch  den  Mittelpunkt  hindurchgehenden  Ebene 
wiederum  eine  Ebene,  dasjenige  einer  beliebigen  anderen  Ebene  eine  Ku- 
gel ist. 

4.  Um  ferner  das  Bild  einer  beliebigen  Kugelfläche  zu  erhalten,  werde 
anigenommen,  dass  ihr  Mittelpunkt  auf  der  ^-Axe  in  einer  Entfernung  =a 
Tom  Anfangspunkt  liegt.  Ihre  Gleichung  ist  alsdann ,  wenn  d  den  Radius 
dieser  Kugelfläche  bezeichnet: 

oder 

r^  —  2ax  +  (««— d»)  =  0. 

Dieselbe  geht  durch  die  Transformation  über  in: 

c*  —  2ac*|  +  (a*— rf*)  ^*  =  0. 
Auch  hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.     Geht  die  Kugelfläche  durch 
den  Anfangspunkt,  ist  also  a=dy  so  erhält  man: 

5-— =0, 


die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  der  J^Z> Ebene  parallel  ist  und  um  die 

c* 
Strecke  =  —  von  ihr 
2a 

über  in  die  folgende : 


Strecke  = —  von  ihr  absteht     Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  geht  sie 


oder  auch 

Sie  repräsentirt   also   ebenfalls  eine   Kugelfläche,  deren  Centrum  in   der 
X'Axe  in  einer  Entfernung  =  2_^  ^^™  Anfangspunkt  liegt  und  deren 

de* 
Eadius  =  -z =  ist. 

Es  ist  also  in  Bezug  auf  eine  feste  Kugelfläche  das  Bild  einer  belie- 
bigen anderen  Kugelfläche,  wenn  sie  durch  den  Anfangspunkt  hindurch* 
geht ,  eine  Ebene ,  in  jedem  anderen  Falle  wiederum  eine  Kugelfläche. 

6.  Die  zuletzt  gefundene  Gleichung  des  Bildes  einer  Kugelfläche  soll 
nun  genauer  untersucht  und  zugleich  der  bisher  beliebig  angenommene  Ra- 
dius der  Kugelfläche  S  näher  bestimmt  werden.  Es  sei  in  Bezug  auf  die 
Kngelfläche  A",  deren  Bild  bestimmt  werden  soll,  a  der  dem  Anfangspunkt 

(i^ 

als  Pol  (im  gewöhnlichen  Sinne)  entsprechende  Punkt,  so  ist  aK=  — ;  der- 
selbe ist  demnach  vom  Anfangspunkt  um  die  Strecke  =a = 

°  ^  na 
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entfernt.      Nimmt  man  nun  an,  dass  die  KngelflJlcbe  S  darcb  den  Punkt  a 

ßt ^ 

hindurchgeht,  so  hat  man  zu  setzen  c= .     Durch  diese  Substitution 

geht  die  obige  Gleichung  über  in  die  folgende : 

(i-o)'+v+r-(^)=o- 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  während  der  Transformation  der  Punkt  a  als 
ein  Punkt  der  Oberfläche  unverändert  bleibt,  erhält  man  daraus  das  Re- 
sultat: 

Das  Bild  einer  beliebigen  Kugelfläche  in  Bezug  auf  eine  feste  Kngel- 
fläche,  welche  durch  den  dem  Centrum  der  letzteren  als  Pol  hinsichtlich 
der  ersteren  entsprechenden  Punkt  geht,  ist  eine  Kugelfläche,  deren  Cen 
trum  mit  diesem  Pol  zusammenfällt. 

6.  Aus  der  Elementargeometrie  ist  ferner  bekannt,  dass  der  geome- 
trische Ort  aller  der  Punkte ,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  p 
undp,  ein  constantes  Verhältniss  haben,  ein  System  excentrischer  Kugel- 
flächen  ist,  deren  Mittelpunkte  sämmtlich  auf  der  Linie  p;>i  liegen,  sowie 
dass  für  jede  dieser  Kugeln  die  Punkte  p  und  p^  Pole  sind.  Wenn  man 
nun  um  den  einen  von  ihnen,  z.  B.p,  mit  einem  Radius  =;9pi  eine  Kugel  con 
struirt  und  in  Bezug  auf  dieselbe  das  obige  System  von  Kugelflächen  ab 
bildet,  so  ist  aus  dem  Vorigen  ersichtlich,  dass  man  wiederum  ein  System 
von  Kugelflächen  erhält,  deren  Mittelpunkte  indess  sämmtlich  mit  dem  an- 
deren Pole  pi  zusammenfallen. 

7.  Es  ist  nun  im  Folgenden  das  Bild  eines  Körpers  zu  untersuchen, 
welcher  von  zwei  beliebigen ,  im  Allgemeinen  nicht  concentrischen  Kugel- 
flächen begrenzt  wird.  Dieselben  können  offenbar  eine  doppelte  Lage 
gegen  einander  haben;  entweder  nämlich  liegt  die  eine  von  ihnen  ganz  inner- 
halb oder  ganz  ausserhalb  der  anderen.  Dementsprechend  wird  im  erste- 
ren Falle  der  Körper  von  schalenförmiger  Gestalt  sein ,  im  letzteren  dage- 
gen wird  er  sich  nach  allen  Richtungen  ins  Unendliche  erstrecken  und  im 
Innern  zwei  kugelförmige  Höhlungen  besitzen.  Welche  Lage  indess  auch 
die  beiden  Grenzflächen  gegen  einander  haben,  es  werden  sich  immer,  wie 
die  Geometrie  lehrt,  zwei  Punkte  p  und  p^  so  construiren  lassen,  dass  sie 
in  Bezug  auf  jede  der  begrenzenden  Kugelflächen  einander  als  Pole  ent- 
sprechen ,  auch  werden  beide  ganz  ausserhalb  des  Körpers  liegen.  Con- 
struirt  man  nun  um  irgend  einen  von  ihnen,  z.  B.  p,  eine  durch  den  anderen 
p,  hindurchgehende  Kugelfläche  und  bildet  in  Bezug  auf  dieselbe  den  ge- 
gebenen Körper  ab,  so  leuchtet  ein,  dass  der  letztere  sich  in  einen  von 
zwei  concentrischen  Kugelflächen  eingeschlossenen  und  daher  allseitig  be- 
grenzten Körper  verwandeln  wird.  Es  wird  im  Folgenden  dsrgethan  wer- 
den, dass  auch  die  Aufgabe,  die  Wärmevertheilung  in  einem  von  zwei  ex- 
centrischen  Kugelflächen  eingeschlossenen  Körper  zu  finden,  auf  die  eiu- 
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fächere  nnd  bekanntere  zurückgeführt  werden  kann,  die  sich  auf  einen  von 
zwei  concentrischen  Kugelfl^^chen  eingeschlossenen  Körper  bezieht.  Zuvor 
sind  aber  noch  einige  zur  Uebertragung  nötbige  Formeln  zu  entwickeln. 

8.  Wenn  man  vom  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems,  als  Mittel- 
punkt der  Kugelfiäche  5,  einen  sehr  schmalen  Kegel  construirt,  so  wird 
derselbe  aus  irgend  einer  der  gegebenen  Grenzflächen  ein  Element  dSj  aus 
deren  Bild  ein  Element  da  herausschneiden.  Da  man  jedes  derselben  als 
die  sphärische  Fi^jection  des  anderen  ansehen  kann ,  so  findet  die  Rela- 
tion statt: 


äs .  cos 


(t-)  /"•''"(t) 


in  welcher  (  —  1  und  (  —  j  diejenigen  spitzen  Winkel  bezeichnen ,  welche 

die  auf  den  Flächenelementen  ds  und  da  errichteten  Normalen  mit  dem  ge- 
meinsamen Radiusvector  r  oder  q  bilden.  Aus  einer  einfachen  geometri- 
schen Betrachtung  ergiebt  sich  indess,  was  sich  auch  allgemein  von  je  zwei 
entsprechenden  Oberflächenelementen  beweisen  lässt,  dass  diese  Winkel 
unter  sich  gleich  sind.     Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man: 

ds     da 

oder  wenn  man,  um  späteren  Zweideutigkeiten  auszuweichen ,  die  Entfer- 
nungen der  Elemente  ds  und  da  vom  Anfangspunkt  mit  e  und  t  bezeichnet 

d  s     da 


9.   Kehren  wir  noch  einmal  zu  den  Transformationsformeln  in  No.  l 
zurück.     Dieselben  lassen  sich  auch  auf  folgende  Weise  schreiben : 

Betrachtet  man  in  ihnen  die  Coordinaten  |,7?,f  als  constante  Parameter,  so 
ersieht  man  sofort,  dass  dieselben  drei  Systeme  von  Kugelflächen  darstellen, 
welche  sich,  weil  jede  von  ihnen  durch  den  Anfangspunkt  geht,  gegensei- 
tig durchsetzen. 

Differentiirt  man  dieselben,  so  erhält  man: 


-^==  — 2c*— x 
dx                 r* 

+^ 

dx                r* 

dx                 r* 

dy                T*^^  r* 

dz                 r* 

dy-      ^'  r*^ 
_==_2,  _.  +  _ 

34»,  Google 
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Multiplicirt  man  dkse  Gleichungen  je  zwei  und  zwei  mit  einander  und  ad- 
dirt  die  senkrechten  Reihen,  so  findet  sieb: 

djn  H,dn  H    dji  af  ^ 

dx'dx"^ dy'  dy'^  dz'  dz         ' 

a?  a|    a|  H     H  n_. 

dx'  dx"^  dy'  dy'^  dz    dz        ' 

a|  ^  I  ü  ^4.^  ^  — n 
dxdx^dy'  dy"^  dz'  dz~  ' 

Diese  Gleichungen  zeigen  an,  dass  die  drei  Systeme  von  Engelflächcn 
einander  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

10.    Es  soll  nun  der  Ausdruck  2^*»*  Fr=0  transforrairt  werden,  in  wel- 
chem, wie  es  gebräuchlich  ist,  der  Kürze  wegen 

""  ax'^  ay*^  az« 

gesetzt  ist.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  neu  eingeführten  Coordinaten 
als  die  Parameter  dreier  orthogonalen  Flächensysteme  aufgefasst  werden 
können,  findet  die  Ja c ob i^ sehe  Formel: 

Anwendung,  in  welcher  der  Kürze  halber 


-(lf)"H-(i/+(li)-. 

»*=(i-:)-+Gi)'+0. 

-=(^h(t)"+(lf)' 


gesetzt  ist.     Um  die  ebengenannten  Grössen  zu  erhalten ,  hat  man  nur  do- 
thig,  die  Transformationsformeln  in  No.  1  zu  difFerentiiren 


lf=-4^+ 

dri                  Q^ 

I|=-^i 

ll=-4' 

Ü—^ 

lf=-^' 

dri                  9*      . 

lf=-^=+l 

die  erhaltenen  Gleichungen  ins  Quadrat  zu  erheben  und  senkrecht  zu  ad- 
diren.     Man  erhält  schliesslich : 


oder 


c^  r^  r* 

Q''  (>*'  9'' 
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Durch  Einsetzang  derselben  geht  die  Jacobi'sche  Formel  über  in 

oder 

Sie  ist  indess  noch  einer  weiteren  Vereinfachung  fähig.  Bezeichnet  man 
nämlich  mit  fp  und  ^  zwei  beliebige  Functionen  von  |,  i},  (;,  so  gelten  die 
Differentialgleichungen : 

»ij  Ö1J  tfij 

a- 
^  dt    ^dt    ''aj' 

oder  wenu  man  sie  zum  zweiten  Male  differentiirt : 


^l    t  ^i       ^*v       8«t 


_a^ 

agv"^  aj/~"^af»^^ar 

Addirt  man  dieselben,  so  wird: 


ai 


(^®+'i(''V:)+ä^('''J)=*^'-»^*- 


Setzt  man  hierin  die  beliebigen  Functionen  w= — W  und  i/;= — ,  so  er- 

Q  Q 

giebt  sich : 

oder,  da  bekanntlich  /f — =0  ist, 
Q 
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Es  geht  demnach  die  Transformationsformel  über  in : 

Für  den  Fall,  dass  J^vW^O  ist,  erhält  man  mithin  die  entsprechende 
Gleichung  J^^^ —  W=0^  oder  wenn  man  die  Entfernung  des  Punktes  |,i|,{; 
vom  Anfangspunkt  wie  vorhin  mit  ^  bezeichnet: 


j^riSf±  w\==0. 


§.2. 

Lösung  der  Aufgabe  für  den  besonderen  Fall,  dass  die  den 

Körper  begrenzenden  Kugel  flächen  concentrisch  sind. 

11.  Die  Aufgabe,  um  deren  Lösung  es  sich  hier  handelt,  lässt  sich  in 
doppelter  Weise  aussprechen.     Physikalisch  aufgefasst  lautet  dieselbe: 

,, Gegeben  ist  ein  von  zwei  concentriscben  Kugelflächin  eingeschlosse- 
ner Körper.  Es  soll  nach  Eintritt  des  stationären  Temperaturzustandes 
die  Vertheilnng  der  Wärme  im  Innern  desselben  bestimmt  werden,  wenn 
die  Temperatur  eines  jeden  Punktes  der  Grenzflächen  eine  gegebene  und 
unveränderliche  ist.^^ 

In  die  Sprache  der  Analysis  übertragen : 

„Es  ist  die  Function  V  so  zu  bestimmen,  dass 

la)  jd^^^  Vy  in  jedem  Punkte  im  Innern  des  Körpers  =0, 

Ck  TT      ^  V      7)  V 

Ib)  daselbst  F  nebst  den  ersten  Differentialquotienten  -^-r ,  •^— ,  -rrsle- 

oi     oti     <7J 

tig  und  endlich  ist ; 

II.  dass  die  Function  V  in  jedem  Punkte  der  Grenzflächen  einen  ge- 
gebenen und  unveränderlichen  Werth  annimmt,'* 

Die  Gleichungen  unter  I) ,  zu  denen  im  Allgemeinen  noch  hinzutritt 
die  Bedingung 

Ic)  dass,  falls  der  Körper  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  c  F,  wo  £  die 
Entfernung  des  Punktes  $,77, {;  vom  Anfangspunkt  darstellt,  überall  einen 
endlichen  Werth  behält,  heissen  (nach  Neumann*),  weil  sie  nur  von  der 
Gestalt  des  vorgelegten  Körpers  abhängen,  Hauptbedingungen,  diejenigen 
unter  II),  weil  sie  ausserdem  von  gewissen  Grenzwerthen  abhängig  sind, 
Nebenbedingungen.  Es  ist  somit  klar,  dass  für  einen  und  denselben  Kor- 
per unzählig  viele  Lösungen  existiren,  je  nach  der  Festsetzung  der  Werthe, 
welche  die  Function  V  in  den  Punkten  der  Grenzflächen  annehmen  soll. 
Dieselben  lassen  sich  jedoch  sämmtlich,  wie  die  Untersuchungen  von  Green 


*)  Neumann,  Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  statioDären 
Temperatufzustand  eines  homogenen  Körpers ,  welcher  von  irgend  zwei  nicht  con- 
centriscben Kugelflächen  begrenzt  wird.    Pag.  14.  r^ooalp 
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und  Neu  mann  gezeigt  haben,  auf  eine  einzige  zurückführen,  nämlich  auf 
folgende  Aufgabe: 

Es  ist  die  Function  G  zu  bestimmen ,  welche 

I.  den  Hauptbedingungen  Genüge  leistet, 

II.  in  einem  beliebigen  Punkte  (o)  der  Oberfläche  den  Werth  r,o  er- 
langt, wenn  man  unter  Jjo  den  reciproken  Werth  der  Entfernung  des  Punk- 
tes (o)  von  einem  beliebigen ,  aber  festen  Punkte  (1)  im  Innern  des  Körpers 
versteht,  so  dass  also  G^:=:T^Q  ist. 

Ist  nämlich  die  Function  G  für  einen  Körper  ermittelt  und  versteht 
man  unter  ijg'  die  Grösse 


Vo  = 


dn         dn  ' 


wo  n  die  Richtung  der  im  Punkte  o  nach  Aussen  errichteten  Normale  dar- 
stellt, so  findet  man  die  gesuchte  Function  durch  die  Gleichung: 

4«;F,  ^J^noVodOy 

in  welcher  do  das  Flächenelement  im  Punkte  o  darstellt  und  die  Integration 
auf  alle  Elemente  der  Grenzflächen  auszudehnen  ist. 

12.  Diese  Beziehungen  sollen  angewendet  werden,  um  den  Werth  der 
Function  V  zunächst  für  einen  von  zwei  concentrischen  Kugelflächen  be- 
grenzten Körper  zu  ermitteln.  Bezeichnet  man  mit  a  einen  Punkt  der 
äusseren,  mit  v  einen  Punkt  der  inneren  Grenzfläche,  ferner  mit  da  und 
dz  die  Flächenelemente  in  den  Punkten  a  und  r,  so  ist  die  Gleichung,  durch 
welche  die  Function  V  bestimmt  ist: 

47tV,=fri^'V^da+fn^'V^dr, 

in  welchen  die  Grössen  ij  die  Werthe  haben: 


Vö 


Berücksichtigt  man,  dass  die  in  da  errichtete  Normale  dieselbe  Richtung 
hat,  wie  der  Radiusvector  r,  die  in  dr  errichtete  aber  eine  dem  letzteren 
entgegengesetzte ,  so  lassen  sich  die  obigen  Werthe  auch  folgendermaassen 
darstellen : 


_</c; 

^T.a 

dn 

do; 

dn 

dn 

dn  ' 

^0  =  - 


dGr        ^^la 

'    dr         dr   ' 

dO;    .  dT,, 


'^   .  dr     '      dr 

Da  in  denselben  T^^  und  T^^  bekannte  Functionen  sind,  so  bandelt  es  sich 
darum,  die  Green' sehe  Function  G  zu  ermitteln. 
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13.  Es  sei ,  wie  oben ,  1  ein  im  Innern  des  Körpers  beliebig  angenom- 
mener, aber  fester  Punkt,  dagegen  o  ein  veränderlicher  Pnnkt,  ihre  Polar- 
coordinaten  r„  Wj,  tp^  nnd  r,  o,  tp,  dann  ist 

T  ' 

■»10  "~"     /  I 

yr^+ri^—2rr^cos^ 
wo 

cos  &=:C0S(O,  cos  0),  +  StH  CD .  Sitl  0I| .  COS  (9>  —  ^j) 

gesetzt  ist.     Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auf  doppelte  Weise  nach  Kugel 
functionen  entwickeln 

von  denen  die  erstere  Entwickeluug  anzuwenden  ist,  so  lange  der  Punkt 
(o)  innerhalb  einer  mit  dem  Radius  r,  um  das  gemeinsame  Centrum  con- 
strairten  Kugel,  die  letztere  dagegen,  wenn  er  ausserhalb  derselben  liegt. 
Schreibt  man  der  Kürze  wegen  P,o"  für  /""(cosd),  da  diese  Function  nur 
von  der  Lage  der  Punkte  o  und  1  abhängt,  so  ist  demnach 


r,„=;"=*  '  für 

Hinsichtlich  der  Function  P^Qi)  hatLaplace  gezeigt,  dass  dieselbe 
der  Gleichung  genügt 

vermittelst  welcher  sich  leicht  beweisen  lässt ,  dass  jedes  Glied  der  obigen 
Keihen 


rnp,-  und  -ip-,  />„- 


der  Gleichung  genügt 


^fr"/>|o"  =  0    und   zf-^Pio"  =  0. 

Aus  einfacher  geometrischer  Anschauung  erhellt  ferner,  dass  jede 
von  diesen  Grössen  sammt  ihren  ersten  DifFerentialquotienten,  so  lange  der 
Punkt  0  im  Innern  des  Körpers  bleibt,  stetig  und  endlich  ist.  Es  folgt 
daraus,  dass  jede  von  ihnen  den  obigen  Ilauptbedingungen  Genüge  leistet. 
Dasselbe  gilt  auch  von  jedem  aus  ihnen  beliebig,  zusammengesetzten 
Ausdrucke 

Da  diese  Function  ebenso,  wie  die  Function  G  den  Hauptbedingungen 
genügt,  so  wird   sie  mit  derselben  identisch  sein,  weim>  beide  jauch  den- 
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selben  Nebenbedingungen  genügen;  es  ist  deninacb  zu  nntersucben,  ob  die 
bisher  willkürlichen  Constanten  A  und  B  sich  so  bestimmen  lassen,  dass 
die  Functionen  J  und  G  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Functionen  J  und  T  die- 
selben Grenzwerthe  besitzen ,  d.  h.  dass  die  Gleichungen  stattfinden 

j^  =  r,^  und  J,  =  r,,. 

Nach  der  obigen  Entwickelung  hat  man  aber 

T     T        ^        P    n 

n=:0  '0  ^ 

ii=roo     p  n 
T      —     y  ^        p    u 

«  =  0  M    ^ 


sowie 


Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  die  Functionen  J  nnd  G  identisch  sein 
sollen,  einerseits  die  für  J  entwickelten  Reihen  von  n  =  0  bis  nc=3  oo  sum- 
mirt  werden  müssen ,  andererseits,  dass  die  willkürlichen  Constanten  A  und 
B  so  bestimmt  werden  müssen ,  dass 

1  r  ^ 

Ar  "hfl  -^    - 

o  o 

1  rr" 

Ar^^+B-  "" 


Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 


r^w+l     r^2ii4.i_;,^2n+i 


Versteht  man  nun  unter  A  und  B  die  genannten  Grössen,  so  stellt  sich 
die  gesuchte  Function  dar 


'''=''IX'''-''+^M'-' 


14.  Es  sind  gegenwärtig  die  Grössen  ri  selbst  zu  berechnen.  Da  die 
Function  J  bekannt,  die  Function  G  soeben  ermittelt  ist,  hat  man  beider 
Differentialquotienten  zu  bilden.  Berücksichtigt  man,  dass  die  Function 
Z'io"  ^on  ^^^  Coordinate  r  unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich 

dcBgleichen  findet  man  die  Differentialquotienten  von  T^a  OooqIc 
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Setzt  man  diese  Werthe  der  Diflferentialquotienten  in  die  GleichuDgen, 
durch  welche  die  Grössen  tj^'  und  iy^'  bestimmt  werden, 


Vr  =-- 


^^; .  ^^it 


dr  dr 


ein ,  so  erhält  man 


fl=:QD 

v7 


2'  r+  Anrn-^  -B{n+  l)^^+  («+,)  ^  ]  /.^^«, 

1  =  01  L  ^6  ^c  -^ 

''*'  ^111  [~  ^"  *■'""'  +  ^  ^^  +  '^ V^  ■•""  ^^*]  ^"" 

Werden  jetzt  für  die  Grössen  A  und  ^  ihre  Werthe  substituirt,  so  er- 
giebt  sich  nach  einigen  Reductionen 

n=:oo  y.  n— «1     ^2n4-l y.  2n +1 

V  =  f^  (2«  + «)  ^nr+i  •  ,>-+rzi7;.M.-.  P^<r . 

n=<»  ^  n  — I      ;.2n  +  l ^2n+l 

Man  erhält  somit  das  Resultat: 

Bezeichnet  man  mit  ri^  und  r]^  die  oben  aufgestellten  Ausdrücke,  so 
ist  der  Werth  der  Function  V  im  Punkte  (1)  bestimmt  durch  die  Gleichnng 
47tF,^frj;V^d0  +  ffi^'V^dv. 

§.3. 

Zurückführung  der  Lösung  des  allgemeinen  Problems  auf 

den  im  §.  2  behandelten  speciellen  Fall. 

15.  Die  Aufgabe,  deren  Lösung  die  vorliegende  Untersuchung  zum 
Gegenstande  hat,  lautet,  wie  bekannt  ist,  folgender maassen : 

Gegeben  ist  ein  von  zwei  nicht  concentrischen  Kngelflächen  einge- 
schlossener Körper.     Es  ist  die  Function  ^zu  bestimmen,  welche 
I.  im  Innern  des  Körpers  den  Hauptbedingungen  genügt, 

II.  in  Punkten  a  und  t  der  Grenzflächen  gegebene,  unveränderliche 
Werthe  annimmt. 

Es  war  früher  gezeigt,  dass  der  vorgelegte  Körper,  mag  er  endlich  be- 
grenzt sein  oder  sich  nach  allen  Richtungen  bis  ins  Unendliche  erstrecken, 
nach  der  in  §.1  auseinandergesetzten  Methode  sich  in  einen  Körper  verwan- 
deln lässt,  welcher  von  zwei  concentrischen  Kugelflächen  eingeschlossen 
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ist.  Es  ist  daher  von  Wichtigkeit,  zu  untersuchen,  in  welcher  Art  sich  die 
BedingUDgsgleichungen  der  Function  W  für  den  erhaltenen  Körper  trans- 
formiren.  Es  mag  deshalb  daran  erinnert  sein,  dass  zunächst  nach 
No.  10  die  Bedingungsgleichung  la)  ^i*»'^=0  übergeht  in  die  ähnliche 

/ll'nt  l-^W  j  =  0,  wo  £  die  Entfernung  des  Punktes  Si?t  vom  Anfangspunkt 

darstellt.    Um  die  hier  auftretende  Function  —  W  zu  untersuchen,  sind  die 

s 

beiden  Fälle,  von  denen  oben  die  Eede  war,  einzeln  zu  betrachten. 

Ist  der  zu  untersuchende  Körper  nach  allen  Richtungen  endlich  be- 
grenzt, so  liegt  der  Anfangspunkt  ausserhalb  des  durch  die  Transformation 

erhaltenen;  es  kann  daher  niemals  6  =  0,  also  —  =oo  werden.   Da  auch  die 

£ 

Function  W  im  Innern  des  Körpers  stetig  ist,  so  folgt,  dass  daselbst  die 
Function  —  fF  ebenfalls  stetig  und  endlich  ist.  Dasselbe  lässt  sich  auch 
von  ihren  ersten  Dififerentialquotienten  darthun. 

Ist  dagegen  der  Körper  nach  allen  Richtungen  hin  unbegrenzt,  so 
liegt  der  Anfangspunkt  in  dem  durch  die  Transformation  erhaltenen  Kör- 
per selbst,  und  es  könnte  daher  fraglich  erscheinen ,  ob  die  Function  —  W 

im  Anfangspunkte  endlich  ist.  Indessen  tritt  für  diesen  Fall  noch  die  Be- 
dingung Ic)  hinzu,  welche  besagt,  dass  die  Function  e  W  auch  für  e=  oo 

endlich  bleibt.  Da  nun  eW^= —  W  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Function 
—  ^auch  für  £  =  0,  d.  h.  im  Anfangspunkte  endlich  bleibt.    Dasselbe  gilt, 

£ 

wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  auch  für  die  ersten  Differentialquotienten 
derselben. 

Aus  diesen  Erörterungen  geht  hervor,  dass ,  wie  auch  der  ursprüng- 
liche Körper  beschaffen  sein  mag,  die  Function  —  ^  im  Innern  des  trans- 
formirteu  Körpers 

la)  der  Gleichung  /ii—  w\  =  0  genügt, 

Ib)  sammt  ihren  ersten  Differentialquotienteu  stetig  und  endlich  ist. 

Dies  sind  nichts  anderes,  als  die  vier  Hauptbedingungen  für  den 
transformirten  Körper,  da  die  Bedingung  Ic)  hier,  weil  derselbe  jedenfalls 
endlich  begrenzt  ist,  ihre  Bedeutung  verliert.  Es  ist  demnach  noch  übrig, 
die  Nebenbedingungen  zu  transformiren.  Da  jedem  Punkte  $  und  i  des 
ursprünglichen  Körpers   ein  Punkt  o  und  x  des  transformirten  entspricht, 
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so  folgt    Ws==fVfi  und   Wt=fV^.    Die  Function  —  fF  nimmt  folglich   in 

Punkten  der  Grenzflächen  die  bestimmten  Werthe  — JVg  und  —  TF,  an. 

Man  erhält  somit  schliesslich  das  Resultat: 

Die  Function  —^genügt 

I.  im  Innern  des  Körpers  den  Hauptbedingungen, 
II.  sie   nimmt  auf  den   Grenzflächen  die   unveränderlichen  Werthe 

Iff^  und  -^tan. 
fc  fr 

Es  war  aber  im  §.  2  die  Aufgabe  gelöst  worden,  für  einen  Körper  der- 
selben Art  die  Function  V  zu  ermitteln,  welche 
I.  im  Innern  den  Hauptbedingungen  genügt, 

II.  auf  den  Grenzflächen  gegebene  feste  Werthe  V^  und  V^  annimmt. 

Da  nun  eine  jede  Function  durch  die  obigen  Bedingungen  unzweideu- 
tig bestimmt  ist,  so  müssen  die  Functionen  —  W  und  F,  weil  sie  beide  den 

Bedingungen  I  genügen,  identisch  sein,  wenn  dies  auch  hinsichtlich  der  Be- 
dingungen II  der  Fall  ist.     Setzt  man  demnach 

Lws^Vc  und— ^,=  F^, 

so  folgt 

—  W=  V 

B 

oder 

Es  leuchtet  hieraus  ein,  dass  die  gestellte  allgemeine  Aufgabe,  weil 
zurückgeführt  auf  einen  besonderen  schon  behandelten  Fall ,  ebenfalls  als 
gelöst  anzusehen  ist.  Es  ist  jedoch  noch  nöthig,  zu  untersuchen,  welche 
Bedeutung  für  den  ursprünglichen  Körper  die  Grössen,  welche  in  der 
Function  V  enthalten  sind,  besitzen.  Vor  Allem  liegt  die  Frage  nahe,  in 
welcher  Weise  die  Coordinaten  r,  w,  9  in  die  gegebene  Figur  sich  über- 
tragen lassen, 

16.  Es  seien  in  der  letzteren,  wie  früher,  p  und  Pi  die  beiden  Pole,  um 
den  Polp  sei  mit  der  Polardistanz  pp^  die  Kugelfläche  construirt,  in  Bezug 
auf  welche  o>  das  Bild  eines  beliebigen  Punktes  0  sei.  Aus  den  Principien 
der  Tranformation  ergiebt  sich  alsdann 

po»pm  =  pp^  7 
folglich 

d pop^  <x)  Jppifo 
und  daraus 

Pi^'PPi^PiOlpO.  ^  j 
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Setzt  man,  wie  früher,  pp,  =  cun(l  erwSgt,  dass  j9,b>  niclitß  anderes 
ist,  als  die  Polarcoordinate  r,  so  hat  man 

PO 

Der  hier  auftretende  Quotient  der  Entfernungen  des  variabeln  Punktes 
0  von  den  beiden  Polen  lässt  sich  als  neue  Coordinate  K  einführen,  so  dass 

r  =  c,K. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  popi  und  pp,  oi  ist  ferner  ersicht- 
lich, dass 

Lpp.m^Lpopi, 

wo  Lpp^m  das  Supplement  des  Winkels  ist,  welcher  sonst  als  Polarcoordi- 
nate fa  betrachtet  wurde,  an  deren  Stelle  L  popx ,  d.  h.  der  Winkel,  den  die 
Radien  po  und  P|0  mit  einander  bilden,  als  neae  Coordinate  Sl  eingeführt 

werden  soll,  so  dass  man  hat 

(ö  =  :t  —  Sl, 
Was  die  dritte  Coordinate  (p  anbelangt,  welche  den  Winkel  darstellt, 
den  die  durch  den  variabeln  Punkt  c»  und  die  Z-Axe  gelegte  Ebene  mit  der 
AIT-Ebene  bildet,  so  soll  dafür  der  Winkel,  welchen  die  durch  den  entspre- 
chenden Punkt  0  und  die  A'-Axe  hindurcligelegte  Ebene  mit  der  ^TF-Ebene 
bildet,  als  neue  Coordinate  <l>  eingeführt  werden.  Da  die  genannten  Ebenen 
indessen  nach  No.  3  zusammenfallen ,  so  hat  man 

!?•  Mit  Hilfe  der  soeben  aufgestellten  Transformationsformeln 

lässt  sich  zunächst  zeigen,  dass  der  Ausdruck 

cos  CD .  cos  Q)i + sin  cd  ,  sin  gd,  .  cos  (9? — 9i ) 
in  den  folgenden  tibergeht 

co5Ä.cosü,+smÄ.mÄj.co5(<P— <!>,), 
d.  h.  dass  er  unverändert  bleibt,  abgesehen  davon,  dass  an  die  Stelle  der 
monopolaren  Coordinaten  die  dipolaren  getreten  sind,  wenn  man  nämlich 
die  neu  eingeführten  Coordinaten  KSIO^  weil  sie  sich  auf  zwei  Pole  be- 
ziehen, dipolare  nennt  im  Gegensatz  zu  den  gewöhnlichen  Polar-  oder  mo- 
nopolaren Coordinaten.     Da  der  obige  Ausdruck  das  Argument  der  Func- 
tion P  bildet,  so  gilt  ein  Gleiches  offenbar  auch  von  dieser  und  man  hat 
^i«"  =  ^i."  ^nd  />i^»  =  i>^A 
Durch  die  Substitution  derselben  verwandeln  sich  die  Grössen  97  in 
die  folgenden 


'^^  ^  ^  nf  0  ^'"+ ^^  v^ '  :^>mt=t.^^  ^^' 


n 


1    11=00  Ä^*»-^        J7  2n-f1^Ä^2n+l 
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Die  Fanction  V  wird  aber  repräsentirt  darch  die  Gleichung 

Nach  Einsetzung  der  Werthe 

V^^-Ws  und   F^  =  A  Wt, 
sowie 

ergiebt  sich  die  Gleichung 

r     W  C     W 

=  A  V'  W,  da  +  f-^  nt  fVt  dr, 

Zur  Transformation  der  Flächenelemente  da  und  dx  dienen  die  For 
mein  in  No.  8 


ds      da        .  dl      dr 
—;  =  —.  und  -5  =  —^ 


oder 


Jtf=~rf5   und  dr  =  ^rf/. 


c* 


c* 


Durcb  Substitution  derselben  geht  die  Gleichung  über  in 
4n  W,  ^P-^  Vo  W,  ds  +y*^'  Vv  Wt  ^l- 

Dieselbe  lässt  sich  wiederum  in  die  Normalform  bringen 
AnW^^fff/  fV,  ds  +  fjl/  fFtdt, 
wenn  man  unter  ///  und  Bt^  die  folgenden  Ausdrücke  versteht 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  von  t;/  und  rix 

18.  Um  die  Grösse  e,  welche  den  Abstand  des  variabeln  Punktes  o 
vom  Anfangspunkt  darstellt,  ebenfalls  durch  die  dipolaren  Coordinaten 
auszudrücken ,  bat  man  im  z^  p  mp^ 

p  oo'  =  pPj*  —  2ppi .p,  0»  cospp^  Ol  +p,  a>* 
oder 
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Setzt  man  darin  r  =  c,K  und  (o  =  7c  — ß,  so  wird  «=  — ,  und  man  erhält 

e 


oder  wenn  man  die  stets  positive  Grösse 

setzte 

c 
e  = — . 

Durch  diese  Suhstitution  gehen  die  obigen  Gleichungen  über  in 

Diese  Formeln  stimmen,  abgesehen  von  der  verschiedenen  Bezeich- 
nungsweise, vollständig  mit  denen  überein,  welche  Herr  Prof.  Neu  mann 
vermittelst  einer  anderen  Methode  aufgestellt  hat*). 

19.  Es  war  oben  mehrmals  die  Behauptung  ausgesprochen,  dass  die 
Untersuchung  eines  von  zwei  concentrischen  Kugelflächen  eingeschlossenen 
Körpers  hinsichtlich  seiner  Temperatur  nur  ein  specieller  Fall  derjenigen 
ist ,  welche  sich  auf  einen  von  zwei  excentrischen  Kugelflächen  umschlos- 
senen Körper  bezieht.  Inwiefern  dies  richtig  ist,  soll  zum  Schluss  noch 
dargethan  werden,  indem  gezeigt  wird,  dass  durch  gewisse  Einschrän- 
kungen die  im  §.  3  gefundenen  Formeln  in  die  des  §.  2  übergehen. 

Es  seien  wiederum  p  und  p^  die  beiden  Pole,  o  ein  variabeler  Punkt, 
so  stellt  die  Gleichung 

-^-  =  Consi. 
op 

ein  System  von  nicht  concentrischen  Kugelflächcn  dar  mit  der  gemein- 
schaftlichen Centrale  ppt.  Lässt  man  den  Punkt  p  in  die  unendliche  Ferne 
fortrücken,  so  wächst  der  Radiusvector  op  bis  ins  Unendliche  und  die 
Gleichung  scheint  ihre  Bedeutung  zu  verlieren.  Multiplicirt  man  jedoch 
vorher  mit  der  Polardistanz  pp,  =  c,  so  wird 

^      c 
Qp  .  ^=-  =  Consi. 
op 

Lässt  man  jetzt  den  Punkt  p  bis  nis  Unendliche  fortrücken,  so  convergirt 

der  Quotient  -==-    gegen  den  Werth  =  1 ,   und  die  Gleichung  verwandelt 

op 
sich  in 


op^^^  Const, 


*)  Neamann,  Lösung  des  allgemeinen  Problems  n.  s.  w.,  pag.  1 
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Dieselbe  stellt  jetzt  ein  System  von  concentrischon  Kugelflächen  dar,  deren 
Mittelpunkte  sämmtlich  mit  p^  zusammenfallen.  Hieraus  zeigt  sich  zngleicb, 
inwiefern  die  monopolaren  Coordinaten   in  den  dipolaren  enthalten  sind. 

Da  nämlich  -z=^^^K  oder  o/?, .   =^c  ,  K^  so   folgt  o/?,  oder  r  =  r .  A'. 

op  op 

oder  endlich 

Kz=—  für  c  =  co. 
c 

Während  sich  der  Pol  p  bis  ins  Unendliche  entfernt,  nähert  sich  zu- 
gleich der  Radiusvector  op  mehr  and  mehr  der  durch  o  parallel  zur  Cen- 
tralen gezogenen  Geraden,  und  es  geht  demnach  der  Winkel  .$2,  welchen 
er  mit  dem  andern  Radiusvector  op^  bildet,  allmählich  in  denjenigen  Win- 
kel flo  über,  welchen  der  letztere  mit  der  Centralen  bildet,  so  dass  man  erhalt 

Sl  =  G). 

Was  endlich  den  Winkel  O  betrifft,  so  bleibt  derselbe  unverändert  und 
ist  ein  und  dasselbe  mit  der  Polarcoordinate  9,  so  dass 

zu  setzen  ist.  Vermittelst  dieser  Substitution  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck 

cos  Sl  cos  Sil  +  sin  Sl  sin  Sl^  cos  ((P  —  <!>,) 
und   daher  auch  die  Function  P,o",  deren  Argument  er   ist,   unverändert 
bleibt,  sofern  an  Stelle  der  dipolaren  Coordinaten  Ä  und  <l>  die  monopo- 
laren CO  und  q>  eingesetzt  werden. 

Hinsichtlich   der  Grösse  e  ist,    da  e=:c._£^  gesetzt  werden   ksDD, 

c 

leicht  einzusehen ,  dass  sie  gegen  den  Werth  s=  c  convergirt. 
Setzt  man  zugleich  K^= — ,  so  erhält  man  schliesslich 

b:  =  2  (2«  + 1)  ;:^  •  -'2,+i_;,„.n . ^u-. 

11=0  'I     •         ^s     ^  "* 

h;  =  ^^^  (2« + 1)  ^, .  ^)„^._^;.,^. .  Pu\ 

mit  Rücksicht  auf  welche  Gleichungen  die  Function  ^gefunden  wird  ans 
der  Relation 

Anw,  ^Jn;  w,  ds  +fH;  Wt  dt. 

Es  ist  augenscheinlich,  dass  diese  Gleichungen  vollständig  mit  denen 
tibereinstimmen,  welche  in  No.  14  entwickelt  worden  sind  und  damit  ist  die 
obige  Behauptung  gerechtfertigt. 
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XXm  Zar  Theorie  der  Maximal-  nnd  Minimalwerthe.  Von  Prof. 
Kleimfeller  in  München. 

Eine  Fanction  F(x)y  deren  n  erste  Differentialqnotienten  für  :r  =  a 
sÄmmtlich  Null  werden,  während  F("+*)(a)  eine  von  Null  verschiedene 
Grösse  ist,  soll  bekanntlich  für  obengenannten  Werth  der  Variabelen  nur 
dann  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  werden  können,  wenn  n  eine  ungerade 
Zahl  ist.  Dass  aber  diese  Eigenschaft  keine  vollkommen  allgemeine  ist, 
sondern  nur  unter  gewissen  weiteren  Bedingungen  stattfinden  kann,  mag 
zunächst  nachfolgendes  Beispiel  darthun. 

Die. zwei  ersten  Differentialqnotienten  der  Function  (ar~ö)t,  nämlich 
§(af  —  a)i  und  y  (x — a)l  werden  offenbar  für  a?=sa  Null,  während  der 
dritte  Differentialqnotient  derselben  für  den  nämlichen  Werth  der  Variabelen 
nicht  Null ,  sondern  unendlich  gross  wird.  Der  bisher  für  allgemein  giltig 
angenommenen  Regel  zufolge  könnte  also  (a:  — a)S  für  x  =  a  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  werden;  und  doch  wird  diese  Function  für 
x  =  a  ein  Kleinstes,  da  sie  für  jeden  reellen  Werth  der  Variabelen  positiv 
bleibt  und  für  «  =  a  Null  wird,  also,  während  x  durch  a  hindurchgeht, 
zuerst  abnehmen  und  sodann  wieder  zunehmen  muss.  Vorstehendes  Bei- 
spiel zeigt  wohl  zur  Genüge ;  dass  die  im  Eingange  dieses  Artikels  ange- 
führte Regel  nur  unter  gewissen  weiteren  Bedingungen  Giltigkeit  haben 
kann  und  werden  die  letzteren  sogleich  klar  werden,  wenn  man  die  Begrün- 
dungsweise des  fraglichen  Gesetzes  näher  ins  Auge  fas8t.  Letzteres  wird 
nämlich  gewöhnlich  mit  Hilfe  der  Gleichung 

bewiesen,  welche  Gleichung  nicht  nur  erfordert,  dass  die  w ersten  Differen- 
tialquotienten von  F{x)  für  x=a  Null  werden ,  sondern  auch  noch  voraus- 
setzt, dass  F(Ar)  sammt  seinen  72 -f*!  ersten  Differentialqnotienten  für  x=a 
keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet*),  welche  letztere  Bedingung 


*)  DasB  eine  Function  nuch  dann  eine  Unterbrcchnng  der  Stetigkeit  erleidet, 
wenn  sie  unendlich  wird,  ist  liier  immer  stillschweigend  voransgesetzt^^,^ 
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in  dieser  Form  genügt,  weil  hier  nur  unendlich  kleine  Werthe  von  h  in  Be- 
tracht kommen.  Ist  also  n  eine  gerade  Zahl  nnd  ^"+^>(a)  von  Null  ver- 
schieden, so  lehrt  obige  Gleichung  in  der  That,  dass  F  (a+A)  —  F(a)  das 
Vorzeichen  wechseln  muss ,  während  h  von  einem  unendlich  kleinen  nega- 
tiven Werth  zu  einem  unendlich  kleinen  positiven  stetig  übergeht^  nnd  dass 
mithin  in  diesem  Falle  F{a)  weder  ein  Maximal-  noch  ein  Minimalwerth 
von  F(x)  sein  kann.  Allein  diese  Eigenschaft  gilt  offenbar  nur  dann,  wenn 
jrin-^i) l^x)  für  X  :=  a  nicht  unstetig  wird.  Was  im  letzteren  Falle  ge- 
schieht, lehrt  obige  Gleichung  nicht  und  kann  es  auch  nicht  lehren,  weil  sie 
dann  keine  Giltigkeit  mehr  besitzt. 

Es  ist  nun  der  Hauptzweck  der  nachfolgenden  Untersuchungen,  dar- 
zuthun,  dass  F{x)  auch  dann  noch  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth  für 
a:=a  haben  kann,  wenn  die  2m  ersten  Differentialquotienten  dieser  Foae- 
tion  ftir  a:=a  Null  werden,  während  der  (2m+l)**  nicht  Null  ist  für  diesen 
Werth  der  Yariabelen;  allein  es  wird  dann  noch  die  weitere  Bedingung 
hinzugefügt  werden  müssen,  dass  F^'^^'^^^(x)  für  .Ts=a  unstetig  werden  und, 
während  x  durch  a  hindurchgeht,  das  Vorzeichen  wechseln  muss.  Es  soll 
bei  dieser  Gelegenheit  auch  zugleich  gezeigt  werden,  dass  die  Theorie  vom 
GröBSten  nnd  Kleinsten  auch  ohne  Zuziehung  des  Taylor 'sehen  Satzes 
durchgeführt  werden  kann  und  werden  wir  uns  zu  dem  Ende  im  Folgenden 
lediglich  nur  auf  den  auch  bisher  schon  bei  Begründung  der  ersten  Funda- 
mentalsätze über  Grösstes  nnd  Kleinstes  gewöhnlich  in  Anwendung  ge- 
brachten bekannten  Satz  stützen,  demzufolge  eine  Function  F{x)y  so 
lange  sie  stetig  bleibt,  bei  wachsenden  Werthen  der  Yariabelen  za- 
oder  abnehmen  muss,  je  nachdem  F' {x)  beziehungsweise  positiv  oder  ne- 
gativ ist. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  bekanntlich  sogleich,  dass,  während  x 
wachsend  durch  a  hindurchgeht,  F' (x)  vom  Positiven  zum  Negativen  oder 
vom  Negativen  zum  Positiven  übergehen  muss,  je  nachdem  F(x)  für  x=a 
beziehungsweise  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Bleibt  nun  F' (x) 
während  dieses  Zcichenwechsels  fortwährend  stetig ,  so  muss  F\a)  Null 
sein  und  F' (x)  nimmt,  während  x  wachsend  durch  a  hindurchgeht,  im 
Falle  eines  Maxiraums,  stetig  vom  Positiven  zum  Negativen  übergehend, 
fortwährend  ab,  so  dass  F"(x)  als  erster  Differentialquotient  einer  im  Ab- 
nehmen begriffenen  Function  fürar=a  +  6  negativ  sein  muss,  wobei  nicht 
nur  hier,  sondern  auch  im  Folgenden  unter  d  stets  eine  gegen  Null  conver- 
girende  Grösse  zu  verstehen  ist.  Wäre  dagegen,  während  immer  noch 
i;"(a)=0,  F{a)  ein  Minimalwerth  von  F{pc)^  so  würde  F'(x)y  stetig  vom 
Negativen  zum  Positiven  übergehend,  zunehmen,  während  x  durch  a  hin- 
durchgeht und  F'\x)  müsste  daher  für  x=a  positiv  sein. 

Nehmen  wir  nun  an ,  F*  {a)  sei  nicht  Null ,  so  müsste  F'  (x) ,  um  — 
während  x  durch  a  hindurchgeht  —  das  Vorzeichen  wechseln  zu  können^ 
für  a:=a  unstetig  werden.     Fassen  wir  dabei  specieli  den  Fall  ins  Auge, 
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•  wenn  F'(a)=^+  oo,  so  wird  sich  in  Be^Jeliang  auf  das  Vorseiclien  von  F"(a) 
gerade  das  entgegengesetzte  Gesetz  ergeben,  als  dort,  wo  ^(a)  =  0. 

I.  F'^  {a)  wird  nämlicli  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
F  (a)  ein  grösster  oder  kleinster  Werth  von  F  {x)  ist, 
wenn  zugleich  F\ay=  +  oo  . 

Dieses  meines  Wissens  bis  jetzt  unbekannt  gebliebene  Gesetz  wird 
ganz  in  derselben  Weise  bewiesen,  wie  das  vorhergehende.  Erlangt  näm- 
lich F(a:')  fUr  x  =  a  einen  Maximalwerth  und  ist  zugleich  F\a)  =  +  oo  ^ 
so  mnsB  F\x)y  um  vom  Positiven  zum  Negativen  übergehen  zu  können, 
während  x  durch  a  hindurchgeht,  zuerst  bis  +  oo  zugenommen  haben,  so- 
dann bei  jT  = «  auf  —  oo  überspringen  und  hierauf  einem  endlichen  ne- 
gativen Werth  sich  nähern,  also  wieder  zunehmen.  Da  n\xn  F' (x)  zu- 
nimmt, wenn  x  wachsend  der  Grösse  a  sich  nähert,  und  abnimmt, 
wenn  x  abnehmend  sich  f^ nähert,  so  muss  offenbar  P" (ß  ^i)  positiv 
sein.  F" (a)  selbst  wird  also -f  oo  ,  weil  F' (a)  unendlich  gross  ist  und 
F'(x')  der  Voraussetzung  zufolge  in  unmittelbarer  Nähe  von  a:  =  a  keine 
weitere  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleiden  soll. 

Eine  ähnb'che  Betrachtung  zeigt,  dass,  falls  F{ä)  ein  Minimalwerth 
von  FQc)  ist  und  jP'(fl)  =  i  ao ,  F^x")  zuerst  bis  —  oo  abnehmeti, 
hierauf  zu  +  oo  überspringen  und  alsdann  wieder  abnehmen  muss,  wäh- 
rend X  durch  a  hindurchgeht.  Da  hier  F'  (x)  stets  abnimmt,  so  ist  F"  (a  4^  6) 
negativ  und  /*"(«)  =  — od  . 

Nachdem  wir  erkannt,  wie  aus  dem  Vorzeichen  von  F"  {a)  nicht  nur 
wenn  F^  («)  =  0,  sondern  auch  wenn  F'  (a)  =  4i  oo  auf  die  Existenz  eines 
Maximal-  oder  Minimalwerthes  von  F  (x)  geschlossen  werden  kann,  wenden 
wir  uns  wieder  dem  Falle  zu,  wenn  /^(a)=0,  und  nehmen  an,  es  sei 
auch  f'"fa)  =  0,  während  noch  immer  Fix)  durch  x  =  a  zu  einem  Grössten 
oder  Kleinsten  wird.  Nehmen  wir  zunächst  an,  F  (a)  sei  ein  Maximalwerth 
von  F{x)y  so  ist  F"  («  +  d)  negativ,  und  da  F"  {a)  =  0,  so  muss  F"(q+_6)^ 
als  Function  von  ^  betrachtet,  zuerst  zunehmen,  während  d  von  einem 
unendlich  kleinen  negativen  Werth  an  bis  Null  geht  und  sodann ,  während 
^  von  Null  an  bis  zu  einem  unendlich  kleinen  positiven  Werth  hin  zunimmt, 
wieder  abnehmen.  F"(ai)  besitzt  also  für  xz=a  ebenfalls  einen  Maximal- 
werth. Aehnlich  erkennt  man ,  dass,  /*'(«)  =  0,  F"(a)=Ound  F{a)  als 
Minknalwerth  vorausgesetzt,  F"  {x)  für  ;r  =  a  ebenfalls  ein  Minimum  wer- 
den muss,  da  in  diesem  Falle  F{a  _+  ö)  positiv  ist,  F"  {x)  also,  währ^end  x 
durch  a  hindurchgeht,  von  einem  positiven  Werth  an  bis  zu  Null  herab- 
sinken und  sodann  wieder  zu  einem  positiven  Werth  heranwachsen  muss. 

II.  Wird  also  F{x)  für.r  =  «  ein  Maximum  oder  Minimum, 
ist  /"(a)  =0  =  /'"(rt),  unterbrechen  ferner  jP(a:)  ,  F"{x), 
F'\x)  für  «  =  a  ihre  Stetigkeit  nicht,  so  wird  zug^leiclu 
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mit  F(jr)  auch  F"{or)  bezielmngsweise  ein  Maximum  oder 
Minimnm  für  x=.a. 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich,  dass  unter  den  sub  II  gemachten  Vor- 
aussetznngen  der  erste  Differentialqnotient  von  F"(x)y  nftmlich  F"' (x)^ 
während  x  durch  a  hindurchgeht,  vom  Positiven  zum  Negativen  oder  vom 
Negativen  zum  Positiven  übergehen  musS;  je  nachdem  F''  (x)  oder,  was 
dasselbe  ist,  F{x)  fürorsa  ein  Qrösstes  oder  Kleinstes  wird.  Findet 
dieser  Uebergang  in  unstetiger  Weise  statt  und  wird  dabei  speciell  F'"{a) 
=  +  00  ,  so  wird  F^^(a)  ebenfalls  unendlich,  und  zwar  entschieden  +  oo , 
wenn  F(a)  ein  Maximalwerth  und  —  oo  ,  wenn  F(a)  ein  Minimalwerth  ist, 
wie  unmittelbar  ans  I  zu  erkennen  ist.  Bleibt  dagegen  F"\x)  stetig, 
während  x  durch  a  hindurchgeht,  so  ist  F'"(a^  =  0  und  das  Vorzeichen 
von  F^^  (fl)  zeigt,  je  nachdem  es  +  oder  —  ist,  an,  ob  F(a)  beziehungsweise 
ein  Minimal-  oder  Maximalwerth  ist.  Sollte  jedoch  F^  (x)  für  «  =  0  Null 
sein  und  stetig  bleiben,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  II,  dass  F^^  (x)^  ak 
zweiter  DifPerentialquotient  von  F"  (x),  mit  dieser  letztgenannten  Function 
und  also  auch  mit  F(a:)  zugleich  für  x^=a  beziehungsweise  einen  Maximal- 
oder Minimalwerth  besitzen  mnss.  F^  («)  und  F^  (a)  würden  sodann  den- 
selben Gesetzen  genügen  müssen ,  welche  vorher  in  Beziehung  auf  F"'  (a) 
und  F^^  («)  ausgesprochen  wurden;  wäre  also  F^(a)  =0=F^-(a),  so  würde 
auch  F^'  (x)  durch  x=a  zugleich  mit  F(x)j  F"  (x)  und  F*^  (o:)  zu  einem 
Maximum,  beziehungsweise  Minimum  gemacht  werden. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  verallgemeinert,  "^ergeben  zunäch&t 
folgende  Eigenschaft  der  Functionen : 

III.    Bleibt  die  Function  F{x)  sammt  ihren  n  ersten  Differen- 
tialquotienten für  a:  =  rt  stetig,  werden  dieseDifferen- 
tialquotientenfür  den  genanntenWerth  der  Variabelen 
sämmtlich  gleich  Null,  ist  endlich  2r  eine  ganzeZahl 
und  nicht  grösser  als  w,  so   erlangt   F<^'">(.r)  für  ar  =  ö 
einen  grössten  oder  kleinsten  Werth,   wenn    F(a)  be- 
ziehungsweise  ein  Maximal-   oder  Minimalwerth  von 
F{x)  ist. 
Da  vorstehender  Satz  den  eigentlichen  Kern  gegenwärtiger  Unter- 
suchung bildet,  so   dürfte  es  nicht  ungeeignet  erscheinen,  denselben  vor 
Uebergang  zum  Schlussresultat  unabhängig  von  den  obigen  Betrachtungen 
mit  einem  Schlage  ganz  allgemein  zu  beweisen.   Wir  stützen  uns  dabei  auf 
die  bekannte  Gleichung 

F(«  +  /0  =  F(«)  +  ^F\a)+j^F"(a)+... 

...-f -'^^- ;-F("-')(fl)  + — F<">(«  +  Oä), 

^  1.2.3...  (;i—l)  ^^^1.2.3...«         ^^      " 

welche  unter  Voraussetzung  eines  unendlich  kleinen  WßiAhes  v«n  h  immer 
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giltig  bleibt,  wenn  die  Function  Fix)  sammt  ihren  n  ersten  Differential- 
qaotienten  ?iir  x=u  nicht  unstetig  wird.  Angenommen,  diese  Bedingung 
sei  erfüllt,  es  seien  ferner  F'  (a),  F"  («).../''(»)  («)  sÄmmtlich  gleich  Null, 
so  kann  man  offenbar  in  obiger  Gleichung  statt  n  auch  irgend  eine  der 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  setzen.  Wählen  wir  nun  die  gerade  Zahl 
2r<  n,  so  reducirt  sich  obige  Gleichung  auf 

i.(«  +  A)-^(.)  =  ^^^-^-^.->  ia  +  ek). 

Lässt  man  in  dieser  Gleichung  h  von  einem  unendlich  kleinen  negativen 
zu  einem  unendlich  kleinen  positiven  Werth  übergehen,  so  bleibt  dabei 
F  {a  +  h)  —  F  (a)  im  Falle  eines  Maximums  der  Function  F{x)  fttr  a:=a 
immer  negativ,  im  Falle  eines  Minimums  dagegen  stets  positiv,  und  da  A^*" 
immer  positiv  ist,  F^''  (a-^dh)  daher  fortwährend  dasselbe  Vorzeichen  wie 
F(a  +  2)  — F(a)  besitzt,  so  bleibt  F^^''^a  +  6h),  während  A  durch  Null 
hindurchgeht,  stets  negativ,  wenn  F(o)  ein  Maximalwert!!  von  F(x)  ist, 
stets  positiv  dagegen,  wenn  F(^a)  ein  Minimalweith  ist.  Da  nun  F^^^^  {a) 
=0,  so  muss  F<^'">(a+0/O,  als  Function  von  h  betrachtet,  während  h  durch 
Null  hindurchgeht,  zuerst  von  einem  negativen  Werth  an  bis  zu  Null  zu- 
und  sodann  wieder  bis  zu  einem  negativen  Werth  hin  abnehmeui  für  a:  =  a 
also  einen  Maximalwerth  erreichen,  wenn  F(a)  ein  solcher  in  Beziehung 
9lu(  F{x)  ist.  Wird  F{x)  dagegen  durch  x=a  zu  einem  Minimum,  so  nimmt 
/'^*'')(rt +  ÖÄ),  während  A  wachsend  durch  Null  hindurchgeht,  von  einem 
positiven  Werth  bis  zu  Null  hin  ab,  von  da  an  sodann  wieder  bis  zu  einem 
positiven  Werth  hin  zu,  erreicht  demnach  für  A  =  0  einen  Minimalwerth. 
Man  erkennt  also,  dass  unter  gegenwärtigen  Voraussetzungen  F^^''Ua  +  0A) 
für  A  =  0  oder,  was  dasselbe  ist,  F^'^^^(x^  fixt  x=sa  mit  F{a:)  zugleich  be- 
ziehungsweise einen  Maximal-  oder  Minimalwerth  annimmt. 

Durch  geeignete  Verbindung  der  im  Vorigen  gewonnenen  Resultate 
ergiebt  sich  nun  nachstehendes  Schlussresultat,  in  welchem  jedoch  die 
schon  früher  bekannten  Eigenschaften  der  Maximal-  und  Minimalwerthe 
nicht  mehr  näher  berührt  werden  sollen« 

IV.  Wird  für  x  =  a  eine  Function  F(x)  sammt  ihren  2m 
ersten  Differentialquotienten  nicht  unstetig,  werden 
genannte  Differentialquotienten  für  diesen  Werth 
der  Variabelen  sämmtlich  gleich  Null  und  erlangt  F(x) 
für  eben  denselben  Werth  von  x  einen  grössten  oder 
kleinsten  Werth,  so  wird  auch /^<*'')(a?)  für  x  =  a  bezie- 
hungsweise ein  Grösstes  oder  Kleinstes  und  es  muss 
daher,  während  x  durch  a  hindurchgeht,  f  (^w  +  D  (a) 
vom  Positiven  zum  Negativen  oder  vom  Ncg'ativen 
zum  Positiven  übergehen;  je  nachdem  F(n)  beziehungs- 
weise ein  Maximal-   oder   Minimalwerth  von  F{.r)  ist. 
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Wird  daher^2m  +  i)(ö)  nicht  gleich  Null»  80  iini88/^^"+*>(ir) 
für  a;  =  a  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleiden, 
um,  während  die  Variabele  durch   dies'en  Werth  hin- 
durchgeht,    sein    Vorzeichen*    wechseln    zu    können. 
Sollte  dabei  F^^"*  +  ^>(a)=+oü  werden,  so  wird  F<««+2)(a) 
gleich +  00  oder—  oo ,  je  nachdem  beziehungsweise  F(a) 
ein  Maximal-  oder  Minimalwerth  ist. 
Es  bedarf  wohl  schliesslich  kaum  noch  der  Erwähnung,  dass  durch  die 
umgekehrte  Beihe  von  Schlüssen  leicht  dargethan  werden  kann,  wie  eine 
auf  obige  Eigenschaften  der  Function  basirte  Begel  zur  Aufsuchung  von 
Maximal-   und   Minimaiwerthen   in   der  That   auch   immer   ihren  Zweck 
erreichen  muss» 

Die  betreffende  Regel  liesse  sich  übrigens  )B  Verbindung  mit  dem  bis 
zu  I  Mitgetheilten  kurz  folgen dermassen  in  Worte  kleiden : 

V.  Um  die  Werthe  der  Variabelen  zu  finden,  welche 
eine  gegebene  Function  ^(x),  deren  n  erste  Differen- 
tialquotient en  für  ar=  a  Null  sind  und  zugleich  stetig 
bleiben,  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen, 
braucht  man  nurdieWerthe  zu  bestimmen,  für  welche, 
wenn  n  gerade  ist,  F^''^(oc)  und,  wenn  n  ungerade  ist, 
F<"~')(a:)  beziehungsweise  ein  Grösstes  oder  Klein- 
stes wird. 

Aus  den  vorangegangenen  Entwickelungen  ergiebt  sich  auch  offenbar 
nachstehende  Wahrheit: 

VI.  Sind  die  n  ersten  Differentialquotienten  einer  Func- 
tion F(a:)  für  xz=a  sämmtlich  Null  und  zugleich  ste- 
tig» ist  jedoch  F('"^^>(a)  von  Null  verschieden,  so  be- 
sitzt FQc)  für  x=ia  weder  einen  Maximal-  noch  einen 
Minimalwerth,  wenn  bei  einem  ungeraden  n  die  Func- 
tion F^''-^^H^)i  während  o;  durch  a  hindurchgeht,  unter 
Aenderung  des  Vorzeichens  unstetig  wird;  bei  einem 
geraden  n  dagegen  F<'»+'>(rt)  entschieden  positiv  oder 
negativ  ist,  einerlei,  ob  dabei  F('»+*>(a;)  für  a:  =  a  ste- 
tig bleibt,   oder  unstetig,  z.  B.  unendlich  gross  wird. 

Für  ein  ungerades  n  würde  sich  das  soeben  erwähnte  Gesetz  auch 
aus  nachstehendem  Satze  ergeben,  dessen  Beweis  entweder  analog  der 
im  Obigen  mitgetheilten  Begründung  der  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten 
oder  auch  unmittelbar  mit  Hilfe  der  Gleichung 

^(„ + ,)  _  ^x„)  ^  n^3^^^  F<--H.>(„ + ek) 

geführt  werden  kauu. 
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VII.  Sind  die  n  ersten  DiffereBtialquotienten  von  f*(a?)  für 
x^=^a  sämmtlich  Nnll  und  zugleich  stetig,  ist  ferner 
F{a)  weder  ein  Maxi*mal-  noch  ein  Minimalwerth  von 
F{x)^  so  ist,  wenn  2111-1-1  eine  ganze  Zahl  ^n  bedeutet, 

/f(2m+i)(ö)einMinimal- oder  Max  imalwerth  von  Ft^«+»H«)i 
je  nachdem,  wfthrend  X  durch  a  hindurchgeht,  /^(o;)  be- 
ziehungsweise zu-  oder  abnimmt. 


XXIT.  Veber  Cnrrenbttndel  dritter  Ordnung.  Von  Prof.  Tu.  Ket£  in 
Zürich. 

Die  Eigenschaften  der  Raumcurven  III.  Ordnung  sind  bekanntlich 
denjenigen  der  Kegelschnitte  in  mancher  Hinsicht  analog.  So  z.  B.  wird 
ein  Kegelschnitt  aus  je  zwei  seiner  Punkte  durch  projectivische  Strahlen- 
bnschel  projicirt;  eine  Raumcurve  III.  Ordnung  dagegen  ans  je  zwei  ihrer 
Secanten  durch  projectivische  Ebenenbüschel,  und  zugleich  wird  ihr  Se- 
cantensystem  aus  je  zwei  ihrer  Punkte  durch  collineare  Ebenenbündel 
projicirt.  Die  Tangenten  eines  Kegelschnittes  können  durch  zwei  projecti- 
vische gerade  Gebilde  erzeugt  werden;  ebenso  die  Schmiegungsebenen 
einer  Raumcurve  III.  Ordnung  durch  drei  projectivische  Gerade  oder  auch 
durch  zwei  collineare  Ebenen,  welche  letzteren  zugleich  alle  Tangenten 
und  Axen  der  Raumcurve  (d.  h.  die  Schnittlinien  ihrer  Schmiegungsebenen) 
erzeugen.  Durch  einen  Kegelschnitt  ist  ein  ebenes  Polarsystem  bestimmt, 
in  welchem  jeder  Tangente  ihr  Berührungspunkt  und  überhaupt  jeder 
Geraden  ein  Punkt  zugeordnet  ist;  andererseits  ist  durch  eine  Raumcurve 
III.  Ordnung  ein  Nullsystem  bestimmt,  in  welchem  jede  Schmiegungsebene 
ihrem  Berührungspunkte,  jede  Tangente  sich  selbst,  und  überhaupt  jede 
Ebene  einem  in  ihr  liegenden  Punkte,  sowie  jede  Gerade  einer  Geraden 
zugeordnet  ist*). 

Für  einen  wichtigen  Abschnitt  der  Kegelschnittslehre  ist  jedoch  ein 
Analogen  bei  den  Raumcurven  IIL  Ordnung  bisher  nicht  gefunden  worden, 
nämlich  für  die  Lehre  von  den  Kegelschnittsbüscheln.  Alle  Kegelschnitte, 
die  durch  vier  reelle  oder  imaginäre  Punkte  einer  Ebene  gelegt  werden 
können,  bilden  einen  solchen  Büschel,  dessen  Haupteigenschaften  folgende 
sind.  Von  einer  beliebigen  Geraden  werden  die  Kegelschnitte  in  den 
Punktenpaaren  eines  involutorischen  geraden  Gebildes  geschnitten ;  dagegen 
werden  zwei  Gerade,  welche  durch  je  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  der 
Kegelschnitte  gehen,  durch  den  Büschel  in  projectivischen  Punktreihen 
geschnitten.     Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene  in  Bezug 


*)  Bezüglich  der  hier  angefUlirton  und  weiterhin  bcnntzten  Sätze  verweise  ich 
auf  meine  „Qpomeirie  der  Lage'%  II.  A.l*th.  p.  Öd-^HS. 
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auf  die  Kegelscbnitte  gehen  sämmtlich  dnrch  einen  Punkt ,  und  die  Pole 
einer  Geraden  der  Ebene  liegen  auf  einem  Kegelschnitt.  Zu  einigen  dieser 
Sätze  die  analogen  für  die  Raumcurven  III.  Ordnung  aufzustellen  und  zu 
beweisen,  ist  die  Aufgabe  der  vorliegenden  Arbeit 

1.  Die  Gesammtheit  aller  Banmcurven  III.  Ordnung,  welche  durch 
fünf  gegebene  Punkte  S^  T,  ü^  V,  W  hindurchgehen,  nenne  ich  einen 
Ourvenbündel  III.  Ordnung;  man  kann  denselben  als  das  Analogen 
des  Kegelschnittshüschels  ansehen.  Die  fünf  gemeinschaftliehen  Punkte  der 
Raumcurven  sollen  die  Knotenpunkte  des  Curvenbündels  genannt  wer- 
den ;  zwei  oder  vier  derselben  können  imaginär  sein ;  auch  können  sie  paar- 
weise zusammenfallen,  wobei  die  Verbindungslinie  eines  solchen  Paares  zu 
einer  gemeinschaftlichen  l'angente  der  Raumcurven  wird.  Ich  mache  Über 
die  Knotenpunkte  nur  die  Annahme,  dass  keine  vier  derselben  in  einer 
Ebene  liegen.  Mit  Ar^,  kj^y  /r,'  werde  ich  einzelne  Gurven  des  Bündels,  mit 
A**,  /Ti'  aber  Kegelschnitte  und  mit  F\  F|'  Flächen  IL  Ordnung  bezeichnen. 

2.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Raumes  geht. im 
Allgemeinen  eine  einzige  Curve  Ar'  des  Bündels.  Dieselbe  wird 
aus  jedem  ihrer  Punkte  durch  eine  Kegeliläche  II.  Ordnung  projicirt  und 
ist  als  Schnittlinie  von  zwei  solchen  Kegelflächen  leicht  zu  construiren. 
Liegt  insbesondere  P  mit  drei  Knotenpunkten  in  einer  Ebene,  so  zerfallt 
k^  in  die  Verbindungslinie  u  der  letzten  beiden  Knotenpunkte  und  den- 
jenigen Kegelschnitt  Ar';  welcher  P  mit  den  drei  ersten  Knotenpunkten  und 
einem  Punkte  von  u  verbindet.  Nur  durch  diejenigen  Punkte,  welche  mit 
zwei  Knotenpunkten  in  einer  Geraden  u  liegen,  können  mehr  als  eine, 
nämlich  unendlich  viele  k^  gelegt  werden;  jede  dcritelben  zerfKllt  in  die 
Gerade  u  und  einen  Ar',  welche  durch  die  übrigen  drei  Knotenpunkte  geht 
und  die  u  schneidet. 

3.  Zwei  Gurven  Ifi  und  k^^  des  Bündels  können  allemal 
durch  eine  geradlinige  F*  verbunden  werden  Ziehen  wir  nämlich 
von  irgend  zwei  Punkten  der  k^  Secanten  an  Atj*  und  verbinden  wir  die- 
selben mit  k^^  durch  eine  i^',  so  geht  diese  auch  durch  Ar^;  denn  sie  hat 
mit  k^  mehr  als  sechs  Punkte  gemein.  Diese  F*  ist  entweder  eine 
Kegelfläche  mit  einem  der  fünf  Knotenpunkte  als  Mittel- 
punkt, oder  eine  Regelfläche,  und  im  letzteren  Falle  bestehen 
ihre  beiden  Regeischaaren  aus  Secanten  von  je  einer  der  Gur- 
ven Ar^  und  k^K  Dass  nämlich  nicht  eine  dieser  Regeischaaren  aus  gemein- 
schaftlichen Secanten  von  A^  und  k^  bestehen  kann,  folgt  aus  dem  Satze: 
Jede  Gerade«,  welche  mit  keinen  zwei  Knotenpunkten  in 
einer  Ebene  liegt,  ist  See  ante  von  einer  einzigen  Curve  A;'  des 
Bündels.  Diese  k^  wird  aus  s  und  beliebigen  zwei  von  den  zehn  Verbin- 
dungslinien der  Knotenpunkte  durch  drei  projectivische  Ebenenbüschel 
projicirt,  und  ist  völlig  bestimmt,  weil  die  projectivische  Verwandtschaft 
dieser  Büschel  schon  durch  die  fünf  Knotenpunkte  festgestellt  wird. 
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.  4.  Von  einer  beliebigen 'Ebene  <p,  die  durch  keinen  der 
fünf  Knotenpunkte  hindurchgeht,  werden  die  Curven  des 
Bündels  III.  Ordnung  in  Polardreiecken  eines  ebenen  Polar- 
sjstemes  geschnitten.  Jede  Gerade  a  von  (p  ist  Secante  von  einer 
einzigen  ffi  und  kann  dem  Punkte  A  zugeordnet  werden,  in  welchem  k^  von 
<p  ausserhalb  a  geschnitten  wird.  Umgekehrt  finden  wir  zu  A  die  zugeord- 
nete Gerade  /i,  indem  wir  durch  A  eine  k^  legen  und  in  (p  deren  nicht  durch 
A  gehende  Secante  aufsuchen.  Um  den  obigen  Satz  zu  beweisen,  haben 
wir  nur  noch  zu  zeigen,  dass  a  sich  um  einen  Punkt  ß  dreht,  wenn  A  die 
zu  B  zugeordnete  Gerade  6  beschreibt.  Dieses  folgt  aber  aus  3.  Denn  die 
beiden  durch  A  und  B  gehenden  Curven  kj  und  A:«^  des  Bündels  können 
durch  eine  F*  verbunden  werden ,  welche  alle  von  den  Punkten  der  einen 
Curve  an  die  andere  gezogenen  Secanten  enthält.  Liegt  nun  A  auf  6,  so 
geht  F^  durch  b  und  durch  diejenige  in  q>  liegende  Secante  a  von  kj^ 
welche  von  b  ausserhalb  A  geschnitten  wird;  und  da  F*  auch  durch  B  geht, 
so  muss  B  auf  a  liegen,  und  der  Satz  ist  bewiesen. 

5.  Wenn  der  Punkt  A  auf  ST  liegt,  so  zerfällt  **  in  ST  und  einen 
durch  üj  r,  Umgehenden  und  die  S T schneidenden  A*.  Daraus  folgt:  Die 
zehn  Seitenflächen  des  aus  den  Knotenpunkten  gebildeten 
räumlichen  Fünfecks  STÜVW  schneiden  dars  ebene  Polar* 
System  9  in  Geraden,  deren  Pole  auf  den'gegenüb  er  liegenden 
Kanten  des  Fünfecks  enthalten  sind  Das  Polarsystem  9  kann 
also  äusserst  leicht  coustruirt  werden.  Dasselbe  ist  auch  in  demjenigen 
räumlichen  Polarsystem  enthalten,  in  welchem  die  Ebene  (p  einem  der  fünf 
Knotenpunkte  zugeordnet  ist  und  die  übrigen  vier  Knotenpunkte  ein 
Poltetraeder  bilden.  —  Diejenigen  Geraden  von  ip,  welche  durch  ihre  Pole 
hindurchgehen,  umhüllen  bekanntlich  einen  Kegelschnitt,  die  sogenannte 
Ordnungscürve  des  Polarsystem  es.  Daraus  folgt:  Die  Ebene  <p  wird 
von  unendlich  vielen  Curven  des  Bündels  berührt,  und  zwar 
in  den  Punkten  eines  Kegelschnittes,  der  aber  auch  imaginär  sein 
kann. 

0.  Jeder  Strahl  l  des  Knotenpunktes  S  wird  von  einer  einzigen  ffi  des 
Bündels  berührt,  weil  eine  Räumen rve  III.  Ordnung  bestimmt  ist  durch 
fünf  Punkte  und  die  Tangente  von  einem  derselben.  Andererseits  ist 
jeder  Strahl  s  des  Raumes  Secante  einer  einzigen  A^,  wenn  s  mit  keinen 
zwei  Knotenpunkten  in  einer  Ebene  liegt.  Ich  behaupte  nun:  Ist  £  eine 
durch  den  Knotenpunkt  S  gehende  Ebene,  und^wird  jedem 
Strahle  s  von  £  ein  Strahl  l  von  S  zugewiesen;  so  dass  /  die- 
jenige A"^  berührt,  vonwelcher$  eine  Secante  ist,  so  ist  dadurch 
die  Ebene  ^reciprok  auf  den  StrahlenbündelS  bezogen.  Oder 
mit  anderen  Worten:  wenn  s  sich  in  £  um  einen  Punkt  P  dreht,  so  be- 
schreibt zugleich  der  entsprechende   Strahl  t  von  S  eine  Ebene.  —  Zum 
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Beweise  legen  wir  durch  P  eine  Canre  kp^  des  Bttndels  und  beseichnen  ;nit 
Q  deren  dritten,  von  P  und  S  verschiedenen  Schnittpunkt  mit  Z,  sowie  mit 
n  diejenige  durch  Q  gelegte  Ebene,  welche  in  S  die  kp^  berührt.  Jede 
andere  Ar^,  welche  von  n  in  S  berührt  wird  und  deren  Tangente  i  also  in 
n  Hegt,  kann  mit  kp^  durch  eine  F*  verbunden  werden.  Und  weil  n  die 
Curven  Ifi  und  kp^  in  S  berührt  und  zugleich  die  kp^  in  Q  schneidet,  so  wird 
auch  F*  von  n  im  Punkte  S  berührt  und  in  der  Oeraden  SQ  geschnitten. 
Folglich  wird  F*  auch  von  JS  in  zwei  Geraden  geschnitten,  von  denen  die 
eine  SQ  Secante  von  kp^  ist,  und  die  andere  s  durch  den  gemeinschaftlichen 
Punkt  P  von  kp^  und  £  gehen  und  eine  Secante  von  Ifl  sein  muss  (3). 
Jeder  in  n  liegenden  Geraden  t  von  S  entspricht  also  wirklich  eine  durch 
P  gehende  Gerade  s  von  £,  und  unser  Satz  ist  bewiesen. 

7.  Die  reciproke  Verwandtschaft,  welche  so  durch  den  Curvenbündel 
zwischen  dem  Strahlenbündel  Sund  der  Ebene  Z hergestellt  wird,  ist  durch 
das  Tetraeder  TU  VW  der  übrigen  vier  Knotenpunkte  völlig  bestimmt. 
Denn  jedem  Punkte,  in  welchem  ^von  einer  Kante  des  Tetraeders  ge- 
schnitten wird,  entspricht  die  Ebene,  durch  welche  aus  5  die  gegenüber- 
liegende Kante  projicirt  wird.  Auch  sind  der  Strahlenbündel  5  und  die  ihoi 
reciproke  Ebene  £  zugeordnete  Gebilde  eines  Polarsystemes ,  von  welchem 
TU  VW  ein  Poltetra^der  ist.  Die  Ordnungsfläche  dieses  Polarsystemes  wird 
von  £in  S  berührt  und  kann  mit  £  zwei  Gerade  gemein  haben«  Dieselben 
fallen  zusammen  mit  den  entsprechenden  Strahlen  des  Bündels  S  und  sind 
wie  man  leicht  erkennt,  Tangenten  von  zwei  Curven  k^^  welchen  die  Ebene 
£  im  Punkte  S  sich  anschmiegt. 

8.  Werden  durch  einen  Knotenpunkt  S  zwei  Ebenen  S 
und  £i  gelegt,  und  je  zwei  nicht  durch  S  gehende  Gerade  s 
und^i  derselben  einander  zugewiesen,  welche  von  einer  und 
derselben  k^  des  Bündels  Secanten  sind,  so  werden^ dadurch 
die  Ebenen  £  und  £i  collinear  auf  einander  bezogen;  denn 
sie  sind  beide  reciprok  zu  dem  Tangentenbündel  S, 

9.  Wenn  eine  Gerade  w  durch  einen  Knotenpunkt  W^geht» 
so  ist  sie  Secante  von  unendlich  vielen  k^.  Dieselben  lie- 
gen auf  der  Kegelfläche  IL  Ordnung,  welche  durch  die  fünf 
Strahlen  w,  WS,  Wf,  WU,  fKT  gelegt  werden  kann,  und  wer- 
den von  den  Strahlen  dieser  Kegelfläche  in  projectivischen 
geraden  Gebilden  geschnitten.  Denn  sie  werden  aus  jedem  anderen 
Knotenpunkte  S  durch  einen  Büschel  von  Kegelflächen  II.  Ordnung  pro- 
jicirt, von  welchem  die  genannten  geraden  Gebilde  Schnitte  sind.  Die  von 
SW  verschiedenen  Strahlen  dieser  Kegelflächen,  welche  die  Kegelfläche  W 
(wSTUV)  berühren y  sind  bekanntlich  die  Tangenten  der  Curven  k^  ixa 
Punkte  5;  also:  Die  Tangenten  aller  dieser  Ar' in  einem  ande- 
ren Knotenpunkte  S  bilden  einen    Strahlenbüschel,   dessen 
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EbenedieKegelfUche  W  {w&TUV)  IL  Ordnung  im  StrahleÄFf 
berükrt  und  welcher  an  den  vorhin  erwähnten  geraden  Gebil- 
den projectivisch  ist* 

10^  Wenn  man  je  zwei  solche  Strahlen  der  Knotenpunkte  S  und  T 
einander  zuveistf  welche  eine  und  dieselbe  k^  berühren,  so  entspricht  also 
jedem  Strahl enbfischel  von  5,  dessen  Ebene  durch  einen  dritten  Knoten- 
punkt I^,  F  oder  U  hindurchgeht,  ein  projectivischer.  Strahlenbüschel  in  Ty 
dessen  Ebene  gleichfalls  durch  resp.  fF^  V  oder  V  geht.  Aber  auch  die 
Ebenenbäischel  5l7und  7^  (oder  ST  und  JF)  sind  dadurch  projectiviseh 
auf  einander  bezogen;  denn  sie  sehneiden  zwei  homologe  Ebenen  der 
Büschel  5  ff^  und  TfV  iu  projecti vischen  Strahlenbüscheln.  Daraus  folgt 
aber*):  Werden  je  zwei  solche  Strahlen  der  Knotenpunkte  £^und 
T  einander  zugewiesen,  welche  eine  und  dieselbe  Curve  des 
Bündels  berühren,  so  wird  dadurch  zwischen  den  Strahlen- 
bündeln S  und  T  eine  geometrische  Verwandtschaft  zweiten 
Grades  hergestellt;  d.  h.  jedem  Strahlenbüschel  von  5  (oder  T)  ent- 
spricht im  Allgemeuien  in  T  (resp.S)  eine  zu  ihm  projectivischeKegelfläcke 
II.  Ordnung,  welche  durch  die  übrigen  drei  Knotenpunkte  hindurchgeht. 

11.  Werden  durch  die  Knotenpunkte  S  und  T  die  resp. 
Ebenen  £  nnd  2?i  gelegt  und  je  zwei  nicht  durch  S  oder  T 
gebende  Strahlen  derselben  einander  zugewiesen,  welche 
yon  einer  und  derselben  k^  des  Bündels  Secanten  sind,  so  ist 
dadurch  zwischen  ^und  £i  eine  geometrische  Verwandtschaft 
zweiten  Grades  hergestellt;  d.  h.  jedem  Strahlenbüschel  der  einen 
Ebene  entsprechen  im  Allgemeinen  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
in  der  anderen  Ebene,  und  alle  solche  Kegelschnitte  sind  einem  bestimmten 
Hauptdreiecke  eingeschrieben.  Der  Beweis  folgt  daraus,  dass  die  Strahlen- 
bündel iSund  T  einander  geometrisch  verwandt  und  den  resp.  Ebenen  S  und 
Z?,  reciprok  sind.  D«3  Hauptdreieck  von  £  (oder  £i)  ist  eine  Frpjection 
des  Dreieckes  ÜVW  aus  dem  Punkte  T  (resp.  5). 

12.  Die  sämmtlichen  Curven  des  Bündels,  welche  eine  beliebig  ge- 
gebene Gerade  g  schneiden,  liegen  in  einer  Fläche,  welche  ausser  der 
Geraden  g  noch  die  zehn  Verbindungslinien  der  Knotenpunkte  enthält  und 
zweimal  durch  diejenige  k^  geht,  von  welcher  g  eine  Secante  ist.  Mit  jeder 
Verbindungsebene  von  drei  Knotenpunkten  hat  die  Fläche  drei  Gerade  und 
einen  Kegelschnitt  gemein  (2) ;  sie  ist  deshalb  von  der  fünften  Ordnung. 
Liegt  g  mit  zwei  Knotenpunkten  5,  T  in  einer  Ebene,  so  zerföllt  die  Fläche 
in  die  Eben«  UVW und  eine  Fläche  vierter  Ordnung.   Letztere  geht  zwei- 


*)  Vgl.  Sey dewits  in  Grnnert's  Archiv  für  Mathem.  Bd.  7  p.  113-  148,  sowie 
meinen  Aufsatz  über  die  geometr.  Verwandtschaften  zweiten  Grades  in  der  Zeit- 
schrift f.  Mathem.  Bd.  XI,  p.  207. 
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mal  durch  die  Gerade  S  T  und  wird  von  jeder  durch  S  T  gelegten  Ebene 
ausserdem  in  einem  die  Punkte  S  und  T  enthaltenden  Kegelschnitt  ge- 
troffen. Nämlich  zwischen  zwei  beliebigen  durch  iST  gehenden 
Ebenen  besteht  eine  geometrische  Verwandtschaft  zweiten 
Grades,  wenn  je  zwei  von  Sund  T  verschiedene  Punkte  der- 
selben einander  zugewiesen  werden,  die  auf  einer  und  der- 
selben Curve  des  Bündels  liegen;  zwei  Hauptpunkte  der 
Ebenen  fallen  mit  5  und  T  zusammen.  Dieser  Satz  ist  ähnlich  wie 
derjenige  von  Nr.  10  zu  beweisen  mit  Hilfe  von  0;  aus  ihm  folgt,  dass  jeder 
Geraden  g  der  einen  Ebene  ein  durch  S  und  T  gehender  Kegelschnitt  der 
anderen  entspricht. 

13.  Hinsichtlich  einer  Ar'  ist  bekanntlich  jedem  Punkte  P  des  Baumes  ein 
Punkt  Pf  conjugirt,  d.  h.  P  und  Pi  sind  einander  conjngirt  hinsichtlich  jeder 
durch  k^  gelegten  F*,  und  die  Gerade  PPt  ist  eine  Secante  der  k^.  Die 
sämmtlichen  Punkte  P^,  welche  einem  gegebenen  Punkte  P 
conjngirt  sind  hinsichtlich  der  Curven  k^  des  Bündels,  liegen 
in  einer  Fläche  F^  dritter  Ordnung.  Projicirt  man  nämlich  eine  Ar' 
aus  den  Knotenpunkten  durch  Kegelflächen  IL  Ordnung  und  sucht  in 
Bezug  auf  diese  die  Polarebenen  von  P,  so  schneiden  sich  dieselben  in 
einem  Punkte  P].     Die  sämmtlichen  k^  werden  aber  aus  jedem  Ejnoten- 

,  punkte  (S)  durch  einen  Büschel  von  Kegelflächen  II.  Ordnung  projicirt, 
indem  letztere  sich  in  vier  Strahlen  (5  T,  5  (/,  SV,  S  W)  schneiden  müs- 
sen ;  die  Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf  alle  solche  Kegelflächen  bilden 
also  ftinf  Ebenenbüschel,  deren  Axen  $,  /,  ti,  v^  w  durch  die  resp.  fünf 
Knotenpunkte  gehen.  Bewegt  sich  nun  Ar'  auf  einer  Kegelfläche  K*  zweiter 
Ordnung  mit  dem  Mittelpunkte  S,  so  liegt  P,  mit  9  in  der  Polarebene  von  P 
in  Bezug  auf  Ä'*  und  beschreibt  einen  die  Geraden  /,  u,  r,  w  schneidenden 
Kegelschnitt.  Daraus  erkennen  wir,  dass  die  Ebenenbüschel  s,  l,  UyV,w  in 
der  von  Herrn  F.  August*)  untersuchten  Weise  doppelt  projectivisch  aof 
einander  bezogen  sind,  also  eine  Fläche  F'  III.  Ordnung  erzeugen.  Auf 
F^  liegen  die  Geraden  5,  /,  ii,  r,  w  und  die  zehn  Geraden,  welche  vom  Punkte 
P  durch  je  eine  Kante  und  die  gegenüberliegende  Fläche  des  Fünfecks 
ST  ü  V  W  harmonisch  getrennt  sind ,  sowie  die  Tangente  der  durch  P 

•'gehenden  Ar'  im  Punkte  P.  Diese  letztere  Ar'  wird  aus  P  durch  eine  Kcgel- 
fläche  II.  Ordnung  projicirt,  deren  sämmtliche  Strahlen  die  F^  in  Poscu- 
liren  und  welche  sechs  Strahlen  mit  F'  gemein  hat. 

Zürich,  im  Mai  1868. 


*)  F.  August,  DUguUUiones  de  suptrficiebus  lerlU  ordinis  (di*s.  ütaug,,  Bent- 
Uiä  1862). 
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XXV.  Einfache  lineare  Conttmction  der  Flächen  zweiter  Ordnung^ 
aus  nenn  und  ihrer  DnichdringnngBCorven  auB  acht  Punkten.  Von  Prof. 
Tit.  Reye  in  Zürich. 

Eine  Baumcurve  k^  vierter  Ordnung,  in  welcher  zwei  Flachen  -P*  zwei- 
ter Ordnung  sich  schneiden,  ist  bekanntlich  durch  acht  ihrer  Punkte  völlig 
bestimmt.  Nur  müssen  diese  Punkte  von  einander  unabhängig  sein,  d.  h. 
es  dürfen  von  ihnen  keine  vier  in  einer  Geraden ,  keine  sechs  in  einer 
Ebene  und  nicht  alle  acht  in  einer  Raumcurve  Ar'  dritter  Ordnung  liegen, 
auch  dürfen  sie  nicht  die  einzigen  gemeinschaftlichen  Punkte  von  drei 
Flächen  zweiter  Ordnung  sein.  In  besonderen  Fällen  kann  die  Ar^  aus 
einer  k^  und  einer  Secante  derselben  bestehen,  oder  auch  aus  zwei  Kegel- 
schnitten, die  zwei  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemein  haben  und  welche 
auch  in  je  zwei  sich  schneidende  Gerade  zerfallen  oder  sich  auf  je  eine 
Gerade  reduciren  können. 

Sind  von  einer  k^  acht  von  einander  unabhängige  oder  mehr  als  acht 
Punkte  bekannt;  so  kann  in  jeder  Verbindungsebene  von  drei  dieser 
Punkte  der  vierte  Schnittpunkt  mit  k^  linear  (d.  h.  mit  ausschliesslicher 
Hilfe  von  Geraden  und  Ebenen)  construirt  werden,  und  man  gelangt  so  zu 
unendlich  vielen  Punkten  der  Raumcurve.  Legt  man  dagegen  durch 
zwei  jener  Punkte  eine  Ebene  und  verlangt  deren  anderen  beiden  Schnitt- 
punkte mit  A:^,  so  bedarf  man  zur  Construction  derselben  der  Hilfe  eines 
Kegelschnittes,  weil  diese  Aufgabe  vom  zweiten  Grade  ist.  Wir  wollen 
sowohl  jene  lineare  als  auch  diese  Construction  zweiten  Grades  ausführen; 
die  erstere  wird  alsdann  genügen,  um  von  einer  durch  neun  Punkte 
gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  alle  Kegelschnitte  linear  zu  construi- 
ren,  welche  durch  je  drei  dieser  Punkte  hindurchgehen.  Ausser  einigen 
bekannten  Sätzen  über  die  Raumcurven  vierter  Ordnung  werden  wir  nur 
die  Sätze  4  und  5  des  vorhergehenden  Aufsatzes  über  Curvenbündel  dritter 
Ordnung  benutzen. 

1.  Die  Schnittcurve  k^  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  kann  mit 
jedem  Punkte  P  des  Raumes  durch  eine  einzige  F^  verbunden  werden. 
Liegt  P  auf  einer  Secante  von  k\  so  ist  die  Fläche  F^  geradlinig  und  jede 
Gerade  derselben  ist  eine  Secante  von  kK  Alle  durch  k^  gehenden  F^  bilr, 
den  einen  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung,  der  von  einer  beliebigen  Ebene 
in  einem  Kegelschnittsbüschel  und  folglich  von  einer  Geraden  g  im  Allge- 
meinen in  einem  involutorischen  Gebilde  geschnitten  wird.  Aus  diesen 
bekannten  Sätzen  folgt:  Werden  durch  eine  beliebige  Gerade 
g  zwei  Ebenen  gelegt,  welche  die  k^  in  zwei  Vierecken 
schneiden,  so  treffen  die  sechs  Paar  Gegenseiten  der  letz- 
teren die  Gerade  g  in  sechs  Punktenpaaren  eines  involuto- 
rischen Gebildes.  Je  zwei  solche  Gegenseiten  liegen  nämlich  auf 
einer  durch  Ar*  gehenden  F^, 
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2.  Sind-  also  von  einer  k^  vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  ^^  B^  C,  D 
bekannt,  so  constrairt  man  in  jeder  Verbindnngsebene  von  drei  anderen 
schon  bekannten  Punkten  P,  Q,  R  folgendermaassen  ihren  vierten  Schnitt- 
punkt S  mit  k^.  Man  bringt  die  drei  Paar  Gegenseiten  des  Viereckes 
AB  CD  zum  Durchschnitt  mit  der  Ebene  FQR  und  erhält  so  drei  Paar 
zugeordnete  Punkte  eines  involutorischen  geraden  Gebildes  g.  In  diesem 
sucht  man  zu  den  drei  Punkten,  welche  g  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  PQR 
gemein  hat^  die  zugeordneten  Punkte ,  und  verbindet  dieselben  mit  den 
resp.  gegenüber  liegenden  Eckpunkten  des  Dreiecks.  Dann  schneiden  sich 
(zufolge  l)  die  drei  Verbindungslinien  in  dem  gesuchten  Punkte  S,  Soll- 
ten in  besonderen  Fällen  zwei  von  den  Verbindungslinien  mit  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  zusammenfallen,  so  wird  k^  von  der  dritten  im  Schnittpunkte 
dieser  Seiten  berührt,  wie  sich  ebenfalls  aus  l)  leicht  ergiebt. 

3.  Von  einer  k^  seien  bekannt  zwei  ebene  Vierecke  A  B  C  JD  und 
PQRS^  ausserdem  aber  zwei  Punkte  ü,  V.  Es  seien  zu  constmiren  die 
übrigen  zwei  Punkte  X,  7,  welche  eine  beliebige ,  durch  //  und  F  gelegte 
Ebene  i  mit  k^  gemein  hat.  —  Wir  nehmen  an,  dass  e  durch  keinen  Eck- 
punkt der  beiden  Vierecke  hindurchgeht,  weil  dieser  Fall  schon  in  2)  er- 
ledigt wurde.  Die  Gegenseiten  des  Vierecks  ABCD  (oder  PQRS)  schnei- 
den die  Ebene  s  in  drei  Paar  zugeordneten  Punkten  eines  involutorischen 
geraden  Gebildes  g  (resp.  ^i).  Verbinden  wir  nun  ü  und  V  mit  dem  Schnitt- 
punkte G  von  g  und  g^  und  mit  den  beiden  Punkten ,  welche  dem  G  ia  g 
und  gi  zugeordnet  sind,  durch  einen  Kegelschnitt  Ar',  so  liegt  dieser  auf 
einer  durch  k^  gehenden  F^  (l)  und  geht  folglich  auch  durch  die  gesuchten 
Punkte  X  und  T.  Andererseits  ist  die  Gerade  X  ¥  leicht  zu  constmiren ; 
denn  sie  und  1/  V  schneiden  g  und  ebenso  gi  in  einem  Paare  zugeordneter 
Punkte.  Man  braucht  also  nur  noch  Ar*  mit  X  Y  zum  Durchschnitt  zu  brin- 
gen, was  auf  bekannte  Art  geschieht,  und  die  Punkte  JT,  7  sind  ge- 
funden. . 

4.  Die  Gonstruction  einer  k^  aus  acht  gegebenen  Punkten  ist  nach  2) 
und  3)  leicht  ausführbar,  sobald  zunächst  ein  der,  k^  eingeschriebenes 
ebenes  Viereck  gefunden  ist.  Die  Lösong  dieser  Hauptaufgabe  aber  stützt 
sich  auf  den  Satz :  Eine /r^  und  eine/:^  welche  fünf  Punkte  und 
eine  durch  keinen  der8elbengehendeSecante5gemeinhabenv 
liegen  auf  einer  durch  b  gehenden  Fläche  zweiter  Ordnung. 
Die  Af*  kann  mit  b  durch  eine  F^  verbunden  werden,  und  auf  F*  giebt  es 
eine  k^^  welche  durch  die  fünf  Punkte  geht  und  die  Gerade  b  zur  Secante 
hat.  Weil  aber  nur  eine  einzige,  den  letzten  beiden  Bedingungen  ge- 
nügende Raumcurve  dritter  Ordnung  existirt,  so  muss  k^  mit  Ar'  identisch 
sein. 

5.  Von  einer  k^  sind  acht  unabhängige  Punkte  gegeben« 
von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen;  es  ist  derienige 
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neunte  Punkt  J>  Ton  k^  zu  construiren,  welcher  mit  drei  A^ 
B,  C  der  gegebenen  in  einer  Ebene  liegt.  —  Die  letzten  fünf  ge- 
gebenen Punkte  bilden  ein  räumliches  Fünfeck,  dessen  zehn  Seiten  wir 
mit  der  Ebene  ABC  zum  Durchschnitt  bringen.  Ordnen  wir  den  zehn 
Schnittlinien  die  resp.  Punkte  zu,  welche  die  gegenüberliegenden  Kanten 
des  Fünfecks  mit  der  Ebene  A  B  C  gemein  haben ,  so  erhalten  wir  zehn 
Paar  zugeordnete  Elemente  eines  ebenen  Polarsystemes.  In  diesem  be- 
stimmen wir  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  die  Pole  und  verbinden  die- 
selben mit  den  gegenüberliegenden  Eckpunkten  von  ABC'^  die  drei  Ver- 
bindungsgeraden  schneiden  sich  dann  in  dem  gesuchten  Punkte  2>.  — 
Legen  wir  nämlich  durch  das  Fünfeck  einen  Curvenbündel  dritter  Ord- 
nung, so  wird  derselbe  von  ABC  in  dem  genannten Polarsjstem geschnitten. 
Eine  k^  des  Bündels  hat  die  Gerade  AB  zur  Secante  und  schneidet  die 


Ebene  ABC  noch  in  dem  Pole  C,  von  AB.  Zugleich  li^  diese  k^  mit  k^ 
und  AB  auf  einer  F\  welche  von  ABC  noch  in  einer  zweiten;  durch  C,  /> 
und  6\  gehenden  Geraden  geschnitten  wird,  und  somit  liegt  der  gesuchte 
Punkt  D  auf  CC',,  wie  zu  beweisen  war. 

0.  Wenn  in  speciellen  Fällen  zwei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  einander 
conjugirt  sind  in  dem  soeben  benutzten  Polnrsystem,  so  liegt  der  Pol  der 
dritten  Seite  auf  der  Tangente  von  k*  im  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
und  man  gewinnt  diese  Tangente  durch  unsere  Construction.  Fällt  aber 
der  Pol  einer  Seite  A  B  zusammen  mit  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
C,  so  besteht  die  k^  aus  der  durch  C  gehenden  k^  des  Curvenbündels  und 
ihrer  Secante  AB.  Ich  unterlasse  es,  diese  besonderen  Fällp,  in  denen  die 
Aufgabe  ebenfalls  als  gelöst  zu  betrachten  ist,  weiter  zu  erörtern.  Dagegen 
fasse  ich  das  Ergebniss  von  Ö)  in  folgendem  Satze  zusammen:  Liegen 
von  neun  beliebigen  Punkten  einer  k^  irgend  vier  Ay  B,  C,  D 
in  einer  Ebene,  so  sind  in  dem  Polarsystem,  in  welchem  vier 
von  den  übrigen  fünf  Punkten  ein  Poltetraeder  bilden  und 
dem  fünften  die  Ebene  ^  i&6'/>  zugeordnet  ist,  je  zwei  Gegen- 
seiten des  Vierecks  ABCD  einander  conjugirt. 

7.  Von  einer  Fläche  zweiter  Ordüung  sind  neun  von 
einander  unabhängige  Punkte  gegeben,  die  nicht  alle  auf 
einer  Ar^liegen.  Die  Schnittlinie  der  Flächemit  der  Verbin- 
dungsebene von  irgend  drei  ^,  ^,  C  dieser  Punkte  ist  zu  con- 
struiren.  Man  bestimmt  nach  5)  die  vierten  Schnittpunkte  der  Ebene 
ABC  mit  irgend  welchen  Ar*,  welche  Ay  B  und  C  mit  je  fünf  von  den  übrigen 
sechs  gegebenen  Punkten  verbinden.  Sobald  zwei  solche  vierte  Schnitt- 
punkte gefunden  sind,  kann  der,  auch  durch  sie  hindurchgehende;  gesuchte 
Kegelschnitt  auf  bekannte  Art  gezeichnet  werden.  ^  j 
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Schliesslich  bemerke  ich  noch ,  dass  die  in  5)  und  7)  ansznföhrenden 
Constmctionen  zuerst  von  v.  St  au  dt  (in  seinen  Beiträgen  zur  Oeometrie 
der  Lage  Nr.  591  ufid  502)  angegeben  worden  sind;  jedoch  mit  ganz  anderer 
Begründung. 

Zürich,  im  Mai  1868. 


XXYI.  Oelegentliohe  Bemerkung  ttber  die  EUipta.  Bezeichuet 
E(l,  x)  die  Länge  des  Quadranten  einer  aus  den  Halbachsen  l  und 
x<.l  construirten  Ellipse,  so  giebt  der  Ausdruck 

das  arithmetische  Mittel  der  Umfange  aller  Ellipsen,  deren  gemeinschaft- 
liche grosse  Halbachse  ==1  ist,  und  deren  kleine  Halbachsen  die  von 
0  bis  1  stetig  auf  einander  folgenden  echten  Brüche  sind  Das  obige 
Doppelintegral  würde  nach  Ausführung  der  auf  x  bezüglichen  Integra- 
tion eine  logarithmische  Form  erhalten  ;  man  vermeidet  dieselbe  durch 
Anwendung  der  identischen  Gleichung 


/V^--=^1-^F^| 


welche  giebt 


"'f'^hfr^^^ 


J       J    1— M*«/i*<p 
0         0 

Nach  Ausführung  der  angedeuteten  Integrationen  findet  man  sehr  leicht 

Af=^«»  =  4,9348022, 
also  ist  das  gesuchte  Mittel  gleich  der  Peripherie  eines  mit  dc?ro  Radius 
4  Jrn  beschriebenen  Kreifaes. 
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Kecensionen. 

Aufgaben  ans  der  analytiiohen  Meohanik,  von  Dr.  A.  Fuhbmakn,  Assi- 
stent für  Mathematik  und  Vennessnogslehre  an  der  königl.  polytech- 
nischen Schale  zu  Dresden.  Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  O.  Schlö- 
MiLCH,  königl.  Sachs.  Uofrath,  Professor  etc.  etc.     In  zwei  Thei- 
len.    Erster  Theil:  Aufgaben  aas  der  analytischen  Geostatik.   Mit 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.     Leipzig,  Verlag  von 
B.  G.  Teabner.  1867. 
Da  eine  Besprechung  des  vorliegenden  Werkes  hier  unpassend  sein 
würde,  so  möge  das  Vorwort  des  Unterzeichneten  Platz  finden.    Es  lautet: 
„  Wenn  es  schon  zur  tieferen  Eenntniss  einer  fremden  Sprache  uner- 
lässlich  ist,  nicht  nur  das  Geschriebene  oder  Gesprochene  zu  verstehen,  son- 
dern auch  selbst  die  Sprache  reden  zu  können,  so  darf  man  von  der  Sprache 
der  ezacten  Wissenschaften  um  so  mehr  behaupten ,  dass  sie  nicht  blos  ge- 
lernt, sondern  auch  geübt  sein  will.     Findet  man  doch  häufig  genug  unter 
seinen  Zuhörern  solche,  keineswegs  unbegabte  Studirende,  welche  zwar 
alles  Vorgetragene  bestens  verstanden  haben,    die  sich  aber  äusserst  un- 
geschickt anstellen,  sobald  ihnen  die  selbständige  Lösung  einer  Aufgabe  zu- 
gemnthet  wird,  die  etwas  mehr  verlangt,   als  die  Substitution  specieller 
Werthe  in  allgemeine  Formeln.     Dieser  Erfahrung  dankt  das  hiesige  Poly-, 
technikum  schon  seit  langer  Zeit  die  bewährte  Einrichtung,  den  Vorträgen 
über  reine  und  angewandte  Mathematik  besondere  Bepetitionen  beizugeben. 
Letztere  beschränken  sich  nicht  auf  eine  blosse  Wiederholung  des  Vor- 
getragenen, vielmehr  suchen  sie  durch  zahlreiche  Beispiele,  welche  von  den 
Studirenden  theils  coram  omnibus  weiss  auf  schwarz  gerechnet,  theils  zu 
Hause  bearbeitet  werden ,  dem  Jünger  der  Wissenschaft  die  erforderliche 
Gewandtheit  in  der  Lösung  von  Aufgabe^  zu  verschaffen.     Die  nämliche 
Einrichtung  empfiehlt  auch  der  deutsche  Ingenieurverein  in  seinem  Orga- 
nisationsplane der  polytechnischen  Institute,  jedoch  mit  dem  ausdrücklichen 
Wunsche,  dass  die  Kepetitionen  womöglich  von  dem  vortragenden  Professor 
selbst  abgehalten  werden  möchten.   Gegen  die  Zweckmässigkeit  dieses  Vor- 
schlags lässt  sich  aber  ein  Bedenken  erheben.     Da  Niemand  sei|ie  Indivi- 
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dnalität  Terlengnen  kann,  so  wird  der  repetirende  Professor  seiner  An- 
scbanungs-  und  Aosdmcksweise  tren  bleiben ,  also  nur  noch  einmal  sa^n, 
was  er  schon  im  Vortrage  gesagt  hat;  der  Assistent  dagegen  bringt  die  Sache 
unter  einem  anderen  Gesichtspunkte  nnd  in  anderer  Bedeform  wieder  und 
bietet  damit  dem  Znhörer  eine  neue  Seite  des  Gegenstandes  dar.  Wir 
machen  ja  nicht  selten  die  Erfahrung,  dass  von  zwei  Rednern,  die  ihr 
Thema  mit  gleicher  KUrheit  bebandeln,  der  eine  sympathischer  for  uns  ist, 
als  der  andere  and  dass  wir  eben  deshalb  den  ersten  leichter  Tentehen, 
während.  Andere  den  zweiten  vorziehen ;  giebt  man  dies  zn,  so  moss  man  es 
gerade  bei  abstracten  Wissenschaften  fär  einen  Yortheil  halten,  wenn  dem 
Studirenden  die  Gelegenheit  geboten  wird,  über  denselben  Gegenstand  zwei 
verschiedene  Docenten  zu  hören.  Eine  praktische  Schwierigkeit  dfirfte  hier- 
aus nicht  entspringen ,  sobald  sich  der  Assistent  im  AllgemeiBen  dem  Ge- 
dankengange des  Professors  anzuschmi^en  weiss ,  und  der  Professor  kein 
Pedant  ist,  der  da  meint,  dass  es  ohne  seine  sacramentalen  Formeln  gar 
nicht  gehen  könne» 

Das  hiesige  Polytechnikum  besitzt  glücklicher  Weise  in  Herrn  1>r.  Fuhr- 
mann einen  Assistenten,  der  meine  Vorträge  über  höhere  Analysis  und 
analytische  Mechanik  wirksam  zu  unterstützen  versteht,  und  ich  habe  es 
daher  gern  übernommen,  dem  Erstlingswerke  desselben  einige  empfehlende 
Worte  auf  den  Weg  zu  geben.  Sowohl  für  Bepetitionen  als  für  das  Selbst- 
studium ist  eine  Aufgabensammlung  ohne  Zweifel  ein  willkommenes  Hnlfs- 
mittel,  und  da  in  der  That  keine  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  analyti- 
schen Mechanik  existirt,  welche  den  Bedürfnissen  der  Studirenden  an  Uni- 
versitäten und  polytechnischen  Instituten  entspricht,  so  dürfte  das  vorlie- 
gende Buch  wohl  als  eine  zeitgemässe  Erscheinung  gelten.  Der  erste  Theil 
desselben,  welchem  ein  zweiter  unverzüglich  folgen  wird,  enthält  nur  Auf- 
gaben ans  der  Statik  fester  Körper,  wobei  Probleme  über  die  EUasticitat 
und  Festigkeit  ausgeschlossen  wurden,  weil  diese  an  polytechnischen  Schu- 
len in  besonderen  Vorlesungen  ausfährlich  behandelt  zu  werden  pflegen. 
Die  meisten  der  mitgetheilten ,  für  das  erste  Stadium  der  analytischen  Me- 
chanik berechneten  Aufgaben  sind  neu;  Bekanntes  ist  selten  und  nur  dann 
aufgenommen  worden,  wenn  sich  später  eine  Verweisung  darauf  nötlng 
machte.  Bei  schweren  Aufgaben  findet  man  eine  Andeutung  über  den 
Gang  der  Auflösung,  bei  leichteren  ist  nur  das  Besultat  angegeben.  Und 
damit  sei  diese  anspruchslose,  jedenfalls  aber  brauchbare  Schrift  den  Leh- 
rern und  Jüngern  der  Wissenschaft  bestens  empfohlen. 

Dresden,  im  August  18C7. 
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Sammlimg  von  Ausbau  ans  der  algebraisohen  Analysis.  Bearbeitet  ron 
Job.  Lieblein,  Professor  am  Poljtecbniknm  za  Prag.  Prag^  Ver- 
lag von  J.  Satow.     1867. 

An  dem  Prager  Polytecbniknm  ist  die  algebraische  Analysis  als  selb- 
at&ndige  Disciplin  in  den  Lebrplan  aufgenommen  und  findet  ihre  Vertretung 
in  den  Vorträgen  des  Verfassers«  Dem  letzteren  machte  sich  hierbei  der 
Mangel  einer  Aufgabensammlung  fUhlbar  und  dieser  bewog  ihn,  „die  eben 
so  mühsame  als  wenig  dankbare  Bearbeitung^*  eines  solchen  Hülfsbuches  zu 
unternehmen.  Dabei  hat  sich  der  Verfasser  ziemlich  genau  dem  Handbuch 
der  algebraischen  Analjsis  des  Referenten  angeschlossen,  und  dem  entspre- 
chend giebt  die  Sammlung  zu  jedem  Capitel  des  genannten  Buches  (mit 
alleiniger  Ausnahme  des  Capitels  über  die  Mittelwerthe  der  Functionen)  eine 
Beihe  von  Beispielen  und  Aufgaben  mit  nur  kurzen  Andeutungen  zur  Lö- 
sung der  schwierigeren  Aufgaben,  nebst  einigen ,  die  behandelten  Theorien 
ergänzenden  Zusätzen.  Hiermit  dürfte  der  allgemeine  Charakter  des  vor- 
liegenden Werkchens  bezeichnet  sein;  in  Beziehung  auf  das  Detail  mögen 
noch  einige  Bemerkungen  folgen. 

Vor  Allem  ist  rühmend  anzuerkennen,  dass  die  Sammlung,  trotz  ihres 
geringen  ümfanges  von  12  Bogen ,  einen  grossen  Reichthum  an  Beispielen 
und  Aufgaben  enthält,  und  dass  die  letzteren  methodisch  gut  geordnet  sind, 
d.  h.  eine  Stufenfolge  vom  Leichten  zum  Schweren  darbieten.  Weniger 
einverstanden  ist  Referent  mit  der  Trennung  der  Aufgaben  von  ibren  Lö- 
snngen;  werden  nämlich  die  letzteren  überhaupt  mitgetheilt,  so  ist  es  für 
den  Gebrauch  des  Buches  ohne  Zweifel  bequemer,  die  Lösung  unmittelbar 
nach  der  Aufgabe  zu  finden,  statt  sie  in  einem  Anhange  suchen  zu  müssen. 
Der  letztere  enthält  übrigens  eine  Fülle  werthroller  Bemerkungen,  nament- 
lich über  unendliche  Reihen,  unendliche  Prodncte  und  Eettenbrüche. 
Beispielweis  seien  erwähnt  1)  der  Satz ,  dass  die  unendlichen ,  nur  positive 
Glieder  enthaltenden  Reihen 

Wl+Wl  +  W8  +  «4  +  ''6+---- 

und  Ui+kuk  +  fc*Ukt+k^uic9  +  *... 
gleichzeitig  convergiren  und  divergiren,  woraus  für  k=2  ein  specieller  Satz 
C  a  u  c  h  y '  s  folgt ;  2)  die  Transformationen  verschiedener  unendlicherProdncte 
und  Reihen,  welche  theils  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  theils 
bei  dei  Untersuchung  über  die  hypergeometrische  Reihe  eine  Rolle  spielen; 
3)  die  Betrachtungen  über  die  Convergenz  und  die  geometrische  Deutung 
der  Eettenbrüche.  Diese  Proben  werden  hinreichend  documentiren ,  dass 
der  Verfasser  weit  mehr  giebt,  als  man  nach  dem  Titel  seines  Werkchens 
erwarten  sollte,  und  dass  derselbe  überhaupt  die  Wissenschaft  mit  Freiheit 
und  Geschick  zu  behandeln  versteht.  Und  so  fürchtet  Referent  keineswegs, 
dass  der  Verfasser  eine  „wenig  dankbare*^  Arbeit  unternommen  habe. 
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Anleitung  mm  Lineaneiohnani  von  Prof.  Delabab.  3  Hefte.  Freibnrg  im 
Breisgan,  Herder'sche  Verlagshandlung. 

Der  Verfasser  geht  von  der  wohl  nnzweifelhaft  richtigen  Idee  aus« 
dass  der  Unterricht  im  Linearzeichnen  drei  Stufen  haben  mttsse.  Auf  der 
ersten  Stufe  steht  das  „geometrische  Linearzeichnen '%  wobei  es  zunächst 
nur  darauf  ankommt,  den  Schülern  Fertigkeit  im  Gebrauche  der  Zeichnen- 
instrumente beizubringen,  sie  an  genaue  und  reinliche  Ausführung  ihrer 
graphischen  Arbeiten  zu  gewöhnen  und  bei  dieser  Gelegenheit  eine  Reihe 
oft  vorkommender  geometrischer  Constructionen  einzuüben.  Die  nächste 
Stufe  enthält  die  „Elemente  der  darstellenden  Geometrie"  oder,  wie  Refe- 
rent kürzer  sagen  würde,  die  Projectionslehre ,  deren  Aufgabe  ist,  jeden 
begrenzten  Körper  in  jeder  beliebigen  Lage  darzustellen.  Der  letzten 
Stufe  endlich  gehört  „die  weitere  Ausführung  der  rechtwinkligen  Projec- 
tionsart"  d.  h.  die  eigentliche  descriptive  Geometrie,  welche  auch  un- 
begrenzte Gebildein  Untersuchung  nimmt  und  an  diesen  ganz  dieselben  Auf- 
gaben durch  Construction  löst,  welche  in  der  analytischen  Geometrie  cal- 
culatorisch  behandelt  werden.  Für  diese  drei  Unterrichtsstufen  sind  nun 
die  drei  Hefte  des  obigen  Werkes  bestimmt;  über  deren  Inhalt  mögen  einige 
Bemerkungen  folgen. 

Im  ersten  Hefte  giebt  der  Verfasser  zunächst  einige  praktische  Winke 
über  die  Behandlung  und  Handhabung  der  Instrumente  und  sonstigen  Ma- 
terialien; die  folgenden  Abschnitte  enthalten  die  gewöhnlichen  Construc- 
tionen von  Parallelen  und  Senkrechten,  die  Theilung  von  Geraden  und 
Winkeln,  die  Anfertigung  von  Maassstäben  etc.  Bei  den  Kreistheilungen 
dürfte  zweierlei  zu  erinnern  sein.     Erstens  ist  die  Anwendung  des  Trans- 

qaqP    360^ 
porteurs  zur  Construction  von ,  —  etc.  weder  sonderlich  bequem,  noch 

hinreichend  genau;  man  erhält  viel  bessere  Resultate,  wenn  man  die  ge- 
suchten Centriwinkel  mittelst  ihrer  trigonometrischen  Tangenten  constniirt, 
z.  B. 


,     860»       7» 
"^    7    =«8' 

Fehler  0",  6 

,     MO»       78 
'""    9    =87' 

»      2",  8 

360*       332 
""•    11  =361' 

„      0",3 

U.  8.  W. 

Zweitens  muss  bei  der  Construction  regelmässiger  Vielecke  davor  gewarnt 
werden,  dass  der  Zeichner  die  eine  gefundene  Seite  im  Kreise  herumträgt,  um 
die  übrigen  Seiten  zu  finden;  denn  hierbei  wird  der  unvermeidliche  Feh- 
ler, womit  jene  erste  Seite  behaftet  ist,  multiplicirt  und  der  Schluss  des 
Polygons  selten  erreicht.  Vielmehr  ist  (wie  schon  Hofrath  Kunze  bemerkt 
hat)  auf  eine  andere  Weise  zu  verfahren,  die  hier  in  Erinnerung  gebracht 
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und  am  Elfeck  erläutert  werden  möge.  Nachdem  man  die  Seite  A^A^ 
gefunden  hat,  halbire  man  den  übrigen  Kreisbogen,  welcher—  der  Peri- 
pherie nmfasst;  der  Halbirungspunkt  ist  die  Ecke  J^.  Von  dieser  schneide 
man  rechts  und  links  zwei  Bögen  =arcAiJi  ab,  man  hat  dann  die  Ecken 
A^  und  A^\  hierauf  halbire  man  die  Bögen  A^J^  und  A^A^^  wodurch  A^  und 
A^Q  entstehen  u*  s.  w.  —  Bei  den  folgenden  Constructionen  von  Kegel- 
schnitten und  anderen  Curven  wäre  es  zweckmässig  gewesen,  die  sehr  ein- 
fachen Constructionen  der  Normalen  anzugeben  und  dabei  zu  bemerken» 
dass  die  Durchschnitte  der  Normalen  nahezu  die  Krümmungsmittelpunkte 
sind  und  dass  sich  mit  deren  Hülfe  jede  Curve  aus  kleinen  Kreisbögen  zu- 
sammensetzen lässt.  Dieses  Verfahren  giebt  weit  genauere  und  zugleich 
weit  elegantere  Zeichnungen ,  als  wenn  die  gefundenen  Curvenpunkte  aus 
freier  Hand  ^verbunden  werden. 

Im  zweiten  und  dritten  Hefte  hat  der  Referent  nichts  Wesentliches  zu 
erinnern  gefunden^  was  bei  der  schon  ziemlich  festen  Gestaltung  der  eigent- 
lichen descriptiven  Geometrie  Niemanden  überraschen  wird. 

Die  Darstellung  des  Verfassers  ist  klar  und  durchaus  leicht  verständ- 
lich; die  Figuren  sind  zwar  dem  kleinen  Formate  des  Buches  (Qneroctav) 
angepasst,  aber  hinreichend  deutlich. 
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Recensionen. 

üeber  die  geometrische  Hypothesis  in  Flato's  Menon  von  Dr.  Adolph 
Benecke  )    Direktor  des  Gymnasiums    zu  Elbing.     Elbiiig  1867. 
In  Commission    bei  C.  Meissner.     34  Seiten   in  4^  nebst   einer 
Figurentafel. 
In  dem  platonischen  Dialoge,  welcher  den  Titel  „Meno"  führt,  be- 
findet  sich  .eine   mathematische   Stelle,    welche,    man   darf  wohl  sagen 
Jahrhunderte  lang,    die  Verzweiflung   der  Philologen   verursachte,  ohne 
den  Mathematikern  verständlicher  zu  sein.    Referent  hat  deshalb  in  sei- 
ner jüngst    in    einem  Separathefte    dieser  Zeitschrift   erschienenen  Ab- 
handlung „Enclid  und  sein  Jahrhundert"  jene  Stelle  nur  sehr  im  Vor- 
übergehen (S.  46—47)    berührt  und    darauf   verzichtet    ein  besonderes 
Gewicht   auf  sie   zu   legen,    weil,    was    hier    zugestanden  werden   mag, 
mehrwöchentliche  Beschäftigung  mit  jener  Stelle  ihm  die  Sache  nur  im- 
mer unklarer  machte. 

Fast  gleichzeitig  mit  der  genannten  Abhandlung  erschienen  zwei 
Untersuchungen,  die  speciell  auf  die  Meno- Stelle  sich  bezogen,  welche 
aber  vermöge  dieser  Gleichzeitigkeit  bei  unserer  Zusammenstellung  nicht 
mehr  berücksichtigt  werden  konnten.  Wir  meinen  die  nachgelassene 
Abhandlung  des  vor  einigen  Jahren  verstorbenen  Gymnasialdirektors 
Fr.  Carl  Wex  in  Schwerin  „Piatons  Geometrie  im  Menon  und  die  Pa- 
rabole  des  Pythagoras  bei  Plutarch"  (Grunert's  Archiv,  Bd.  XL  VIT, 
S.  131 — 163)  und  die  Monographie  des  Herrn  Benecke,  welche 
in  der  Ueberschrift  dieser  Besprechung  des  Näheren  genannt  ist, 
Die  erwähnte  posthume  Arbeit  enthält  manche  schätzenswerthe  Bemer- 
'  kung  (einige  derselben  sollen  in  diesem  Referate  noch  Platz  finden), 
ohne  jedoch  nach  unserem  Dafürhalten  die  eigentliche  Frage  zu  lösen. 
Herr  Benecke  dagegen  hat,  wie  wir  wenigstens  überzeugt  sind,  das  Ei 
des  Colnmbus  gefunden.  Er  hat  eine  Uebersetzung  und  Erklärung  vor- 
geschlagen, welche  durch  die  Vereinigung  folgender  Vorzüge  vor  allen 
bisherigen  Versuchen  sich  auszeichnet.  OoOqIc 

Lilcralurzlg:.  d.  Zcitschr.  f.  Malh.  a.  Physik  XIII,  2,  2  ^ 
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1.  Der  durch  die  Codices  überlieferte  Wortlaut  des  Textes  wird 
unverändert  erhalten ,  während  man  insgemein  mehr  oder  weniger  kühne 
Correkturen  und  Conjektnren  sich  erlaubte. 

2.  Der  mathematische  Sinn  ist  ein  so  elementarer  und  naheliegen- 
der, dass  er  jetzt  in  der  That  den  Dienst  leisten  kann,  den  er  leisten 
soll,  als  beleuchtendes  Beispiel  in  einer  durchaus  nichtmathematischen 
Discussion  gebraucht  zu  werden. 

3.  Die  Benecke'sche  Auffassung  behandelt  die  früher  schwierige 
Stelle  nicht  aus  dem  Zusammenhango  des  Dialoges  herausgerissen,  sie 
kiHpft  vielmehr  unmittelbar  an  andere  mathematische  Versin nlichungen 
an,  welche  wenige  Minuten  vorher  in  demselben  Gespräche  benutzt  wor- 
den waren  und  zur  Zeichnung  gewisser  Figuren  in  den  Sand  Anlass 
gegeben  hatten,  welche  man  desshalb  als  noch  vorhanden  und  weiter 
benutzbar  voraussetzen  muss. 

Diese  vereinigten  Momente  scheinen  uns  zwingend  für  die  Richtig- 
keit der  neuen  Auffassung,  und  nur  in  zwei  freilich  nebensächlichen 
Dingen  möchten  wir  von  Herrn  Benecke  abweichen.  Einmal  glauben 
wir,  dass  allerdiAgs  der  Kreis  die  erste  Zeichnung  ist,  welche  Sokrates 
entwirft,  und  zwar  schon  73,  E  bei  Gelegenheit  des  Runden,  welches 
eine  Figur,  nicht  aber  die  Figur  überhaupt  sei  ( (rrpoyyvAoriyro^  nigi 
sTnoifi  ctv  iyayye  Sit  fSXtliicf  ti  iaxiv  ^  ovx  ovxcDg  aTcXäg  ort  öx^ficc).  Zweitens 
glauben  wir,  dass  wo  zuerst  das  4fä8sige  Quadrat  gezeichnet  wird  82,  C 
und  Sokrates  die  Frage  stellt:  Sind  nicht  auch  diese  durch  die  Mitte 
gehenden  Linien  eben  dieselben?  {ov  nal  xccvtaal  rag  öia  iiiaov  iaviv 
taag  ex^v')  keineswegs  die  Diagonalen  gemeint  sind,  sondern  die  Linien, 
welche  die  Mitten  von  je  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  des  Quadrates 
verbinden. 

Für  unsere  erste  Abweichung  steht  uns  nur  der  Grund  zur  Ver- 
fügung, dass  es  immerhin  möglich  ist,  dass  Sokrates  schon  bei  jener 
frühem  Veranlassung  eine  Zeichnung  entwirft,  wenn  auch  an  sich  keine 
Nothwendigkeit  dazu  vorliegt;  dass  dagegen  unter  der  Voraussetzung 
einer  schon  vorhandenen  Kreisfigur  neben  dem  Quadrate  es  später  an 
der  Hauptstelle  86,  E  viel  natürlicher  wird,  dass  Sokrates  bei  dem  als 
Versinnlichung  zu  wählenden  Beispiele  die  beiden  vorhandenen  Figuren 
benutzt,  auf  die  zuföUig  sein  Auge  wieder  fällt,  als  dass  er  jetzt  erst 
dem  Beispiele  zu  Liebe  einen  Kreis  zeichnet. 

Für  die  zweite  Aenderung  besitzen  wir  so  viele  Gründe,  dass  wir 
in  Verlegenheit  sind  alle  mitzutheilen ,  während  für  die  Benecke'sche 
Auffassung,  wie  uns  scheinen  will,  auch  nicht  ein  stützendes  Moment 
aufzufinden  ist,  es  müsste  denn  sein,  dass  man  sich  auf  die  ihr  ent- 
sprechende Uebersetzung  bei  Hieronymus  Müller,  Platon's  sämmtliche 
Werke,  Bd.  II,  S.  142  (Leipzig  1851),  beriefe,  wogegen  uns  die  Auto- 
rität Stallbaums  (Piatonis  Meno,  prolegomenis  et  commontariis  jllustravit 
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Godofr.   Stallbanmius,   pag.  66  et   69.     Lipsiae   1827)   zur  Seite  steht. 
Blosse  Namen  gelten  aber  mit  Recht  Herrn  Benecke  so  wenig,  wie  uns 
als  Gründe,  und  so  mögen  einige  von  den  Erwägungen  genannt  werden, 
durch    welche   wir  uns  bestimmen  Hessen.      Die   keinen  Augenblick  zu 
vernachlässigende  Situation   ist   die,    dass  Sokrates    einen    ungebildeten 
Sklaven  vor  sich  hat,  dem  er  durch  seine  Fragen  Auesprüche  geometri- 
scher Wahrheiten  entlockt,   von    deren  Kenntniss  Jener   sich   nicht  be- 
wusst  ist.      Die   Fragen    des   Sokrates    allein   würden    dazu  nicht    aus- 
reichen; mit  Hülfe  von  in  den  Sand  gezeichneten  Figuren  genügen  sie. 
Alle  herausgefragten  Wahrheiten  müssen  daher  solche  sein,  welche  durch 
blosse  Anschauung  einleuchten,  ohne  dass  ein  eigentlicher  geometrischer 
Beweis  zu  führen  versucht  würde.     Während  Herr  Benecke   diesen  Ge- 
sichtspunkt im  Uebrigen  festhält,  lässt  er  ihn  hier  aus  den  Augen.     Die 
Identität  der  beiden  Diagonalen  scheint  sich   uns   nicht  ohne  Weiteres 
der  blossen  Anschauung  darzubieten ,  wie  überhaupt  zwei  in  ihrem  Ver- 
laufe sich  schneidende   Linien   erfahrungsmässig  weniger   gut  bezüglich 
ihrer  Länge   abgeschätzt   werden  können,   als   wenn    die  Linien   nur   in 
einem   Endpunkte    zusammenstossen ,    -und    diese    wieder    weniger    gut 
als  Parallellinien.     Unsere  Deutung  giebt  aber  den  ursprünglichen  Yier- 
ecksseiten   parallele   und   diesen   ebenso   wie    unter  sich  gleiche  Linien, 
was  ebenfalls  in   dem  oben  citirten  Wortlaute  von   des  Sokrates  Frage 
gelegen  zu  haben  scheint.     Fexner  ist  bei  unserer  Auffassung,    welche 
die  Seiten  halbirt,  das  Quadrat  viertheilt,  einleuchtend,  wesshalb  Sokrates 
bei  dieser  ersten  Figur,   welche  er  dem  Sklaven  vorzeichnet,   die  Seite 
als  2  Fuss  lang  annimmt  und  nicht  als    1  Fuss  lang,   was    doch  eigent- 
lich näher  liegt.     Ferner  ist  auch  Herr  Benecke  genöthigt   nachher  bei 
den  Quadraten  der  4  Fuss   und   3  Fuss  langen    Seiten    eine   Zeichnung 
anzunehmen,  welche  der  unsrigen  analog  ist,  während  in  dem  Texte  des 
Dialogs   bis   dahin  nicht   die  leiseste  Andeutung   sich  findet,   dass   eine 
von  neuen  Grundgedanken  ausgehende  Constrnktion  vorgenommen  würde. 
Endlich  halten  wir  es  geradezu  für  entscheidend,  dass  85,^  die  Diago- 
nale  gezogen  und  definirt   {avrri  rj  yQa(i(ifi  ^  ix  ycavtag  elg  ymvtav  xslvei) 
und  85,^  auch  benannt  wird  {xaXovai  di  ys  rcevxriv  öid(uzQOv  oi  aoq>iaxal). 
Das  wäre  der  angewandten  heuristischen  Methode   nach   zu  spät,   wenn 
diese  Linien  schon  in  einem  früheren  Augenblicke   der  Besprechung  ge- 
zogen worden  wären. 

Wir  wiederholen  es,  dass  wir  selbst  diese  Bemerkungen  nur  für 
nebensächliche  halten,  keineswegs  geeignet,  das  unstreitige  Verdienst 
des  Verfassers  der  uns  vorliegenden  Abhandlung  irgendwie  zu  schmä- 
lern. Wir  beabsichtigen  durch  deren  Darlegung  nur  unser  Interesse 
an  dem  Gegenstande  zn  erweisen  und  zu  ergänzen,  was  uns  übersehen 
scheint. 

Zu  demselben  Zwecke   führen   wir   aus   der  Wex'schen  Abhandlung 
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zwei  Stellen  an,  welche  auf  das  niissliche  Wort  nctQaxBivsiv  sich  beziehen 
und  fiir  den  philologischen  Theil  der  Untersnchnng  nicht  ohne  Wich- 
tigkeit sind.  Herr  Wex  schreibt  1.  c.  S.  137:  „Wir  befinden  uns  also 
hier  auf  dem  Gebiete  geometrischer  Techniker  und  ihrer  Elementar- 
Geometrie.  Diese  haben  aber  für  ihre  praktischen  Operationen  und  zum 
Theil  mechanischen  Kunstgriffe  auch  besondere  Kunstausdrücke.  Man 
trete  bei  uns  in  eine  Elementarklasse;  da  hören  wir  manche  termini, 
wie  eins  borgen,  eins  im  Sinne  behalten,  einen  Bruch  heben,  eine  Zabl 
zerfallen  und  Anderes.  Hofft  man  diese  mathematischen  Kunstausdrücke 
auch  in  Schriften  von  Leibnitz,  Euler,  Gauss  zu  finden  ?  Nun ,  ebenso- 
wenig suche  man  nuQcnEivuv  bei  den  griechischen  Mathematikern."  Die 
zweite  Stelle  findet  sich  1.  c.  S.  161,  Anmerkung  **  und  lautet:  „Noch 
will  ich  denen,  die  noQarBlva  für  gleichbedeutend  mit  nagaßdlXa  halten 
möchten,  eine  Combination  an  die  Hand  geben,  durch  die  sie  ihre  Mei- 
nung unterstützen  können.  In  dem  Euclid  des  Boethius  bei  Lachmann 
grammatici  Script,  p.  385  finden  sich  folgende  zwei  Aufgaben  neben  ein- 
ander gestellt:  Dato  in'angulo  aequale  parallel ogrammum  in  dato  recii- 
lineo  angulo  constituere.  —  luxta  rectam  lineam  dato  triangtüo  dato  recti- 
lineo  angtdo  parallel  ogrammum  aequale  praetendere.  In  der  ersteren  Auf- 
gabe ist  constituere  offenbar  das  Euclidische  avarrfiSaad'ai  (Elem.  I,  42) 
und  in  der  zweiten  wird  man  in  dem  praetendere  das  Euclidische  na^- 
ßaXetv  (Elem.  I,  44)  zu  suchen  haben.  Man  könnte  also  vermuthen,  in 
dem  griechischen  Originale,  welches  Boethius  vorgelegen,  habe  na^- 
relvG)  als  Synonymen  die  Stelle  von  nagaßakkcD  vertreten.  Wenigstens 
wird  das  geographische  mxQaTEtvcn  {tj  Si  y  Evßout  i^de  naQariraroti  Arist. 
Nub.  212.  T^  (ihv  yciQ  Trjg  ^AQußlrig  ovQOg  nagaziratai  Herodot.  IL  I)  im 
Lateinischen  durch  praetendere  ausgedrückt.  Baeticae  latere  septentrio- 
nali  praetenditur  Lusitania.  Plin.  N.  H.  III,  1,  2.  Die  übliche  Ueber- 
setzung  des  mathematischen  naqaßctlXuv  durch  applicare  scheint  modernen 
Ursprungs  zu  sein.** 

Im  Uebrigen  verweisen  wir  Jeden,  dem  es  um  Uebersetzung  der 
platonischen  Worte  und  um  deren  Verstau dniss  zu  thun  ist,  auf  die 
Benecke'sche  Abhandlung,  welcher  wir  recht  viele  Leser  wünschen ,  und 
desshalb  den  Kern  der  Untersuchung  hier  nicht  weiter  enthüllen  wollten, 
als  nöthig  schien  um  zu  dessen  Genüsse  einzuladen.  Cantor. 


Der  Magnet  im  Alterthnm  von  Prof.  Gust.  Albert  Palm.  Programm  des 
königlich  wtirtterabergisclien  evangelisch  -  theologischen  Seminars 
Maulbronn  zum  Schlnss  des  vierjährigen  Cur.ses  von  1863—1867. 
Stuttgart  1867.  o,i,zedbvGoOgle 
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Die  an  und  für  sich  fleissig  gearbeitete  Abhandlung  besteht  ans 
7  Kapiteln  mit  folgenden  Ueberschriften :  1.  Was  wussten  die  Alten 
vom  Magnet?  2.  Wie  erklärten  die  Alten  das,  was  sie  vom  Magnet 
wussten?  3.  Die  Benennungen  des  Magnets.  4.  Woher  bezogen  die 
Alten  den  Magnet?  5.  Der  medicinische  und  magische  Gebrauch  des 
Magnets.  6.  Die  bildliche  Verwendung  des  Magnets  bei  den  verschie- 
denen Schriftstellern.  7.  Das  frei  schwebende  Bild.  Daran  knüpfen 
sich  52  Belegstellen  aus  den  lateinischen  und  griechischen  Schriftstellern, 
der  verschiedensten  Zeitalter  welche  im  Originaltexte  mitgetheilt  werden. 

Diese  letztere  Beilage  macht  das  Programm  des  Herrn  Palm  zu  einer 
immerhin  schätzbaren  Sammlung,  während  die  Mühe,  welche  der  Ver- 
fasser auf  die  eigentliche  Abhandlung  verwandte,  als  eine  leider  müssige 
bezeichnet  werden  muss.  Derselbe  kannte  offenbar  nicht  die  Observa- 
lions  et  theories  des  Anciens  sur  les  atlraclions  et  les  reptäsions  magne- 
iiques  ei  stir  les  atlraclions  electriques  von  Th.  Henri  Martin,  welche 
bereits  in  den  Atli  delV  Acadetnia  Pontificia  de'  nuovi  Lincei  für  die 
Sitzungen  vom  3.  December  1864  und  8.  Januar  1865  abgedruckt  sind. 
Diese  Untersuchungen  des  gelehrten  Decan  der  philosophischen  Facultät 
von  Kenn  es  enthalten  aber  absolut  Alles,  was  auch  Herr  Palm  jetzt  auf- 
fand, und  noch  Einiges  mehr. 

Cantor. 


Theorie  der  Betserscben  Fonotionen.  Ein  Analogen  zur  Theorie  der 
Kugelfunctionen.  Von  Carl  Neumann.  Leipzig  1867. 
Es  wird  wohl  kaum  nöthig  sein  an  die  Wichtigkeit  und  an  die  viel- 
fachen Anwendungen  der  Functionen  zu  erinnern,  welchen  die  vorlie- 
gende Schrift  gewidmet  ist.  Jeder,  der  sich  eingehender  mit  dem  Pro- 
bleme der  mathematischen  Physik ,  z.  B.  mit  der  Theorie  der  Bewegung 
der  Wärme  beschäftigt,  kennt  dieselben,  und  wird  daher  das  schöne 
Werkchen  von  Neumann  mit  Freuden  begrüssen.  Wiewohl  der  Herr 
Verfasser  in  der  Vorrede  die  Absicht  einer  umfassenden  Darsteliung  der 
ganzen  Theorie  dieser  merkwürdigen  Functionen  bescheiden  ablehnt,  so 
glauben  wir  doch,  dass  Demjenigen,  welcher  sich  behufs  der  Anwendung 
mit  den  wichtigsten  Eigenschaften  der  BesseF sehen  Functionen  vertraut 
, machen  will,  durch  das  vorliegende  Werk  nützliche  Dienste  geleistet 
werden ,  da  durch  die  äusserst  klare  und  elegante,  und  wie  uns  bedÜnkt, 
für  die  meisten  Zwecke  auch  hinlänglich  ausführliche  Darstellung  der 
wichtigsten  Sätze  und.  Formeln  ihm  manches  mühsame  Nachschlagen  und 
Suchen  erspart  wird.  Es  soll  damit  natürlich  nicht  gesagt  sein,  dass 
dadurch  nun  die  Acten  über  die  Theorie  der  BesseVschen  Functionen 
als  geschlossen  zu  betrachten   seien.     Im  Gegentheil  sind   wirrer  Mei- 
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nung,  dass  diese  Functionen  späteren  Forschungen  noch  ein  ergiebiges 
Feld  bieten,  welche,  in  gehöriger  Weise  verallgemeinert,  zu  wichtigen 
Aufschlüssen  über  allgemeine  Eigenschaften  gewisser  partieller  Differen- 
tialgleichungen führen  können.  Ein  solcher  Zusammenhang  mit  einer 
partiellen  Differentialgleichung,  die  für  die  Physik  von  grossem  Interesse 
ißt,  findet  sich,  wiewohl  nur  als  nebensächlicher  Zweck  des  Herrn  Ver- 
fassers, in  dem  letzten  Abschnitt  des  in  Kede  stehenden  Werkes  ange- 
deutet, und  dieser  Zusammenhang  führt  zu  der  merkwürdigen  Entwicke- 
lung  der  Function  F^''^  für  ein  Argument,  das  die  Entfernung  zweier 
Punkte  ausdrückt,  nach  den  Bessel'schen  Functionen.  Die  Hauptauf- 
gabe des  Verfassers,  deren  Lösung  ihm  in  völlig  befriedigender  Weise 
gelingt,  ist  der  allgemeine  Nachweis  der  Entwickelbarkeit  einer  Function 
eines  complexen  Arguments  nach  den  BesseVschen  Functionen,  und  die 
Feststellung  der  Grenzen  der  Gültigkeit  dieser  Entwickelung.  Das  Hülfs- 
mittel,  welches  zu  diesem  Ziele  führt,  ist  dasselbe,  welches  schon  von 
Cauchy  zur  Begründung  der  Taylorschen  Reihe  für  complexe  Argumente 
angewandt  wurde,  und  dessen  sich  der  Herr  Verfasser  schon  früher  zur 
Begründung  der  Entwickelung  nach  den  Kugelfunctionen  bedient  hat. 
Es  ist  die  von  Cauchy  aufgestellte  Formel: 


r^^^--hff^ 


c 


indem  die  Integration  sich  über  eine  beliebige  geschlossene  Curve  in 
der  t-Ebene  erstreckt,  in  deren  Innerem  die  Function  f{z)  einwerthig 
und  stetig  ist.  Aus  dieser  Formel  lässt  sich  nun  immer  eine  Entwicke- 
lung der  Function  f  {c)  ableiten,  wenn  man  eine  entsprechende  Ent- 
wickelung von finden    kann.      Eine    solche   Entwickelung    liefert, 

wenn  es  sich  um  das  Taylor' sehe  Theorem  handelt,  der  binomische 
Satz,  bei  der  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen  das  Theorem  von 
Heine.     Es   ergibt  sich   dabei,    dass   die   Coefficienten   der  Entwicklung 

von nach  steigenden  Potenzen  von  c   die   fallenden  Potenzen  von 

Zy  nach  Kugelfunctionen  der  ersten  Art  für  das  Argument  c  die.£ugel- 
functionen  der  zweiten  Art  für  das  A|*gument  z  werden,  und  daraus 
entspringen  Entwickelungen  ftir  solche  Functionen,  die  in  einem  zwie- 
fach zusammenhängenden  Gebiet  eindeutig  nnd  stetig  sind,  welche  im 
ersten  Fall  nach  steigenden  und  fallenden,  im  zweiten  nach  Kugelfunc- 
tionen der  ersten  und  zweiten  Art  fortschreiten.  Um  dem  entsprechend 
die  Entwickelung  nach  BesseF sehen  Functionen  zu  finden,  kam  es  also 

vor  Allem  darauf  an,  die  Function nach    diesen    Functionen    zu 

z — c 

entwickeln.   Die  Coefficienten  dieser  Entwickelang  sind  Functionen  von  r, 
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welche  Herr  Neumanu  Bessel'scbe  Functionen  der  zweiten  Art  nennt,  und 
die  er  in  mannigfacher  Weise  ausdrücken  lehrt. 

Es  würde  zu  weit  führen ,  wollten  wir  hier  des  Weiteren  auf  die  Mittel 
eingehen,  durch  welche  der  Verfasser  diese  Resultate  gewinnt,  nur  müssen 
wir  anerkennend  hervorheben,  dass  er  uns  den  Weg  zeigt,  der  mit  Sicher- 
heit, wenn  auch  nicht  mit  voller  Strenge  zu  dem  gewünschten  Ziele  fahrt» 
und  sich  nicht  damit  begnügt,  mit  dem  fertigen  Resultat  und  dem  zugehö- 
rigen strengen  Beweis ,  der  übrigens  in  vollständig  befriedigender  Weise 
erbracht  wird,  uns  vor  Augen  zu  treten.  Der  erwähnte  strenge  Beweis 
beruht  auf  der  wirklichen  Summation  der  gefundenen  Reihe  und  ist  durch 
das  dabei  zur  Anwendung  gekommene  Prinzip  der  Aufstellung  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  gesuchte  Summe  be- 
merkenswerth. 

Eip  anderer  Theil  der  Untersuchung  ist  derjenigen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  gewidmet,  von  welcher  ein  partikuläres  Integral  durch 
die  BessePsche  Function  der  ersten  Art  gegeben  ist.  Hier  ist  nicht  etwa, 
wie  bei  den  Kugelfunctionen ,  die  BesseVsche  Function  zweiter  Art  das 
andere  partikuläre  Integral,  sondern  dieses  zweite  partikuläre  Integral 
wird  durch  eine  dritte  Function  ausgedrückt,  welche  gleichfalls  interes- 
sante Eigenschaften  besitzt,  die  zum  Theil  denen  der  BesseVschen  Function 
erster  Art  analog  sind.  Die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen  sind 
etwas  weitläufig  und  dürften  vielleicht  in  Zukunft  einer  einfacheren 
Darstellung  fähig  sein,  was  auch  der  Verfasser  am  Schluss  des  dritten  Ab- 
schnittes anerkennt. 

Hoffen  wir,  dass  das  verdienstvolle  Werkchen ,  dessen  Lektüre  bei  der 
bekannten  klaren  Darstellungsweise  des  Verfassers  eher  einer  Unterhaltung, 
als  einer  Anstrengung  gleicht ,  zur  Weiterverbreitung  der  Kenntniss  dieser 
so  interessanten  und  merkwürdigen  Functionen  beitragen  und  zu  Weiteren 
Forschungen  über  dieselben  führen  möge. 

Heidelberg,  im  Januar  1868.  Heinrich  Weber. 


Zeitschrift  für  Bibliographie  und  Oescbichte  der  Mathematik  herausgegeben 
von  B.  BoNCOMPAGNi  in  Rom. 
Vor  wenigen  Wochen  erhielten  wir  die  nachfolgend  abgedruckte  An- 
kündigung einer  neuen  Monatsschrift: 

Le  recueil  intitul^  ,jBulleitino  dt  Bibliografia  e  di  Storia  delle  Scienze 
malematiche  e  ßsiche^^  est  un  ouvrage  p^riodique  dont  on  publie  chaque 
mois  un  cahier  de  trois  feuilles  au  moins,  et  de  cinq  au  plus.  Ces  cahiers 
se  vendent  k  Rome  dans  l'imprimerie  des  sciences  math^matiques  et  phy- 
.siqnes  (Via  Lata,  n^.  211  A)  au  prix  de  35  Centimes  la  feuille.  Les  per- 
sonn es  qui  voudront  bien  envoyer  des  Berits  destines  k  ^tre  pubü^s  dans 
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ce  recaei] ,  sont  pri^es  de  les  remettre  au  bureau  de  la  poste  dans  des 
plis  adresB^s  äD.  B.Boncompagni  ^  Borne.   Ceux  de  ces  dcrits  qui  seront 
redigds  en  italien ,  en  fran^ais  ou  en  latin ,  seront  publids  textuellement 
dans  ce  Bulletin. 
Wir  sind  überaus  begierig  auf  das  Erscheinen  dieser  Zeitschrift  selbst, 
für  deren  ausgezeichnete  Leistungen  der  Name  des  Ueraasgebers  schon  im 
Voraus  bürgt.   Wir  treten  sicherlich  keinem  Gelehrten  irgend  eines  Landes 
zu  nahe,  wenn  wir  die  Behauptung  aussprechen,  dass  Prinz  Boncompagni 
dermalen  an  der  Spitze  derer  steht,  die  sich  gleichzeitig  mit  Geschichte 
und  Bilbliographie  der  Mathematik  beschäftigeD.    Sein  Fleiss,  seine  sorg- 
same Mühe,  sein  kein  Opfer  an  Geld  und  Zeit  scheuender  Eifer  haben  ihm 
diese  Stellung  angewiesen  und  befähigen  ihn  wie  keinen  Anderen  zur 
Mittelperson  europäischer  Gelehrsamkeit.   Wir  wünschen  daher  *dem  neuen 
Unternehmen  den  ergiebigsten  Erfolg  und  möchten  unsere  eigenen  wissen- 
schaftlichen Freunde  hiermit  öffentlich  zur  Unterstützung  desselben  auf- 
fordern.   Wir  fürchten  dabei  nicht  mit  unseren  eigenen  redaction eilen  In- 
teressen in  Widerstreit  zu  gerathen,  da  es  selbstverständlich  ist,  dass  ein 
und  derselbe  Beitrag  sehr  wohl  gleichzeitig  in  deutscher  Sprache  in  unserer 
Zeitschrift  und  in  fremder  Sprache  im  Bulletino  Boncompagni  erscheinen 
kann. 

Cantor. 
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Recensionen. 

Nonvellea  tablea  d'integrales  diflnies,  par  D.  Bierbns  de  Haan.  Leide^ 
P.  Engels.  1867. 
Das  vorliegende  Werk  bildet  eine  neue  Auflage  der  im  J.  1858  er- 
schienenen Tables  ^integrales  de'finies  desselben  Verfassers,  die  bereits  seit 
einiger  Zeit  vergriffen  waren.  Wie  sich  erwarten  Hess,  ist  diese  zweite 
Auflage  eine  vermehrte  und  verbesserte,  vermehrt  nämlich  durch  die  wäh- 
rend der  Zwischenzeit  bekannt  gewordenen  neuen  Resultate,  verbessert  in 
so  fern,  als  es  dem  Verf.  durch  Kürzung  der  früheren  literarischen  An- 
gaben und  durch  Weglassung  allzu  bekannter  Formeln  gelungen  ist,  seinem 
Werke  eioe  compendiösere  Gestalt  zu  verleihen.  Indem  Ref.  dem  Fleisse 
und  der  Gelehrsamkeit  des  Verfassers  von  Neuem  seine  höchste  Anerken- 
nung zollt,  wiederholt  er  gleichzeitig  den  schon  früher  ausgesprochenen 
Wunsch,  dass  es  dem  Verf.  gefallen  möge,  eine  ähnliche  Sammlung  dop- 
pelter und  mehrfacher  Integrale  herauszugeben. 

SCHLÖ  MILCH. 

Theorie  der  elliptischen  Funotionen;  Versuch  einer  elementaren 
Darstellung  von  Dr.  H.  Duräoe,  ordentl.  Prof.  am  Polytech- 
nikum zu  Prag.  Zweite  Auflage.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1868. 
Da  es  dem  Verf.  hauptsächlich  um  eine  erste  Einführung  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  zu  thun  ist,  so  hat  derselbe  in  der 
zweiten  Auflage  die  früher  benutzten  Methoden  beibehalten,  welche  sich 
zwar  nicht  durch  Strenge,  wohl  aber  durch  eine  gewisse  Leichtigkeit  und 
Einfachheit  empfehlen.  Gegen  diese  didaktische  Rücksicht  lässt  sich  im 
vorliegenden  Falle  nichts  einwenden ,  weil  der  Verf.  seine  Leser  keines- 
wegs mit  der  Miene  verabschiedet,  als  ob  nun  die  ganze  Theorie  vollständig 
und  zweifellos  begründet  sei,  sondern  vielmehr  den  eigentlich  dnnkeleii 
Punkt  (die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Integrale  zwischen  complexen 
Grenzen)  ausdrücklich  hervorhebt  und  die  Mittel  zu  dessen  Aufklärung 
angiebt.  Bei  dem  Additionstheoreme  ist  zweckmässigerweise  die  Stürmische 
Methode  in  den  Vordergrund  gestellt  worden;  neu  hinzugekommen  ist  ein 
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lehrreicher  Abschnitt  über  das  Abel'sche  Theorem.  Und  hiermit  sei  das 
sorgfältig  gearbeitete  und  seinem  Zwecke  vollkommen  entsprechende  Werk 
von  Neuem  bestens  empfohlen. 

SCHLÖMILCH. 

In  den  Berichten  der  mathem.  •  physischen  Classe  der  königl.  Säch- 
sischen Gesellschaft  der  Wissenschaften,  1865,  findet  sich  eine  historische 
Bemerkung  des  Herrn  Baltzer,  in  welcher  ich  lese: 

„Was  nun  das  Wort  Million  anlangt,  so  war  ich  verwundert,  das- 
selbe beim  Numeriren  bis  zum  18.  Jahrh.  hartnäckig  vermieden  zn 
sehen." 
und  ferner: 

„Die  Million  gehört  also  gewiss  nicht  Girard,  vcrmuthlich  auch  nicht 
einem  altem  Arithmetiker;  erst  im  18.  Jahrh.  hat  Million  als  ab- 
stractes  Zahlwort  allgemeinem  Eingang  gefunden." 
und  endlich: 

„Man 'wird  also  Girard  für  den  Autor  dieser  Bildungen*)  haiton 
dürfen,  bis  Citate  aus  früherer  Zeit  aufgefunden  werden." 
Zu  diesen  drei  Aeusserungen  habe  ich  Folgendes  zu  bemerken :  Ob  ich 
nun  gleich  mit  Herm  Baltzer  glaube,  f7  milione  sei  eine  italienische  Bildung, 
meine  ich  doch,  dass  die  Franzosen  sie  zuerst  als  reines  Zahlwort  gebraucht 
haben.  In  der  Artihmetique  de  Jean  Trenchani^  departie  en  trois  liures,  Eji" 
setnble  un  petil  discours  des  changes^  avec  Vari  de  calculer  aux  Getöns,  wovon 
der  erste  Druck  im  J.  1557,  eine  neue  Auflage  1610  erschienen  ist,  findet 
sich  Seite  11 :  puis  iusques  ä  dix  cens  müe,  qui  sont  un  milion ;  puys  iusques  ii 
dix  cens  miilions,  qui  sont  un  miliart,  und  Seite  13:  ainsi  procedant  de  Heu  en 
lieuy  le  precedent  vers  main  gauche  est  tousiours  decuple  de  son  sequet:  comme 
enseigne  fecheile  de  numeration^  sgavoir  est,  Nöbre,  dizeine,  centeine,  miliers, 
dizeine  de  miliers,  centeine  de  miliers,  milions,  dizeine  de  milions,  centeine  de 
milions,  miliars,  dizeine  de  miliars,  centeine  de  miliars,  miliers  de  miliars;  und 
Seite  15:  Soit  pour  exemple,  570,  S37,  420,  qui  s'exprime  570  milions,  S37 
mille,  420.  Parlant  qui  s^ait  nombrer  trois  figures,  c^est  depuis  les  cens,  il 
nombrera  facilement  tous  nombres. 

In  r Ärithmetique  de  Jaques  Pelelier  du  Mans,  Departie  en  quatre  liures, 
Troisieme  edition  reuend  et  augmentee.  Par  Jean  de  Tournes  M,  DC,  Vll  finde 
ich  Seite  16:  La  forme  est  teile,  123  451  234  078  567  Le  premier  poincl  est 
sous  7,  qui  sc  prend  en  sa  simple  et  naturelle  valeur :  le  second  est  sous  S  et  est 
le  siege  de  mit:  le  tiers  est  sous  4,  et  est  le  siege  de  Nillions:  le  quart  est  sous  1  qui 
est  le  siege  de  Mille  Millions :  et  le  demier  sous  3 ,  qui  est  le  siege  de  Milliars : 

c^est  a  dire  millions  de  millions Et  partant,  la  figure  prochaine  vers  la 

senestre  (qui  est  au  second  Heu  apres  le  poincl  des  Milliars)  signiße  dixaines 


•)  Bilion,  Trilion,  Quadrilion. 
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de  Militärs  et  fauire  figure  stgnifie  cenlaines,  aussi  de  Militärs.  Hierdurch 
wird  es  deutlich,  dass  am  Ende  des  16.  Jahrh.  das  Wort  Million  in 
Frankreich  schon  allgemein  üblich  gewesen ;  und  dieser  Gebrauch  leuchtet 
noch  heller  hervor  aus  dem  Satze  des  Pelletier,  womit  er  die  Anwendung 
des  Wortes  Milliart  vertheidigt,  Seite  19:  Je  n'eusse  point  usurpe  ce  mot  de 
Milliart^  n'eust  ete  Vautorite  de  Bude  au  Traicte  de  la  Liure  et  de  ses  parlies: 
et  me  fusse  contente  de  demeurer  aux  MilUons;  wodurch  er  also  aussagt,  dass 
dies  Wort  schon  allgemein  bekannt  war  und  also  keiner  Yertheidigung 
mehr  bedurfte. 

Im  Jahre   1607   schlug  Robbert  Robbertz,   ein  Niederländischer 
Rechenmeister,  öffentlich  an,  die  Zahl 

1 357  328  400  000  761 010  843  278  140  030  045  728  345  730  285  927  003  210 
Holländisch  auszusprechen.  Er  erhielt  darüber  folgenden  Brief  von  Jacob 
van  der  S ebnere,  Rechenmeister  zu  Haarlem: 

„Guter  Freund  Robbert  Robbertz.  Ihnen  sei  Seligkeit.  Gestern 
am  Mittage  ist  mir  einer  Ihrer  gedruckten  Zettel  zugekommen  mit  der  oben 
angegebenen  Aufgabe,  um  diese  Niederdeutsch  auszusprechen,  und  wie- 
wohl man  solches  früher  niemals  von  mir  verlangt  hat,  und  ich  auch 
niemals  darüber  gedacht  habe  [ob  ich  gleich  ein  echter  Liebhaber  der 
echten  Niederdeutschen  *)  Sprache  sei] ,  so  sah  ich  mich  doch  genöthigt, 
sie  gut  Niederdeutsch  wiederzugeben ,  vrie's  hierunten  folget.  Ich  hätte 
sie  zwar  mit  tausendmal,  tausendmal,  tausendmal  u.  s.  f.  aussprechen 
können,  aber  das  würde  allen  Niederdeutschen  eine  ganz  zu  finstre  und 
schwindliche  Sache  gewesen  sein ....  Zu  Haarlem  in  meiner  Stndirstube, 
als  Phöbus  fünfmal  hinter  Thetys  mit  ihrem  Hunde  versteckt  gewesen, 
wieder  der  frohen  Aurora  folgend,  uns  das  hellste  Weltlicht  angeboten 
hat  mit  einem  hell  leuchtenden  Antlitze  im  Jahre  1607. 

E\^.  dienstfertiger  Diener 

J.  van  der  Schuer'e."**) 
Die  Namen,  welche  er  zum  Benennen   dieser  Zahl  einführt,  sind: 


*)  Niederdeutsch  sagte  man  damals  für  Niederländisch. 

**)  In  der  Originalsprache  ist  der  Brief  folgender: 

Goeden  Vriendt  Rohbert  RohhertsZy  ulieden  zy  saligheydt,  Gesieren  middagh  is  my 
behandight  een  itwer  ghedruckte  Briefkens,  met  de  bovengestelde  opgave,  om  in  Neder- 
duyts  uyt  gesproken  te  hebben;  Ende  haewel  my  *t  selve  noyi  te  voren  af-geeyseht  is 
geweest:  Ick  oock  noyt  sulex  overdacht  hebbe  (niet  legenstaende  ick  een  recht  bemmde'r 
der  rechte  Neder  -  Buytsche  sprake  ben),  ioo  ben  ick  noch  tansghedrongen  geweest, 
V  selve  in  goed  Neder-Duyts  te  beantwoorden,  als  hier  volghet.  Ick  sonde  det  wel  met 
duysentniaet  duysentmael  duysent,  etc.  uytghesproken  hebben,  maer  dat  sonde  voor  al 
temoel  de  Nederdvytschen,  een  alte  malle  duyster  duyselinghe  gheweest  zyn —  V  Haer- 
lern  in  myn  overdenckplaets ,  als  Phoebus  vyfmael  achter  Thetis  met  synen  hond  ge- 
scholen  hebbende,  wederoimne  de  blyde  Aurora  volgende,  ons  is  gekomen  *t  lichtste 
Wereldlicht  voordragen  met  een  klaerlachende  aenschyn,  in  't  jaer  1607, 

V,  Heden  dienst -willigen  r/zVMgJe^lC 
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erstes  Glied  tausend,  zweites  Glied  tausend,  drittes  Glied 
tausend*)  u.  s.  f.,  wo  wir  Million,  Billion,  Trillion  u.  s.  w.  aus- 
sprechen. Die  aufgegebene  Zahl  lautet  dann:  Ein  neuntes  Glied  tausend, 
drei  hundert  sieben  und  fünfzig  tausend  drei  hundert  acht  und  zwanzig 
achtes  Glied  tausend,  vier  hundert  tausend  siebentes  Glied  tausend  u.  s.  f. 
In  einem  zweiten  Briefe,  welchen  er  den  21.  December  1608  an  den- 
selbigen  Bobbert  Kobbertsz  richtete,  sagt  er  u.  m.:  „Ich  meine  nicht,  dass 
Gott  mir  eine  neue  Zahlenbenennung  offenbart  hat,, sondern  dass  Er  mir's 
im  Sinn  hat  kommen  lassen,  die  Fremdwörter  zu  verdeutschen  wie  folgt: 


mülion 

erstes 

Glied  tausend 

himülion  oder  billion 

zweites 

n 

irimillion  oder  trillion  • 

drittes 

n 

quadrimillion  oder  quadrülion 

-f 

viertes 

»> 

quintimillion  oder  quilUon 

1' 

fünftes 

1) 

seximillion  oder  sexillion 

s 

sechstes 

,, 

septimülion  oder  septillion 

o 

siebentes 

>i 

octomillion  oder  octillion 

achtes 

?) 

nonetnillion  oder  nonülion 

neuntes 

>» 

und  so  weiter,  wie  gross  eine  Zahl  auch  sein  möge." 

In  diesem  Briefe  spricht  v.  d.  Schuere  noch  von  den  französischen 
Schriftstellern  Jean  Gentils,  der  1554  in  Paris,  und  Estienne  de  la  Roche, 
der  1538  in  Lyons  Bücher  herausgegeben  hat,  worin  die  Benennung  der 
Zahlen  ganz  klar  und  deutlich  wird  angezeigt.  —  Diese  Bücher  sind  mir 
weiter  unbekannt;  ich  kann  also  keine  Nachrichten  geben,  welcher  Methode 
beim  Aussprechen  sie  folgten. 

Alle  diese  Schriftsteller  sind  älter  als  Girard,  der  seine  Prolation  erst 
im  Jahre  1629  veröffentlichte.  Wenn  ich  nun  in  Betrachtung  nehme: 

a)  dass  Girard  seine  erste  Schrift  im  Jahre  1626  herausgab ; 

b)  dass' er  immer  französisch  schrieb,  oder  in's  Französische  übersetzte; 

c)  dass  er  anfängt  in  den  Niederlanden  bekannt  zu  werden  um  die  Zeit, 
als  die  Hugenotten  in  Frankreich  durch  Richelieu  um  alle  ihre  Vor- 
rechte gebracht  wurden; 

d)  dass  er  in  seinen  Schriften  dann  und  wann  seinen  Hass  wider  einen 
gewissen  Kardinal  nicht  verschweigen  kann**); 

dann  schliesse  ich  daraus,  dass  Girard  ein  geborener  Franzose  ist,  der 
wegen  der  Verfolgung  in  Frankreich  nach  den  Niederlanden  ausgewiesen 
ist  und  sich  in  Leyden  hat  niedergelassen.  Aus  seinem  Vaterlande  brachte 
er  die  Benennung  grosser  Zahlen  mit  nach  Holland,  wo  sie' jedoch  aus 
französischen  Büchern  schon  früher  bekannt  geworden  und  von  einigen 
schon  in  Gebrauch  gekommen  waren.    Wahrscheinlich  hat  er  im  Anfange 


*)  Eersie  lit  duysent^  ttveede  lit  duysent^  derdt  Ui  duysenl,  enz, 

**)  S.  u.  m.  auch :  Oeum^cs  math,  pur  S.  AhtrofaLs.    Reueue  pur  Aller l  Girard,   1628, 
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die  holländische  Sprache  nicht  verstanden,  und  ist  also  fremd  gebliehen 
van  der  Schuere's  Arheit;  er  giebt  in  seiner  Prolation  die  Methode,  wie  sie 
schon  lange  in  Frankreich  üblich  war  und  sagt  auch  nirgendwo,-  dass  es 
seine  Methode  sei;  doch  weil  seine  Werke,  hauptsächlich  seine  Ueber- 
setzung  von  Stevin,  mehr  verbreitet  worden  ist,  als  die  Bücher  anderer 
holländischer  und  französischer  Rechenmeister,  hat  man  ihm  eine  Ehre  zu- 
erkannt, die  er,  welch  ein  grosser  Mathematiker  er  auch  gewesen,  sich  doch 
hiermit  nicht  verdient  hat. 

Aardenburg,  10.  Febr.  1868.         6.  A.  Vorstbrman  van  Oven, 

Leh'cr  der  Math,  and  Phys. 
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Zur  Abwehr. 


Herr  Prof.  Bettrami  hat  bei  Gelegenheit  einer  dem  Reale  Istiiuto  Lombnrdo 
am  7.  Mai  d.  J.  gemachten  Mittheilung  über  Raumcurven  8.  O.  au  meiner  im  ver- 
flossenen Jahre  in  dieser  Zeitschrift  und  zugleich  als  Separatabdruck  veröffent- 
lichten „Einleitung  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte*'  verschiedene 
Fehler  und  Ungenauigkeiten  gerügt  und  dieselbe  als  ein  Plagiat  aus  Cremona's 
Arbeiten  hingestellt.  Um  diese  Beschuldigung  zurückzuweisen,  wird  es»  wie  ich 
glaube,  genügen,  folgende  im  Eingang  meiner  Arbeit,  worin  die  von  mir  benutzten 
Quellen,  insbesondere  auch  die  Abhandlungen  Cremona*s  in  den  An^ 
nali  genau  angegeben  sind,  befindliche  Worte  anzuführen; 

„Mit  Rücksicht  darauf,   dass    einerseits  synthetische  Betrachtungen  nicht 
Jedermann  angenehm  sind  und  anderseits  die  analytische  Behandlung  Cre- 
mona's  ausserhalb  seines  Vaterlandes  "weniger  bekannt  sein  mag,  dürfte 
vielleicht  nachfolgende  Zusammenstellung  der  hauptsächlichsten  Eigen- 
thümlichkeiten  der  Raumcurven  3.  O.  nicht  unerwünscht  sein", 
woraus  doch  deutlich  hervorgeht,  dass  ich  meine  Arbeit  nur  als  eine  zusammen- 
hängende Darstellung  von  schon  Bekanntem  in  zum  bequemen  Studium  geordneter 
Weise   angesehen  wissen    wollte.     Ob  ich  mich   durch   eine  derartige  Benutzung 
von  fremden  Arbeiten  eines  Plagiats  schuldig  gemacht  habe,  überlasse  ich  dem 
Urtheile  des  mathematischen  Publikums. 

Was  die  von  Herrn  Bettrami  bemerkten  Fehler  betrifl't,  so  bin  ich  Dem- 
selben für  ihren  Nachweis  sehr  zu  Dank  verpflichtet  und  werde  die  Verbesserungen 
derselben  demnächst  zugleich  mit  einem  genauen  Qnellen-  und  Literaturnachweis, 
um  allen  Missdentungen  zu  entgehen,  veröffentlichen. 

Marburg  am  9.  Juni  1868.  C.  A^^von  Drach. 
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2. 
SirW.  R.  Hamilton  hat  im  Jahre  1834  die  weitere  Bemerkung  hin- 
zugefügt, das8  die  Differentialgleichungen  B)  die  Bedingung  dafür  ent- 
halten, dass  die  Variation  des  Integrals 

u==fiT+  ü)dl 
verschwindet;  dass  man  also  umgekehrt  aus  der  Gleichung 

df{T+ü)dl=^0 

die  mechanischen  Differentialgleichungen  abzuleiten  im  Stande  ist.  Vor- 
ausgesetzt wird  dabei,  dass  man  nur  solche  Variationen  der  Coordinaten 
berücksichtigt ,  welche  nebst  ihren  verschiedenen  Differentialquotienten 
an  den  Integrationsgrenzen  verschwinden.  Auf  die  Bedeutung  dieser  Vor- 
aussetzung braucht  man  zunächst  nicht  weiter  einzugehen,  da  sie,  wie  aus 
dem  Folgenden  erhellt,  nur  einen  formalen  Sinn  hat.  Es  sollen  einfach  bei 
Bildung  der  Variation  des  Integrals  diejenigen  Glieder,  die  mit  den  an 
den  Grenzen  stattfindenden  Werthen  der  Variationen  und  ihrer  Differen- 
tialquotienten multiplicirt  sind,  ausser  Rechnung  bleiben.  Neu  mann  be- 
zeichnet desshalb  die  Grösse  öu  als  innere  Variation. 
Die  Variation  eines  Integrals  von  der  Form 

u==F{xxx  .*yyy   ,»zzz   ,,)  dt, 

doc  d^  oc 

wo   zur  Abkürzung  x  ^—.  x'  =  -— ^    etc.  geschrieben   ist ,    drückt   die 

Aenderung  aus,  welche  das  Integral  erfährt,  wenn  man  die  von  /  ab- 
hängigen   Variabein    x  um  öx^    y  um  Äy,    z  um  öz,    Tolglich  x'  um  8x 

(d.  h.  -T-  um  — r-  )  u.  s.  w.  wachsen  lässt.     Hier  bedeuten  die  Incremente 
di  dt  J 

5x^  dy,  Sz  ganz  beliebige  Functionen  der  unabhängigen  Integrations- 
variabein t  und  führen  den  Namen  von  Variationen  ^  sofern  sie  als  be- 
liebig klein  betrachtet  werden,  damit  die  höheren  Potenzen  in  der  Tayl er- 
sehen Entwicklung  ohne  Einfluss  bleiben.  Man  pflegt  daher  eine  solche 
variirte  Function  ^  =  x  +  ix  =  (pt  eineNachbarfunction  der  Function  x=^fi 
zu  nennen^  und  kann  dieselben  unter  dem  Bilde  zweier  Nachbarcurven  sich 
vorstellen,  bei  denen  den  Abcissen  t  die  resp.  Ordinaten  S  und  «r,  deren 
Differenz  dx  jeden  Grad  der  Kleinheit  erreichen  darf,  zugehören.  Das 
Verschwinden  der  Ordinaten differcnzen  dx  an  den  Integrationsgrenzen 
würde  alsdann  anzeigen,  dass  die  Nachbarcurven  sich  in  den  Punkten 
schneiden  (oder  berühren)  müssen,  welche  die  Grenzwerthe  von  /  zu  Ab- 
scissen  haben. 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  folgt  mit  Weglassung  der  höheren 
Potenzen  der  Variationen 

»„=/^(||*«+iL^.'+||,M-...)-, 
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wo  sich  das  Summationszeicben   auf  die   verschiedenen  Variationen  oder 
Coordinaten  bezieht.     Man  erhält  leicht  durch  partielle  Integration 

J   ox     dt  dx  J  dt  öx 

Da  aber  in  Gemässheit   der   oben   gemachten  Voraussetzung  dx  an  den 
Integrationsgreuzen  verschwindet,  so  wird' 

/dF  ^  .  A      d  dF  ^ 

In  derselben  Weise  folgt  durch  wiederholte  partielle  Integration 

dF  .   ,       d    dF   .    ^   f.     (d\  dF  ^, 

wo  wiederum  die  vor  das  Integralzeichen  getretenen  in  da:  und  8x'  mul- 
tiplicirten  Glieder  verschwinden.     Folglich  ist 


und  weiter 


allgemein : 


J  a^r^")  "^      ^    J  \dlj    aa:(") 

Hiemach  ergibt  sich 

r^{^^      d  dF    .  fdV  dF       /dV  dF     ,        I 

3. 

Wenn  der  gefundene  Integralausdruck  für  ganz  beliebige  Nachbar- 
curven  (beliebiger  Abhängigkeit  der  Variationen  d.r,  5y,  6z  von  /  ent- 
sprechend) verschwinden  soll,  so  müssen  die  Coefficicnten  der  einzelnen 
Variationen  unter  dem  Integralzeichen  Null  werden  5  mit  anderen  Worten, 
es  müssen  die  Differentialgleichungen 

dx       dt  dx'  "^  W   dx'       \dt)    dx"  —    •" 
^      dF    .    d  dF    ^   /dV  dF        /dV    dF    , 

dz       dtdz   '^  \dij  dz'       \dt)   dz''  —  ••• 
erfüllt  sein.     Denn  wären  ein  oder  einige  solche  Coefficienten  von  Null 
verschieden,  also   der  Coefficient  von   6x  etwa   gleich  1/;/,    so    könnte 
man  z.  B.  dar=fi/;/,  öy  =  6z=iO  setzen  und  würde  damit 

du  =  £jrlfflfdt 
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erhalten,  d.  i.  wegen  des  positiven  Quadrates  jedenfalls  gegen  die  Vor- 
aussetzung von  Null  verschieden.  Der  von  /  unabhängige  Factor  e  ist 
hinzugefügt  worden,  um  durch  beliebige  Kleinheit  desselben  die  hin- 
reichende Abnahme  der  Variation  8x  herbeizuführen. 

Die  Gleichungen  C)  führen  den  Namen  der  isoperimetrischen 
Differentialgleichungen  und  besitzen  die  Eigenschaft,  ganz  abgesehen  von 
der  speciellen  Beschaffenheit  der  Function  F  eine  Integration  zuzulassen. 

Bildet  man  nämlich  die  Summe 


und  vergleicht  damit  den  Werth  des  vollständigen  Differentialquotienten 
dF 


«//=^^-' 


so  wird 
dF 
~dl 


^^^"^  \rx''dtd^^\di)  ä^'~'  +  ---) 

Werth  des  vollständigen  Differe 
)    ,  dF.     .,   dF^    ,„  dF       ( 
I      ox  ox  ox        )^ 

_d  _\    ,dF     (  „dF  .  d    dF\ 

-Jr  r  d^'^V  d^''""  dt  ä^V"*" 

^V   dx'"    ""  dl dx'"  +^  \dt)  dx'")  ■■•]■ 

Da    aber  S  vermöge    der    isoperimetrischen    DifferentialgleichnngeD    ver- 
schwindet, so  erhält  man  die  zugehörige  Integralgleichung 

F+Consl—  0, 
wenn 

.       ^\    ,dF      / „dF        ,  d  dF\ 
0=£{x  —-,  +[x  X-»  — a;  —  x— „1  + 
\      dx       \     dx  dt  dx  / 

^  (  ,„   dF         „d    dF         ,{d\   dF\       \  ^> 

gesetzt  wird.  ^ 

■  Es  ist  nunmehr  leicht,  die  Bedingung  du  =  0  für  u=f{T+  ü)  dl 
auf  das  Stattfinden  der  mechanischen  Differentialgleichungen  zu  redu- 
ciren.  Man  hat  dazu  in  C)  statt  F  nur  T+U  zu  substituiren.  Da  aber 
T  nur  die  ersten  Differentialquotienten  der  Coordinaten,  die  Kräftefuu- 
etion  D  dagegen  als  Function  von  r  nur  die  Coordinaten  selbst  (ohne 
deren  Differentialquotienten)  enthält,  so  folgt  ohne  Weiteres 


oder 


__dU  _d_  dT 
dx      dt  dx' 


du       d        .  d^x 

-r—  =  -—  MX  =  m  — — r- 
dx       dl  dl^ 


und  analog  für  die  übrigen  Coordinaten.  DigitizedbyLjOOglC 
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Da    in    unserem    die   Anziehung   zweier  Punkte  betreffenden   Falle 

U= -,  so  erhält  man,  wie  bereits  bemerkt, 

r 

dU       dU  dr  mm.  x—x, 

--  =  ---—  = =  Rcosa, 

dx        dr  ox  r*         r 

dV       du  dr  mm^  y  —  y^        p  ...  ä 

-5—     =      — -         — -     = =      R     cos    ßy 

dy       dr    dy  r*        r  ^^ 

du       du  dr  mm*  z^z* 

^-  =  X-  ^  = r  =  R  cos  y, 

dz         dr  dz  r*        r  '' 

mithin  die  dem  Newton'schen  Attractionsgesetze  entsprechende  Kraft 

mm,  dU        , 

welche  auf  den  Punkt  m  =  {x,  y,  z)  in  der  durch  die  Winkel  a^ß^y  ge- 
gebenen Richtung  wirkt.     Aus  den  Gleichungen     . 

Xi — X  _      1/1  —  y  2, — z 

cosa= ,  cosß= ,  cosy=' ' 

r  r       ■  r 

folgt,  dass  diese  Richtung  in  der  Verbindungslinie  r  durch  die  Anziehung 

nach  mi  bestimmt  ist 

Das  allgemeine  Integral  (I>=F  +  /«  geht  jetzt  über  in 

T+ü  +  h^Sx    ||.  =  27^ 

oder 

T=zU  +  h 

und  liefert  demnach  den  Satz  von  der  lebendigen  Kraft. 

4. 
Prof.  Neu  mann  hat  sich  die  Frage  gestellt,  welche  Form  der  Kräfte- 
function  U  gegeben  werden  müsse,  um  auf  dem  nämlichen  Wege, 
der  uns  jetzt  von  der  Kräftefunction  ü  zu  der  New  tonischen  Kraft  R  ge- 
führt hat,  aus  dem  in  der  Gleichung  d  f  (J+t^)  rf/  =  0  enthaltenen  Ha- 
milton'schen  Principe  das  Weber*sche  Fundamentalgesetz  der 
Elektrodynamik,  mit  anderen  Worten,  den  Ausdruck 


für  die  in  der  Verbindungslinie  der  beiden  materiellen  Punkte  m  und  Wj 
wirkende  Kraft  abzuleiten. 

Das  von  ihm  entdeckte  Gesetz  ertheilt  folgende  Antwort  auf  die 
gestellte  Frage:  „Wenn  r^  den  Abstand  der  Punkte  zur  Zeit  t^^  bezeicb- 
„net,  die  der  Zeit  /  jedesmal  um  dasjenige  Zeitintervall  l^t^  vorhergeht, 
,, welches  erforderlich  ist,  um  die  Entfernung  r  =  fl  mit  einer  durch  die 
„Constante  c  gegebenen  Geschwindigkeit  zurückzulegen,  so  ist 

jj mm,  f^ 

„der  gesuchte  Werth  der  Kräftefunction."  oigitizedby  GoOqIc 
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Wir  werden  znnäcbst  wiederum  die  Variation  des  Integrals 
u  =  j{T'\-  ü)  dl  zu  bilden  haben.  Der  Ausdruck  der  halben  lebendigen  Kraft 
T  bleibt  derselbe  wie  früher,  nur  abhängig  von  den  ersten  Differential- 
quotienten der  Coordinaten;  dagegen  enthält  ü,  wenigstens  implicite, 
jetzt  gleichzeitig  die  Coordinaten  und  ihre  verschiedenen  Differentialquo- 
tienten.    Um  diess  anschaulich  zu  machen,  bilden  wir  die  Gleichung 

r  =  /^/  =  c(/-g,  G) 

welche  der  Definition  gemäss  angiebt,  dass  die  Strecke  r  im  Zeitintervall 
/  — ^Q  mit  der  Geschwindigkeit  c  durchlaufen  wird.  Durch  diese  Glei- 
chung ist 

r 

als  Function  von  /  bestimmt,  und  da 

den  Abstand  zur  Zeit  /^  ausdrücken  soll,  so  erhält  man  nach  dem  Tay  1  er- 
sehen Lehrsatze 

wenn  '  die  Differentialquotienten  von  r  =z  ft  nach  dem  Argument  t  wie 
die  derivirten  Functionen  durch  Accente  bezeichnet  werden.  Man  kann 
also  U  als  Function  von  r  und  seinen  Differentialquotienten  betrachten, 
worin  implicite  wiederum  die  Coordinaten  und  ihre  Differentialquotienten 
enthalten  sind. 
Ebenso  wird 

dL 


C     "*"    2«»        Öc»  — 


Bildet  man  jetzt 

und  reducirt  wie  früher*  durch  partielle  Integration,  so  wird  bei  Bildung 
der  inneren  Variation,  da  die  Variation 


dx    *        dy  dz  dx^  dy^    ^        dz 


«-i 


so  wie  ihre  Differentialquotienten,  mit  den  Variationen  der  Coordinaten 
und  deren  Differential quotienten  an  den  Integrationsgrenzen  verschwinden 
oder  Null  zu  setzen  sind: 

Ti,    r^y      ddü/dVdü       fdV  du       -|     ^^     ddTi 
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Substituirt  mau  hier  den  eben  angeführten  Werth  von  ör,  um  nach  den 
Variationen  der  Coordinaten  ordnen  zu  können,  so  wird 

dxldr       di  dr^  \dij   dr''^       J       dt  dx 
der  Coefficient   von  dx,   und   analog  für   die   übrigen    Coordinaten.     Da 
diese   Coefficienteu   verschwinden  sollen ;   so  erhält  mau  die  Differential- 
gleichungen 

didx  ^  dx  Vör^  dr        dl  Kdr^dr)  ^  \dt)\drQ  3/7+'    J' 

d.  i.  wegen 

d  ü  mm^ 


d^x 
""dl 


dr. 


'  ^'      "'^''      r       LV  dr        dt  [r,^  dr')  +  \dt)    1,^  dr')  ^"I 
Durch   Substitution  der  aus  den   Gleichungen  ff)  und  /)  zu  entneh- 
menden'  Werthe  von 

dr  c^   €>         20»   "^  6c*   "•■ c    dl^' 

dr'~       c'     ar"~2c"      dr"'~      6c»' 
n.  8.  w.  ergibt  sieb 

d*.T  X,— ar  )  1     ,     \    d    r     ,     1     / dV  t^     , 

5. 

Die  unendliche  Reihe  innerhalb  der  Parenthese  lässt  sich  summiren, 
wenn  man  den  Lagrange^schen  Satz  über  die  Entwickelung  impliciter 
Functionen  anwendet. 

Um  diess  zu  zeigen,  wollen  wir  der  Gleichung 
G)  r  =  /r  =  c(^-g 

eine  analoge  Gleichung 

G*)  r,=:ft,==c{t,^l) 

an  die  Seite  stellen  und  dadurch  die  Zeit  /,  definiren,  welcher  der  Abr 
stand  r,  der  beiden  Massen  entspricht.  Es  bedeutet  hier  ^i  —  t  das  Zeit- 
intervall, welches  seit  der  Zeit  /  verfliessen  muss,  um  die  Strecke  r^  mit 
der  Geschwindigkeit  c  zu  durchlaufen.  Das  nämliche  Functionsverhältuiss, 
welches  früher  zwischen  t  und  t,  festgesetzt  worden  ist,  findet  jetzt  resp. 
zwischen  t^  und  i  statt. 

Der  L  a  g  r  a  n  g  e'sche  Lehrsatz  liefert  unmittelbar  die  Entwickelung  einer 
Function 

,pU  =  9X  +  «  /•/  9''  +  j  **  J^  (Pt  <p't)  +  1  X'  (U  (pl  g>'t)  +  etc. 
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uacb  den  Potenzeu  von  x^  wenn^ 

gegeben  ist.     Setzt  man  hier  o:  =  — ,  so  wird 

.,^  =  .,.+  ir.,'/+J-,i(rVO+„4(|-J(^<p'0  +  etc.       L) 
Differentiirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  tj  so  ergibt  sich 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  stimmt   mit   der  zu  summirenden 
Reihe  überein ^  wenn 

gesetzt  wird.     Da  gleichzeitig  t  in  If  und  /q  in  /  übergehen,  so  folgt  ohne 

Weiteres 

1 


q>  /,= 


r*' 


mithin 


r»  dl        V  ■*"  c  dt  r,«  ■*■  2c-^  \dt/    r„'  "^  Cc«  \dlj    r^*  "*"  '  * ' 
Bevor  wir  diesen  Werth  in  K)  snbstitniren,  wollen  wir  den  Differen- 
tialquotienten —j  eliminiren,  was  mittelst  der  durch  Differentiation  von  C*) 
zu  erhaltenden  Relation 


oder 


dr,  /         dt\ 


di^ 

dt 


1-1  !^ 


c   dt^ 


geschieht.     Damit  erhält  man  endlich 


d^x 


dl 


-  =mmt 


a,— a: 


.       V         c    dtj 


Die  Ausdrücke  für  die  den  übrigen  Coordinaten  entsprechenden  Compo- 


'X 


nenten   werden  ganz  analog  gebildet,   und  führen  wegen =  cos  a 

r 

etc.  zu  dem  gesuchten  Ausdrucke  für  die  in  der  Richtung  der  Ver- 
bindungslinie r  zur  Zeit  i  zwischen  den  Massenpunkten  m  und  mj  wir- 
kenden  bewegenden  Kraft 


c    dlt 


cr^  dl^ 
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Es  handelt  sich  nur  noch  um  den  Nachweis,  dass  dieser  Werth, 
wenigstens  in  den  ersten  Gliedern  hei  der  Entwickelung  nach  den  ab- 
steigenden Potenzen  von  c,  mit  der  Formel  des  Weber'schen  Grundge- 
setzes übereinstimmt.  Hierzu  hat  man  sich  der  bereits  früher  benutzten 
Gleichungen 

''o=^/^^o='' ^  +  etc. 

und 

dr.         .  ,       rr' 

so  wie  des  aus  der  Lagrange'schen  Entwickelung  L)  für  q>i=^ft  her- 
vorgehenden Werthes 

zu   bedienen.     Man    erhält   ohne   Schwierigkeit,   wenn   man   die  durch  c* 
und  .die  höheren  Potenzen  dividirten  Glieder  weglässt: 

/       rr 
mm^  11  c    " 


R  = 


r"    )i_L.     ^^' 


c         c« 


mm,  j        r'r — 2rr"  J 

^~^  r       c^     r 

übereinstimmend  mit  der  von  W.  Weber  entdeckten  Formel  Fj  des  elek- 
trodynamischen Fnndamentalgesetzcs. 

6. 
Um  endlich  die  Gestalt  zu  untersuchen,   in   welcher  der  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  nunmehr  erscheint,   liaben  wir  die  Function 

,  /  „,  du      „d  du  ,    ,/dV  do\,     ) 

ZU  bilden.  Hier  ist  vor  Allem  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Summen 
auf  der  rechten  Seite,  die  sich  auf  die  6  Coordinaten  der  beiden  Punkte 
erstrecken,  vereinfacht  werden  können  Die  auf  die  homogene  Function 
T  der  Differentialquotienten  der  Coordinaten  bezügliche  Summe  ist  ver- 
möge eines  bekannten  Satzes  gleich  2  7\  während  die  von  der  Kräfte- 
function   U  abhängige  Summe  sich  auf  die  Form 

„     ^su,/  „du     ,d  du\ 

■•"  V     dr'"  ~  '■    dt  fr'"  ■*■  *■  \dlj   dr'")  ^■■ 

bringen   läSSt.  Dlgi.izedbyGoOgk 
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Hiermit  erhält   man 

0=2T+ V=T+ ü+h 
oder 

T=^U—V  +  h  0) 

für  das  an  Stelle  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft  tretende  Integral. 
Differentiirt  mau  diesen  Ausdrnck,  so  wird 

dj  _  du       d_r 
di^Ti        dt' 
wo  zugleich 

^=  im  {X-  x"  +  y'y'  +  z'z")  =  Ex'''^  R 

-     R^' 
^li' 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  in  der  Richtung  der  Entfernung  wirkende 

bewegende  Kraft 

dW  dr      dW 

durch  vollständige  Differentiation  der  Function 

nach  der  Entfernung  erhalten  werden  kann. 
Da  ferner 

du       ,dU  ^    ,,dU  ^    .ndü  ^ 
dt  or      ^      Cr  or 

dv    („dü\   rd  dü\     /  ..,du     .fdydü\^ 

d7=V    1?  +  ''  d-t3?)  +  (''    37"\dt)d7J  + 


so  folgt 
d 


dt^^'ldr      did/^\dl)   dr"        \dt)    dr'' —  '"]'' ^  dt' 


woraus  die  Richtigkeit  des  für  V  aufgestellten  Werthes  erhellt.  Uebrigens 
kann  man  der  Function    fV  auch  die  Form  geben 

r     I  cc         c* 


Leipzig,  11.  August  1868. 


(?) 


W.  Scheibner. 
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Schularithmetik,  bearbeitet  von  A.  Tkappb,  Professor  und  Prorector  der 
Realschule  am  Zwinger  in  Breslau.  Verlag  der  Universitätsbuch- 
handlung von  F.  Hirt  in  Breslau. 

Referent  würde  das  vorliegende  Werkchen  einfach  ignorirt  haben, 
wenn  der  Verfasser  durch  sein  brauchbares,  bereits  in  dritter  Auflage 
erschienenes  Lehrbuch  der  Physik  nicht  so  bekannt  wäre,  dass  wohl 
Mancher  darauf  hin  auch  die  „Schularithmetik''  unbesehen  kaufen  durfte. 
Leider  stehen  aber  beide  Bücher  auf  sehr  verschiedenen  Standpunkten, 
und  während  „die  Physik"  des  Verfassers  den  Entdeckungen  der  Neu- 
zeit Rechnung  trägt,  macht  die  „Schularithmetik"  den  Eindruck,  als 
wäre  sie  der  unveränderte  Abdruck  eines  Werkes  aus  dem  vorigen  Jahr- 
hundert.    Zum  Beweise  mögen  einige  Proben  folgen: 

Auf  Seite  79  behauptet  der  Verfasser,  die  Gleichung 

sei  für  j  e  d  e  s  e  richtig  —  er  wendet  sie  auf  die  Fälle  a  =  3,  «  =  i  und 
a  =  3,  e^=2  an  und  sagt  bezüglich  des  ersten  Falles :  „Es  könnte  schei- 
nen, als  ob  durch  Addition  unendlich  vieler  Grössen  eine  unendlich 
grosse  Summe  entstehen  müsste;  da  aber  die  Glieder  immer  klei- 
ner werden,  so  werden  sie  auch  endlich  verschwindend  klein." 
Was  mit  diesem  unverständlichen  Gerede  erklärt  werden  soll,  ist  schwer 
abzusehen;  sollte  aber  der  Verfasser  meinen,  da§s  man  gegen  das  Ende 
der  Reihe  hin  ein  paar  Millionen  Glieder  weglassen  dürfe,  weil  sie  ver- 
schwindend klein  sind^  so  müsste  er  die  Voraussetzung  machen,  dass 
verschwindend  kleine  Summanden  eine  verschwindend  kleine  Summe 
geben.    Wie  unrichtig  dieser  Satz  ist,  zeigt  schon  das  bekannte  Beispiel 

w*  ^  w«  ^  w«^'"^  n« 
wenn  n  =  oo  genommen  wird.  —  Noch  wunderlicher  lautet  die  Erklärung 
des  für  a  =  3,  ^  =  2  zum  Vorschein  kommenden  absurden  Resultates 

3  +  6+12  +  24  +  ...mi>i^  =  ^-^  =  -3; 

der  Verfasser  sagt  nämlich:   ,,Das  Resultat  sollte  ==  x  sein,  da  die  Reihe 

aus  unendlich  vielen  immer  grösser  werdenden  positiven  Zahlen  besteht. 

Der    Widerspruch    lässt    sich    dadurch    erklären,    dass    die    Aufgabe, 

eine    unendliche   Menge    immer    grösser    werdender  Zahlen    zu   addiren, 

etwas  Unausführbares  fordert;   aber  dennoch  stellt   der  Ausdruck 

3 
— —  die  Reihe  dar,  denn  wenn  man  1  — 2  in  3  dividirt  und  wie  bei 

Buchstaben  verfährt,  so  erhält  man  die  Reihe."  Nach  des  Verfassers 
eigener  Definition  von  positiven   und  negativen  Grössei^-^d  nach  dem 
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Obigen  kann  man  sich  also  dadurch  in  Schulden  stürzen,  dass  man  Jahr 
aus  Jahr  ein  Vermögen  aufhäuft.  —  Die  Sache  ist  aber  viel  einfacher: 
wer  für  c  >  I 

a  +  ae  +  ae*  +  «e'  +  ...  =  S 

setzt  und   mit  diesem  S  weiter  rechnet,   als   wenn   es  eine  endliche  be- 

g 
stimmte  Grösse  wäre  (z.  B.  S  — 5^  =  0,  -  =  1),   der  hat  schon  von  Hause 

aus  eine  falsche  Voraussetzung  gemacht  und  braucht  sich  dann  über 
seine  widersinnigen  Resultate  gar  nicht  zu  verwundem.  Diese  Bemer- 
kung gilt  übrigens  für  alle  Rechnungen  mit  unendlichen  Reihen,  Pro- 
ducten  und  Eettenbrüchen. 

Seite  80  heisst  es:  „l^ine  unendliche  fallende  Reihe  nennt  man 
convergirend,  eine  unendliche  steigende  Reihe  divergirend." 
Hiernach  scheint  der  Verfasser  nicht  einmal  zu  wissen,  dass  die  bekannte 
harmonische  Reihe  |^  +  4  +  y  +  . . .  zwar  eine  fallende  ist  aber  divergirt. 
Weiter  sagt  der  Verfasser:  „eine  divergirende  Reihe  lässt  sich  nicht 
addiren'S  obschon  er  zwei  Zeilen  vorher  —  3  als  Summe  von  3  +  0 
+  12  +  etc.  angegeben  hat. 

Die  Gleichungen  ersten  Grades  werden  mit  zwei  Beispielen  abge- 
fertigt, von  denen  das  zweite  die  Form 

(«—/Ja:)  (y— Äir)  =  0 
hat,  also  doch  wohl  nicht  hierher  gehörte. 

Auf  Seite  107  definirt  der  Verfasser  eine  Function  von  x  als  „eine 
Grösse,  in  welcher  x  vorkommt*'  und  sucht  dann  den  Satz  zu  beweisen: 
„Jede  Function  von  x,  iv  eiche  dadurch  zu  Null  wird,  dass  man  x  =  m 
setzt,  hat  den  Factor  (a;  —  m).*'  Hier  fehlt  die  Beschränkung  des  Satzes 
auf  algebraische  rationale  Functionen ;  denn  schon  bei  irrationalen  Func- 
tionen (wie  z.  B.  yx  —  y  m)  gilt  der  Satz  nicht  mehr. 

In  §  116  heisst  es,  wenn  die  Gleichung 

rt  +  6a;  +  ca:*  +  ...  =  m  +  wa:  + ra:*  + ... 
für  jeden  Werth  von  x  gilt,  so  ist  a  =  m,  ft  =  «  etc.  Hier  kann  erstens 
die  Voraussetzung  dahin  beschränkt  werden,  dass  die  anfängliche  Glei- 
chung nur  innerhalb  eines  die  Null  umfassenden  Intervalles  zu  gelten 
braucht;  zweitens  ist  hinzuzufügen,  dass  bei  unendlichen  Reihen  die 
gleichzeitige  Convergenz  beider  Reihen  vorhanden  sein  muss.  Kann  man 
hierüber  nicht  entscheiden,  so  läuft  man  Gefahr,  die  abenteuerlichsten 
Resultate  zu  erhalten.     So  ist  z.  B. 

wenn  man  aber  beiderseits  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  so  liefert  die 
Vergleichung  der  Coefficienten  von  x,  a^  etc.  durchgängig  falsche  Glei- 
chungen. ^  T 
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In  §  117  will  der  Verfasser  den  Satz  beweisen:  ,,jede  Gleichung  vom 
«'•'  Grade  hat  n  Wurzeln*';  zu  diesem  Zwecke  erinnert  er  erst  darant 
dass  eine  quadratische  Gleichung  zwei  Wurzeln  besitzt,  und  führt  dann 
fort:  „Hat  eine  cubische  Gleichung,  die  auf  Null  gebracht  ist,  eine 
Wurzel  x  =  my  so  muss  sie  den  Factor  (x  —  m)  haben,  und  der  zweite 
Factor  mnss  eine  Function  von  x*  sein.  Setzt  man  diesen  =  0,  so  er- 
hält man  noch  zwei  Werthe  für  or,  welche  die  Gleichung  zu  Null  machen. 
Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  vom  vierten 
Grade  4,  die  vom  fünften  5  Wurzeln  haben  muss  u.  s.  w."  Der  Ver- 
fasser setzt  also  ohne  Weiteres  voraus,  dass  jede  Gleichung  mindestens 
eine  Wurzel  habe,  deren  Beschaffenheit  er  übrigens  ganz  dahin  gestellt 
sein  lässt. 

In  §  126  „soll  versucht  werden",  %  (l  +  x)  in  eine  Reihe  von  der 
Form  /^  +  ^a:  +  Ca:*+etc.  zu  verwandeln.     Mit  Hülfe  der  Gleichung 

2  log  (1  +  a)  =  Iog  [i  +  a;  (2  +  x)] 
findet  der  Verfasser 

2BX'\'2Cx^  +  2Dx^+.,. 
=  2Bx  +  (B  +  4C)x^  +  {4C+SD)x*+... 
und  sagt  weiter:  „Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  x,  da  die 
beiden  Gleichungen,  aus  denen  sie  zusammengesetzt  ist,  für  jeden  Wertb 
von  X  gelten."     Woher  weiss  denn  der  Verfasser,   dass  die  versuchs- 
weise aufgestellte  Gleichung  log  (l  +  o:)  =  i^  +  ^  a:  +  Ca: *  +  etc.  für  jeden 
Werth  von  x  gilt?  —  Später  wird  B  mittelst  der  Formel 
j.^ l 

bestimmt  und  hinzugefügt:  „Die  Reihe  des  Nenners  convergirt  so,  dass 
man  nur  wenig  Glieder  zu  berechnen  braucht,  um  B  bis  auf  7  Stellen 
richtig  zu  erhalten.^'  In  der  That  sind  hierzu  30  Glieder  nöthig,  und 
das  dürfte. doch  nicht  gerade  wenig  sein. 

Diese  Blamenlese  (besser  Distelnlese)  mag  zu  dem  Beweise  hin- 
reichen, dass  der  Verfasser  von  einer  den  Ansprüchen  der  Neuzeit  ge- 
nügenden präcisen  Behandlung  der  Wissenschaft  gar  keine  Idee  hat  und 
daher  auch  zur  Abfassung  mathematischer  Lehrbücher  nicht  berufen  ist. 

SCHLÖMILCH. 
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Recensionen. 

Oalil^e»  les  droits  de  la  science  et  la  rnelhode  des  sciences  physiques  par  Th. 
Henri  Martin.  Paris  1868  bei  Didier  et  C'^  librairie  academique. 
Wenige  Gegenstände  aus  der  Geschichte  der  Wissenschaften  haben  in 
den  letzten  5  Jahren  sich  so  eifriger  Bearbeitung  zu  erfreuen  gehabt, 
wie  das  Leben  und  die  Schicksale  des  Gründers  der  modernen  Mechanik« 
Herr  Martin,  der  letzte  Schriftsteller  über  Galilei,  hatte  in  einer  seinem 
Buche  angehängten  bibliographischen  Notiz  unseren  Aufsatz  im  9.  Bande 
dieser  Zeitschrift  mit  Nr.  LIII  zu  bezeichnen  und  gelangt  dann  noch  bis  zu 
Nr.  LXVII  unter  Aufzählung  nur  solcher  Abhandlungen,  welche  er  gelesen 
hat,  und  welche  leicht  noch' vermehrt  w^orden  könnten,  z.B.  durch  den  Auf- 
satz von  J  oh.  Streit:  „Galileo  Galilei,  ein  Vortrag,  gehalten  in  Greifswald 
zur  Erinnerung  an  seinen  300sten  Geburtstag"  (Grün.  Archiv  Bd.  42^ 
S.  241 — 255),  durch  die  Brochure  von  U.Christian  Herrmann  Vosen:  „Ga- 
lileo Galilei  und  die  römische  Verurtheilung  des  Köpern ikanischen  Systems*** 
herausgegeben  von  dem  katholischen  Brochurenverein  in  Frankfurt  a.  M., 
durch  eine  Reccnsion  des  letzterwähnten  Machwerkes,  welche  wir  ohne 
Namensunterschrift  in  den  Greuzbotcn  von  1865  S.422— 436  veröffentlicht  haben. 
Wenn  nach  so  vielen  Vorgängern  aus  jüngster  Zeit  ein  Gelehrter,  wie  Herr 
Martin,  nochmals  zur  Feder  greift  und  eine  fast  28  Druckbogen  füllende 
Untersuchung  über  das  Leben  und  Wirken-  des  Mannes  veröffentlicht, 
dem  schon  Dutzende  von  Geschichtsschreibern  ihre  Zeit  und  Mühe  widme- 
ten, so  ist  das  ein  sicherer  Beweis  für  die  hohe  Bedeutsamkeit  des  Stoffes, 
aber  auch  dafür,  dass  von  allen  Vorgängern  der  Stoff  nicht  in  seiner  ganzen 
Vollständigkeit  bewältigt  wurde.  Herr  Martin  mit  seiner  auf  allen  Gebie- 
ten der  Geschichte  der  Wissenschaft  gleich  unermesslichcn  Belesenheit,  mit 
seiner  eleganten  Schreibweise,  mit  seinem  so  selten  fehlgehenden  kritischen 
Verstände  ist  ganz  der  Mann  dazu,  Untersuchungen  abzusckliessen  und  zu- 
sammenzufassen, und  so  freuten  wir  uns  im  Voraus  auf  die  Zusendung  des  in 
der  Ueberschrift  genannten  Werkes,  wenn  gleich  Herr  Martin  in  dem  sein 
freundliches  Geschenk  begleitenden  liebenswürdigen  Briefe  uns  ankündigte, 
dass  er  vielen  von  uns  ausgesprochenen  Meinungen  entgegengetreten  sei. 
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Wir  sind  weit  entfernt,  Widerspruch  übel  zu  nehmen,  hoffen  aber  mit  Zu- 
versicht auf  gleiche  Unbefangenheit  bei  unserem  hochverehrten  Herrn 
Gegner  rechnen  zu  dürfen,  wenn  wir  unter  achtungsvollster  Anerkennung 
seiner  Verdienste  seine  Angriffe  zurückweisen  müssen. 

Wir  glauben  uns  dieses  um  so  mehr  schuldig  zu  sein ,  als  es  im  All- 
gemeinen zu  den  stylistischen  Eigenthümlichkeitcn  von  Herrn  Martin 
gehört,  in  dem  kritischen  Theile  seiner  Werke  Ansichten ,  die  er  anfeindet, 
mit  den  Persönlichkeiten ,  von  welchen  dieselben  ausgehen ,  scheinbar  zu 
verwechseln,  so  dass  zwischen  den  achtungsvollen  Briefen  und  dem  mit- 
unter weit  weniger  achtungsvollen  Tone  der  gedruckten  Aeusserungen  fast 
ein  Gegensatz  zu  bestehen  scheint. 

Wir  gestehen  es  zu,  wir  fühlen  uns  einigermassen  verletzt  durch  Be- 
zeichnungen, wie  ,,les  plus  violents  detracteurs  de  la  conduite^  de  Galilee^\ 
S.402,  welche  auf  einen PhilarMe  Chasles,  auf  einen  Vosen  und Consorlen 
passeir  mögen ,  welche  wir  uns  aber  recht  sehr  verbitten.  Was  in  aller  Welt 
haben  wir  denn  in  unseren  Abhandlungen  gegen  Galilei  gesagt,  um  ein 
Herabwürdiger  des  grossen  Mannes  zu  heissenV  Wir  haben  behauptet 
(Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  IX.  S.  170),  Galilei  habe  gegen  Ende  1613  den 
Beweis  seiner  astronomischen  Ansichten  in  der  Bibel  gesucht.  Wir  haben 
eine  Erklärung  dafür  in  dem  autoritätsbedürftigen  Eigensinne  seiner  Geg- 
ner gefunden.  Wir  haben  hinzugefügt:  „Ich  wüsste  nicht,  wie  man  ihm 
dieses  übelnehmen  könnte,  und  wenn  es  ein  Fohlschritt  war,  den  er  that,  so 
liegt  die  Schuld  nicht  darin,  dass  er  auf  das  theologische  Gebiet  hinüber- 
trat, sondern  darin,  dass  sein  Fnss  den  schlüpfrigen  Boden  nicht  gewohnt 
war,  dass  sein  Auge  die  Fussangeln  nicht  sah,  mit  welchen  der  neue  Kampf- 
platz rings  umgeben  war."  Nennt  man  das  Einen  herabwürdigen?  Dann 
müssen  wir  freilich  auch  heute  noch  dies  wenig  schmückende  Beiwort  uns 
gefallen* lassen;  denn  heute  wie  vor  4%  Jahren  halten  wir  dafür,  dass  Ga- 
lilei den  theologischen  Streit  thatsächlich  begonnen  hat.  Es  ist  wahr,  Herr 
Martin  hat  (S.  51)  Briefe  Galilei's  an  den  Cardinal  Dini  angeführt,  in 
welchen  er  das  Bedauern  ausspricht;  dass  er  auf  biblischem  Gebiete  käm- 
pfen müsse,  auf  welches  man  ihn  hingezwungen  habe;  aber  diese  Briefe 
sind  aus  dem  Jahre  1615,  und  der  Brief  an  Oastelli,  welcher  den  theolo- 
gischen Anfeindungen  des  Dominicaners  Caccini,  den  Denunciationen 
des  Lorini,  kurz  dem  eigentlichen  Streite  voranging,  war  vom  21.December 
1613  (Martin  S.  42).  Ja,  noch  weit  früher  befragte  Galilei  den  Cardinal 
Conti  über  die  theologische  Seite  seiner  naturwissenschaftlichen  Ansich- 
ten, denn  dessen  Antwortsschreiben  datirt  sogar  vom  7.  Juli  1612  (Martin 
S.  40). 

Oder  haben  wir  Galilei  herabgewürdigt,  weil  wir  (S.  191)  über  die 
Ausreden,  welche  er  im  Verhöre  vom  12.  April  1633  gebrauchte,  die  Bemer- 
kung machten:  „Man  ärgert  sich  über  die  geistige  §chwäche  Galilei^s, 
welcher  hier  offenbar  gegen  seine  Ueberzeugung  aussagte-^^llein  Joaan  thut 
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es  nur  deshalb,  weil  ein  gewisses,  ich  möchte  sagen,  dramatisches  Gefühl  im 
Menschen  uns  geneigter  macht,  den  Sturz  eines  grossen  Mannes  zu  bewei- 
nen, als  von  einer  moralischen  Niederlage  desselben  Zeuge  zu  sein."  Wir 
setzten  sogleich  die  Frage  hinzu:  „Wie  viele  Männer,  welche  über  Galilei 
den  Stab  brechen,  würden  wohl  anders  als  er  gehandelt  haben?  Wie  viele 
würden  den  70  jährigen  gebrechlichen  Körper  den  Qualen  dargeboten 
haben,  mit  welchen  die  damalige  Zeit  verschwenderisch  war?"  Wir  hoben 
ganz  besonders  den  Einfluss  Niccolini's  auf  das  Benehmen  des  Galilei 
hervor.  Möge  uns  Herr  Martin  die  Behauptung  nicht  übel  nehmen,  dass 
auch  er  in  diesem  Sinne  zu  den  delracieurs  les  plus  vudeuts  de  la  conduüe  de 
Galilee  gehört.  Er  nähert  sich  sogar  unserem  Wortlaute,  wenn  er  sagt: 
„Certainemenl  Galilee  ne  j'oua  pas  du  ioul  dans  son  proces  le  röle  dun  he'ros  de 
trage'die^'  (S.  190),  wenn  er  weiter  hinzufügt:  „tV  esperaü  qu'il  ny  auraü  pas 
de  peril  pour  sa  personne  ^  s'il  se  soumellail;  mais  s'il  resisiait  obstinemeni,  il 
pouvait  ioui  craindre.  II  savail  commenl  deux  hereliques  avaient  ele  Iraites  ä 
Rome,  Vun  trente-deux  ans^  Cautre  huit  ans  seulemenl  avant  son  proces^^.  Und 
wenn  wir  von  Niecolin i  sagten:  „er  rieth  ihm  zur  Besiegelung  seiner 
Schmach",  so  gebraucht  Herr  Martin  die  Worte:  ,/relle  ctail  la  souplesse 
beiden  Aermes  caracleres  en  lialie  au  dix-seplieme  siecle^\  Wir  können  in 
ies  plus  /ussprüchen  nur  Wahrheit  finden ,  aber  sicherlich  keine  Herabwür- 
digung. 

Oder  endlich  ist  es  Herabwürdigung  des  Galilei,  wenn  wir  unsere 
Abhandlung  mit  den  Sätzen  schlössen:  „Die  wissenschaftliche  Forschung 
ist  frei  geworden  von  den  Fesseln  der  Kirche Dass  es  aber  so  gekom- 
men ist,  dass  der  Kampf,  man  kann  wohl  sagen,  jetzt  ausgekämpft  ist,  das 
mahnt  uns  um  so  mehr  zur  dankbaren  Erinnerung  an  die  ersten  Opfer  des 
Kampfes,  vor  Allem  an  Galileo  Galilei."  Ein  anderweitiges  Urtheil  wird 
aber  Herr  Martin  uns  nirgends  nachweisen  können;  nur  an  den  drei  er- 
wähnten Stellen  haben  wir  uns  über  Galilei 's  Benehmen  ausgesprochen, 
und,  wie  wir  glauben,  in  völlig  gerechter  Weise,  in  einer  Weise,  welche 
mit  den  Ansichten  von  Herrn  Martin  selbst  geradezu  übereinstimmt. 

Eine  wesentliche  Verschiedenheit  zwischen  unseren  beiderseitigen 
historischen  Auffassungen  findet  sich  dagegen  dem  ^Charakter  und  der 
Handlungsweise  Urban's  VIII.  gegenüber.  Hier  haben  wir  uns  im  Decem- 
her  18^3  entschieden  getäuscht.  Die  päpstlichen  Verordnungen  vom  16.  Juni 
1633  (Martin  S.  123  —  124)  und  vom  23.  März  1634  (Martin  S.  215),  welche 
erst  im  letztverflossenen  Jahre  durch  Herrn  Henri  de  TEpinois  (^Revue 
des  Sciences  historiques^  1867)  bekannt  wurden,  lassen  unsere  Auffassung 
nicht  mehr  zu,  als  habe  Urban  VIII.  späterhin  Heue  darüber  empfunden, 
dass  er  in  die  Eiqjeitung  des  Inquisitionsverfahrens  gegen  Galilei  seiner 
Zeit  willigte,  als  habe  er  ihn  nach  Vermögen  geschützt,  und  als  habe  ins- 
besondere nur  seine  Weigerung  die  Anwendung  der  Folter  verhindert. 
Diese  Anschauung  ist  gegenwärtig  nicht  mehr  möglich  —  aber  wir  sind  noch 
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weiter  davon  entfenit,  die  Darstellung  von  Herrn  Martin  für  richtig  zu 
halten.  Wir  wollen  diese  mit  seinen  eigenen  Worten  (S.  210)  anführen: 
,^Sous  Vinßuence  des  hommes  auxquels^  depuis  1(532,  Urhain  VIII  avail  laisse 
prendre  trop  d'empirc  sur  son  csprit,  sa  vonscicncc  Irotnpce  lui  disaü  quUl  avait 
eu  (ort  de  laisser  paraHre  en  Italic  un  livre  plein  ä*une  docirine  contraire  a 
VEcriturc  sainle,  et  qttCy  pour  re'parer  sa  fuutc,  il  devait  etouffer^  au  moins  en 
Halte,  ccUc  errcitr,  qiCil  voyuU  sc  propnger  tnahjre  Ics  condamnalions  eccle- 
siasUfjues,  II  ne  fallait  pas.  pensail  ily  avoir  fair  de  faiblir  ä  Vegard  de  Galiiec, 
et  enhardir  aifisi  tanl  d\tutres  catholhjues,  totU  preis  a  marcher  sur  ses  iraces, 
Teile  est  la  pensee^  que  nous  Irouverons  daiis  toule  la  conduile  dÜrbain  VIII 
envers  le  malhcureux  cofidamne/'' 

Herr  Martin  wird  uns  wohl  zugchen,  dass  positive  Beweise  für  seine 
Auffassung  nicht  vorhanden  sind;  wir  meinen,  dass  keinerlei  Documente, 
Briefe  oder  Verordnungen  uns  einen  ungetrübten  sicheren  Einblick  in  die 
Seele  des  Papstes  gestatten,  dass  wir  also,  so  zu  sagen,  nur  einen  Indicien- 
beweis  besitzen,  welches  auch  die  Folgerungen  sein  mögen,  die  wir  aus  den 
gegebenen  Thatsachen  ziehen.  Diese  Tliatsachen  wollen  wir  deshalb  in  der 
Kürze,  welche  einer  kritischen  Besprechung  angemessen  erscheint,  hier 
wiederholen. 

Es  ist  Thatsache ,  dass  Maffeo  Barberino  der  Freund  G a  1  i l e i ' s  war 
und  insbesondere  1016  bei  dem  ersten  Processe  auf  dessen  Seite  stand.  Es 
ist  Thatsache,  dass  eine  Tradition  des  römischen  Olerus  bis  zum  Jahre  1825 
existijte  (Martin  S.  159),  wonach  Galilei  geinen  ehemaligen  Freund  per- 
sönlich beleidigte  und  dadurch  zum  Feinde  machte.  Es  ist  Thatsache 
(Martin  S.  159  und  1Ö2),  dass  schon  1632  diese  Tradition  vorhanden  war, 
,,el  ils  firent  quelques  dupes,  parmi  Icsquelles  ful  peul-Hre  d'abord  Urbain  VIII 
lui-mdfne''.  Es  ist  Thatsache,  dass  nicht  blos  y.peul-etre''  der  Papst  selbst  den 
Process  nur  von  der  persönlichen  Seite  betrachtete,  denn  Niccolini  sagt 
(Martin  S.  121):  dans  texces  de  sa  passion  il  a  fait  de  celte  persecution  son 
affairc  personnelle.'^  Wie  kann  Herr  Martin  es  dann  rechtfertigen,  wenn 
er  S.  136  behaupten  will:  „//  ne  cherchait  point  unc  vengeance  personelle  dfun 
outrage  imaginaire''?  Freilich  war  die  Beleidigung  eine  imaginäre;  freilich 
war  Simplicius  nicht  die  Karrikatur  des  Paptes,  wie  wir  S.  186  unserer  Ab- 
handlung mit  denselben  Gründen  gezeigt  haben,  welche  auch  Herr  Martin 
(S.  164  flgg.)  benutzt;  freilich  hat  Herr  Martin  Recht,  wenn  er  gegen  uns 
beweist,  dass  Galilei  den  Einwurf  der  Allmacht  Gottes  in  sein  Werk  auf- 
nehmen musste,  wenn  er  Urban  VI II.  nicht  wirklich  beleidigen  wollte; 
aber  daraufkommt  es  keineswegs  an,  sondern  nur  darauf:  WarUrban  VIIL 
erzürnt  und  handelte  er  im  Zorne?  Und  diese  Frage  muss  die  Geschichts- 
forschung einfach  bejahen.  Wir  haben  demnach  von  »nserer  Auffassung 
nur  das  zurückzunehmen ,  was  allerdings  unser  persönliches  Eigenthnm  da- 
ran war:  die  spatere  Aenderung  in  der  Gemüthsstiminung  Urban's.  Ur- 
ban besänftigte  sich  nicht.   Er  war  es,  der  am  16.  Juni  1633  den  Befehl 
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der  Territion  erliess,  welcher  DÄch  uuBerer  früheren  Meinung  ron  den 
Inquisitoren  ausging  und  in  der  Lücke  der  Processacten  enthalten  sein 
musste,  zu  deren  Annahme  uns  die  confuse,  wie  man  gegenwärtig  weiss, 
durchaus  unrichtige  Beschreibung  jener  Acten  durch  Marino  Marini  ver- 
leitet hatte.  Er  war  es,  der  am  23.  Mfirz  1634  Galilei  verbot,  um  weitere 
Vergünstigungen  zu  bitten ,  wenn  er  nicht  in  die  wirklichen  Kerker  der  In- 
quisition verbracht  werden  wolle.  Er  war  es  aber  auch,  der  beide  Verord- 
nungen nur  insgeheim  erliess,  der  sich  beidemal  hinter  das  heilige  Gericht 
steckte,  wahrlich  weit  eher  das  Kennzeichen  persönlichen  Rachegefühls,  als 
der  Befürchtung,  die  Religion  möge  durch  Galilei^s  wissenschaftliche 
Thätigkeit  Gefahr  laufen.  Hätte  Urban  in  diesem  Gefühle  gehandelt,  so 
war  es  viel  natürlicher  für  ihn,  jetzt  ex  cathedra  die  Kopemikanische  Lehre 
ein-  für  allemal  zu  verdammen,  welche  bisher  nur  in  nichtofficieller  Weise 
vei-urtheilt  war,  wie  Herr  Martin  mehrfach  hervorhebt,  welcher  gerade 
darauf  ein  vielleicht  übermässig  grosses  Gewicht  legt.  Wir  gestehen  frei- 
lich dabei  die  Unfähigkeit  zu,  uns  in  die  Seele  eines  frommen  Katholiken 
zu  versetzen,  für  welchen  die  Unfehlbarkeit  des  Papstes  als  Papst  Glau- 
benssache ist. 

Urban  VIII.  schob  das  Inquisitionsgericht  auch  deshalb  vor,  weil  er 
selbst  bei  der  Veröffentlichung  der  berühmten  Galilei'schen  Dialoge  zu 
sehr  betheiligt  war.  Wir  haben  zuerst  (S.  184  unserer  Abhandlung)  darauf 
hingewiesen,  dass  cfie  Vorrede  vielleicht  auf  Urban  VIII.  zurückzuführen 
sei.  Herr  Martin  benutzt,  allerdings  ohne  uns  zu  citiren,  den  Theil  unse- 
rer Behauptung,  der  brieflich  erwiesen  ist,  dass  nämlich  Riccardh  die 
Vorrede  an  Galilei  schickte  (Martin  S.  105).  Dann  fügt  er  neu  die 
werthvolle  Bemerkung  hinzu  (S.  106),  dass  in  der  Vorrede  Anklänge  an 
einen  Brief  sich  fänden,  welchen  Galilei  1624  an  Ingoli  geschrieben 
hatte.  Aber  hat  denn  Herr  Martin  ganz  vergessen,  dass  er  selbst  (S*  ^) 
gezeigt  hat,  dass  Urban  VIII.  von  jenem  Briefe  Kenntniss  nahm,  dass  also 
unsere  Hypothese  von  dem  Ursprünge  der  Vorrede,  von  der  Ursache  der 
nachfolgenden  Ungnade  sowohl  des  Riccardi,  als  des  Giampoli  nur  noch 
mehr  Bestätigung  erhält?  Jedenfalls  schenken  wir  dieser  Auffassung  mehr 
Glauben,  als  dass  wir  Herrn  Martin  beipflichten  möchten,  wenn  er  auf 
Galilei  den  VorVurf  ladet:  „am  lieu  de  rediger  lui-m^me  cetle  preface  peu 
sincere ,  i7  eul  VhabUete  de  Vinspirer  dfahord  au  P.  Riccardi  ^  et  de  se  la  laisser 
imposer  ensuite.^^ 

Wir  könnten  noch  einige  andere  Angriffe  gegen  das  neuerschienene 
Buch  richten,  wenn  es  uns  darum  zu  thun  wäre,  ängstlich  jedes  Wort  auf- 
zusuchen, in  welchem  der  gelehrte  Verfasser  sich  geirrt  hat.  Wir  wollen  nur 
schliesslich  zwei  Unterlassungssünden  hervorheben.  Einmal  hätte  es  zur 
Vollständigkeit  des  Werkes  entschieden  beigetragen,  wenn  Herr  Martin 
den  Beweis,  dass  das  ganze  Verfahren  von  1632 — 1633  in  der  Sitte  des 
üblichen  Processes  begründet  war,  aufgenommen  hätte,  welchei 
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serer  Abhandlang  S.  187—189  hätte  finden  können,  während  kein  anderer 
Schriftsteller  diesen  Gesichtspunkt  bemerkt  hat.  Zweitens  durfte  Herr 
Martin  nicht  übersehen,  dass  allerdings  im  Saggiatore  Theologisches  vor- 
kommt, dass  nämlich  Galilei  im  50.  Gapitel  dieser  Streitschrift  an  den 
Männern  im  Feuerofen  herumdeutelt  wegen  der  Frage,  ob  eine  Flamme 
durchsichtig  sein  könne  oder  nicht. 

Aber  hiermit  wollen  wir  dieses  unangenehme  Geschäft  beendigen.  Wir 
wollen  weit  lieber  noch  einige  Punkte  hervorheben ,  welche  uns  wenigstens 
neu  und  überraschend  waren,  auch  wohl  neu  sein  dürften,  da  Herr  Mar- 
tin keinen  Vorgänger  dafür  citirt,  was  er  sonst  nur  sehr  ausnahmsweise 
und  offenbar  absichtslos  unterlässt.  Wir  rechnen  zu  dieisen  historisch  wich- 
tigen Thatsachen,  welche  wir  bei  llerrn  Martin  zum  ersten  Male  hervor- 
gehoben finden,  die  Hinterlist  des  Erzbischofs  von  Pisa^  Francesco  Bon- 
cinni  (S.  56  ügg.}^  welcher  von  Gastelli  den  Galilei 'sehen  Brief  unter 
dem  Scheine  der  Freundschaft  herauszulocken  sucht;  femer  das  ganz  ähn- 
liche Benehmen  des  P.  Grassi  gegenüber  von  Mario  Guiducci  in  der- 
selben Zeit,  wo  er  die  giftigste  Antwort  auf  den  Saggiatore  vorbereitet 
(S.  96— 97);  den  noch  ganz  unbekannten  Umstand,  dass  bereits  1616  Ga- 
lilei vor  das  Inquisitionsgericht  geladen  worden  war,  dass  also  seine  da- 
malige Reise  nach  Rom  durchaus  nicht  als  eine  freiwillige  betrachtet  werden 
darf  (S.  69).  Bezüglich  des  Processes  von  1632  lernen  wir  durch  Herrn 
Martin  (S.  117),  dass  dem  Befehle i  in  Rom  zu  erscheinen,  welcher  am 
].  October  1632  dem  Galilei  vorgelesen  wurde,  ein  Notar  und  zwei  Zeugen 
anwohnten,  aber  insgeheim,  ohne  dass  Galilei  selbst  ihre  Gegenwart 
ahnen  konnte.  Endlich  war  uns  persönlich  die  Beweisführung  interessant, 
durch  welche  Herr  Martin  aus  einer  Veröffentlichung  des  Pater  Mer- 
s  e  n  n  e  aus  dem  Jahre  1634  den  Dissens  von  drei  Richtern  bei  dem  Urtfaeils- 
spruche  über  Galilei  bestätigt  (S.  134),  welchen  wir  zuerst  bemerkt  hatten. 

Wir  können  ferner  nur  mit  aufrichtigem  Danke  von  der  ganzen  zwei- 
ten Abtheilung  des  Martin' sehen  Buches  (S.  281  —  382)  reden,  in  welcher 
der  Verfasser  in  ganz  mustergiltiger  Weise  die  Methode  des  Galilei  schil- 
dert, ihn  als  den  wahren  Erfinder  der  Inductions Wissenschaften  kennzeich- 
net, neben  welchem  die  Ansprüche  eines  Baco,  wie  eines  Cartesius 
verstummen  müssen. 

Unsere  Leser  erwarten  wohl  nach  diesen  manche  Einzelheit  berühren- 
den Erörterungen  ein  Gesammturtheil.  Wir  stehen  nicht  an ,  es  dahin  ab- 
zugeben, dass  das  Buch  von  Martin  seines  Verfassers  würdig  ist.  Wenn 
wir  auf  Ausstellungen ,  welche  wir  zu  machen  hatten,  einen  verhältuiss- 
mässig  grösseren  Raum,  als  auf  die  verdienten  Lobsprüche  verwandt  haben, 
so  mag  man  uns  dieses  aus  unserem  persönlichen  Antheile  an  den  For- 
schungen über  Galilei  zu  erklären,  vielleicht  zu  entschuldigen  erlauben; 
aber  keineswegs  wünschten  wir  in  unseren  Lesern  das  Gefühl  zu  hinter- 
lassen, als  ob  das  hier  besprochene  Werk  mehr  des  Tadcliyw^^erthen,  als  des 
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Vortrefflichen  enthalte.  Mängel  sind  vorhanden ,  das  durften  und  konnten 
wir  weniger  als  irgend  ein  Anderer  verschweigen,  wenn  wir  uns  selbst  ge- 
recht sein  wollten,  aber  Mängel,  welche  den  Tugenden  gegenüber  an  Zahl, 
wie  an  Grösse  verschwinden.  C\ntor 
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Recensionen. 

Die  Welteehöpfiing   vom   Standpunkte  der  nenen  Wisienichaft.      Von 

Spiller.  Berlin  bei  Carl  Duncker  1868.  gr.  8.  Preis  20  Ngr. 
Seit  Kant  in  seiner  „Allgemeinen  Naturgeschichte  und  Theorie  des 
Himmels'*  die  scharfsinnige  Idee  der  sogenannten  Nebel-  oder  Dunsttheorie 
nnd  einer  perpetuirlichen  Fortbildung  in  den  Himmelsräumen,  mit  an- 
deren Worten:  „der  Stern-  und  Planetenerzeugung  aus  kosmischem  Nebel*' 
niedergelegt  hat  und  diese  nach  ihm  von  Laplace  in  der  Hypothese  von 
der  Entstehung  der  Planeten  aus  kreisenden  Ringen  dunstförmiger  Stoffe 
specieller  ausgebildet  worden  ist,  ist  diese  Hypothese  .bis  jetzt  immer 
noch  als  die  beste  von  den  Naturkundigen  anerkannt  geblieben.  Wes- 
halb es  derselben  immer  noch  an  einer  Basis  gefehlt  hat,  ist  der  Um- 
stand, dass  Keine,  weder  die  Begründer  der  Theorie  noch  Spätere  auch 
nur  irgend  eins  der  vielen  damit  zusammenhängenden  Probleme  dem 
Calcül  unterzogen  haben,  wenn  man  nicht  etwa  die  Untersuchungen  über 
das  Gleichgewicht  freier  homogener  rotirender  EUipsoide  von  Maclau- 
rin^  Ivorjr,  Bamus  und  Jacobi,  über  die  Mondfiguren  von  Roche 
nnd  Vaughan,  die  analytischen  Untersuchungen  über  die  Stabilität  der 
Saturnringe  von  Laplace,  Bond  und  Peirce,  sowie  über  die  Gesetze 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  freier  kosmischer  Ringe  ohne 
Centralkörper  hierher  rechnen  will.  Ausser  der  Laplac ersehen  ist  später 
eine  Reihe  anderer  zum  Theil  sehr  wunderlicher  Hypothesen  ans  Licht 
getreten  (wie  z.  B.  die  „Blasentheorie"  von  Gether),  wodurch  den  astro- 
nomischen Wissenschaften  wenig  oder  gar  nicht  gedient  worden  ist,  weil 
sie  sämmtlich  als  reine  Phantasiegebilde  jeder  Erfahrung  und  mathema- 
tischen Begründung  ermangelnd,  nur  auf  Principien  gestützt  sind,  aus 
denen  sich  (der  Schriftsteller  braucht  nur  etwas  geistreich  zu  sein)  alle 
möglichen  Phänomene  auf  eine  sehr  plausible  Art  erklären  lassen,  ohne 
dass  auch  nur  für  einen  specielleu  Fall  mathematisch  der«  Beweis  geführt 
wird,  dass  man  für  denselben  auch  eine  physische  Möglichkeit  voraus- 
setzen,  dürfe.  oigitized  by  GoOglc 
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Zu  diesen  Theoricen  der  Welt-  und  Planetenbildung  fügt  nun  Pro- 
fessor Spiller  in  seiner  Schrift  eine  neue,  die  „Absclileuderungstheorie", 
welche  auch  an  dem  Gebrechen  leidet,  dass  ihr  Princip  mathematisch- 
physikalischen Gesetzen  widerstreitet,  weshalb  wir  uns  veranlasst  sehen, 
dieselbe  einmal  vom  mathematischen  Standpunkte  aus  zu  beleuchten, 
zumal  da  Spill  er  in  seiner  Schrift  neben  dem  keck  gewählten  Titel: 
„vom  Standpunkte  der  neuen  Wissenschaft'*  ein  altes  Dogma  angreift 
an  welches  sich  der  Name  eines  Mannes  knüpft,  welcher  in  seiner  Me- 
canique  Celeste  und  seinem  Systeme  du  monde  zwei  auf  dem  Gebiete  der 
Asti'onomie  unsterbliche  Werke  hinterlassen  hat.  Nachdem  Spill  er  die 
La  place*  sehe  Hypothese  widerlegt  zu  haben  meint,  fahrt  er  fort, 
die  Weltbildungsprocesse  und  ihre  Resultate  zu  demonstriren ,  wie  man 
ein  anderes  physikalisches  oder  chemisches  Experiment  erklärt;  dabei 
werden  aber  die  wichtigeren  Thatsachen  übergangen,  wahrscheinlich  weil 
hier  das  Princip  seinen  Dienst  versagt.  Ich  führe  hier  nur  beispielsweise 
das  merkwürdige  Gesetz  an,  dass  die  Rotation  aller  Planeten  und  die 
Revolution  der  Monde  in  demselben  Sinne  erfolgt,  wie  die  Revolution 
der  Planeten  und  der  Sonne.  Dies  erklärt  Spiller  nicht.  Nach  seiner 
Abschleuderungstheorie,  die  zur  Bildung  eines  jüngeren  Planeten  immer 
die  Annäherung  zweier  älterer  Himmelskörper  an  einander  erfordei't, 
kann  ebenso  gut  die  Rotation  um  seine  Axe  eine  rückläufige  werden. 
Ein  auf  die  L« place* sehe  Ringhypothese  gegründeter  Calcul  erklärt 
dies  Gesetz  sehr  einfach.  Die  Ringe  nämlich  haben  wegen  der  durch 
gegenseitige  Störung  und  Reibung  allmälig  eintretenden  gleichen  Winkel- 
geschwindigkeit aller  Massentheilchen  an  ihrer  äusseren  Periphene  eine 
grössere  Geschwindigkeit  in  der  Bahn,  als  an  ihrem  inneren,  dem  Central- 
körper  zugewendeten  Rande.  Wenn  sich  nun  ein  Ring  durch  Theilung 
auflöste,  musste  sich  bei  einem  dichteren  und  weniger  ausgedehnten 
Ringe  eine,  bei  einem  lockeren  und  zugleich  weit  ausgedehnten  Ringe 
mehrere  ellipsoidische  Gleichgewichtsfiguren  bilden,  deren  innere,  dem 
Centralkörper  zugewendete  Seite  eine  in  Beziehung  auf  ihren  Massen- 
mittelpunkt rückläufige  Bewegung  erhielt.  Dasselbe  musste  bei  den  von 
der  Hauptmasse  abgelösten  oder  auch  bei  der  Zerstörung  des  Gleichge- 
wichts des  Ringes  abgerissenen  Satelliten  der  Fall  sein,  —  sie  mussten 
ihre  Revolution  und  Rotation  in  dem  Sinne  der  Revolution  und  Rota- 
tion der  Planeten  vollenden,  was  in  der  That  bei  allen  der  Fall  ist,  und 
zwar  mit  grösserer  oder  geringerer  Axenneigung  gegen  die  Ekliptik,  je 
nachdem  die  noch  theilweise  fortdauernde  Strömung  der  flüssigen  und 
luftförmigen  Massen  auf  der  Nord-  oder  Südseite  des  Ringes  durch  Tem- 
peratur- und  Attractionsverhältnisse  modificirt,  eine  mehr  oder  weniger 
gleich  starke  war.  Durch  analytischen  Calcul  sind  wir  im  Stande ^  mit- 
telst des  Princips  von  der  Erhaltung  der  Summe  der  Winkelflächen  aus 
der  bekannten  Bewegung  des  zerstörten  Körpers,  Axenlage,  Abplattung 


Literaturzeitung.  63 

und  Umdreliungsgescliwindigkeit  der  neuen  Gleicbgewichtsfigur  zu  be- 
rechnen, und  ebenso  umgekehrt  aus  der  neuen  Figur  die  alte.  Dies 
Eine  wenigstens  zur  Vertheidigung  der  Laplac ersehen  Hypothese.  Wir 
wollen  nun  aber  einige  Punkte  der  Spiller'schen  Theorie  selbst  be- 
leuchten. Das  Einzige,  worin  wir  mit  Professor  Spill  er  gewiss  schon 
längst  übereinstimmten,  ist  die  Thatsache,  dass  die  rotirende  Bewegung 
der  chaotischen  Dunstkugel  nicht  durch  seitlichen  (excentrischen)  Stoss, 
sondern  durch  die  Verhältnisse  der  Gravitation,  Attraction  und  Abküh- 
lung oder  Erwärmung  hauptsächlich  veranlasst  worden  ist.  Ich  wage 
nicht  darüber  zu  entscheiden;  ob  Kant  an  einen  momentanen  und  lo- 
calen  primitiven  Stoss  oder  an  einen  Willensact  des  Schöpfers  gedacht 
hat.  Nun  aber  stellt  Spill  er  unter  Anderem  folgende  Behauptungen  auf: 
1.  „Eine  Folge  der  durch  Abkühlung  und  Gravitation  bewirkten 
Condensation  der  chaotischen  Dunstkugel  war  die  Vergrösserung  der 
Abplattung^  d.  h.  der  Durchmesser  des. Aequators  wuchs,  während  die 
Drehungsaxe  abnahm.^^  Wäre  dieser  Zusatz  vermieden  worden,  so  würde 
zu  dem  Hauptsatze  nichts  zu  bemerken  gewesen  sein.  Dieser  aber  ist 
ein  Resultat,  welches  nicht  von  Jedem  eingesehen,  sondern  nur  auf  ana- 
lytischem Wege  gewonnen  wird.  Wenn  Professor  Spill  er  dies  nicht 
hat,  sondern  es  blos  vermuthet,  so  wollen  wir  es  für  ihn  beweisen.  Für 
das  Rotationsellipsoid  ist  die  Summe  der  Momente  der  Bewegungsquan- 
tität (Energie)  gleich: 

worin  a>  die  Winkelgeschwindigkeit,  M  die  Masse,  q  die  Dichtigkeit  und 
^  1  -f*  ^*  d&fi  Axenverhältniss  bezeichnen.  Für  eine  constante  Masse  und 
Energie  ist  also 

oder 

und  wenn  man  ci>^  =  27tfQv  setzt,  wo  /  die  Gravitationsconstante  bedeu- 
tet, V  das  Rotationsmoment, 

Da  die  Grenze  der  Expansion  durch  ^  =  0,  die  der  Condensation  durch 
p  =  00  bestimmt  ist,  so  ist  für  den  ersten  Fall  die  Winkelgeschwindigkeit 
CO  des  Sphäroides  gleich  Null  und  wegen  der  Gleichgewichtsbedingung 


•)  Vgl.  Neue  Untersachungen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten  im  Zustande 
des  Gleichgewichts.     Kieler  Universitätsschriften  von  1859—60  pag.  42.  )OqIc 
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——^^arcianX  =  0*) 

auch  A  gleich  Null,  mitbin  die  Kugel  die  Grenzfigur  der  Expansion.  Bei 
starker  Expansion  ist 

also 

für  den  zweiten  Fall  ist  v  nicht  oo  ,  da  v  nach  d^r  sehr  genauen  Be- 
rechnung von  Ramus**)  ein  Maximum  0,2246657  erreicht  und  dann  wie- 
der bis  Null  abnimmt,  sondern  es  wird  ]/  I  +  A*  gleich  oo  .  Die  Grenz- 
figur der  Condensation,  wenn  diese  mit  dem  flüssigen  Aggregatzustande 
vereinbar  wäre,  ist  also  der  Discus,  eine  unendlich  dünne  Linse  und 
zwar  von'  endlich  grossem  Aequatorialdurchmesser.  Es  wird  demgemäss 
bei  zunehmender  Dichtigkeit  die  Abplattung  in  der  That  wachsen  Dabei 
verhalten  sich  bei  geringer  Dichtigkeit  die  Guben  der  Winkelge- 
schwindigkeiten wie  die  Quadrate  der  Dichtigkeiten 

0)»  :  cö,'  =  p* :  p,'. 
Ferner  folgt  aus  a)*  =  27r/'(>v,  dass  bei  gleichen  Rotationsmomenten  v  (es 
giebt  defen  immer  zwei)  die  Quadrate  der  Winkelgeschwindig- 
keiten   sich   direct  wie    die   Condensationen   verhalten;    also 

CO* :  Ol'  =  p  :  Qi. 
Demgemäss  muss  also  bei  zunehmender  Dichtigkeit  der  Dunstkugel  sich 
die  Rotationsgeschwindigkeit  immer  mehr  vergrössern ;  indess  keineswegs 
*  bis  ins  Unendliche.     Es  ist  nämlich  an  der  Grenze  (>  =  oo  . 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  wird  zuletzt  constant  und  erreicht  ein 
Maximum,  die  Umdrehungszeit  ein  Minimum,  welches  bei  dem  Erdball 
ungefähr  den  440000'**"  Theil  seiner  Tageslänge  betragen  würde.  Da 
sich  ferner  aus  der  Theorie  der  Gleichgewichtsellipsoide  die  Relation 

a> :  Ol  =  ^t*  •  ^* 
ergiebt,  so  würde  an  jener  Grenze  der  Condensation  der  Aequatorial- 
durchmesser noch  ungefähr  2,6  geogr.  Meilen  betragen ;  die  Polaraze  at)er 
gleich  Null  geworden  sein.  Wenn  nun  aber  trotzdem  von  Spiller,  der 
in  der  gedachten  Vergrösserung  der  Rotationsgeschwindigkeit  der  „Mntter- 
duns^ugel"  die  Hauptursache  der  Bildung  junger  Planeten  und  Trabanten 
suchen  zu  müssen  glaubt, 

2.    behauptet    wird ,    dass    „  bei    zunehmender    Rotationsgeschwiu- 
digkeit    die  Aequatorialaxe  wuchs  und  endlich   die   Centrifugalkraft   die 


*)  Vgl.  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik  von  Duhamel.  Deutsch  voa  Dr. 
0.  Scblömilch.  Bd.  II,  p.  192. 

••)  Om  de  ellipsoidiske  Ligevaegt«  figurer  af  flydende  masser.  Kong.  Dansk. 
yidenskab.  SeUkabs  Afbandl.  Kjöbenhavn  1846,  XI,  111— IS^^ed  by  GoOqIc 
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die  Centripetalkrafb  überwog^S  so  ist  beides  total  falsch.  Spill  er  scheint 
überhaupt  der  Meinung  zu  sein,  dass  mit  einer  zunehmenden  Rotations- 
geschwiudigkeit  auch  stets  eine  VergiösseruDg  der  Abplattung  verbunden 
sei.  Dies  ist  bei  den  Ellipsoiden,  deren  Axenverhaitniss  den  Werth 
2,7198  übersteigt,  gerade  umgekehrt,  und  ferner:  beide  Axen  werden  kür- 
zer und  die  Fallgeschwindigkeit  am  Aequator  nimmt  rasch  zu  statt  ab- 
zunehmen, wie  wir  an  einem  einfachen  Zahlenbeispiele  beweisen  wollen. 
Für  das  Erdsphäroid  ist  bekanntlich  6  :  a  =  301  :  300 ;  für  ein  homogenes 
würde  ^:a  =  231:230  sein.  Dasselbe  möge  sich  auf  das  8 fache  seiner 
Dichtigkeit  condensiren,  so  ist  die  constante  Masse 

und 


also 


Femer 


6' :a*=:  1,0067. 


Va«:ft«a^»  =  1,0066:1, 
Vflr-**a  =  0,1250:  1, 
«»  :  ö,»  ==  8,0550 ;  a  :  a,  =  2,0046; 
6:6,  =  1,9989, 
6  :  a  =  ^T+T»  =  1,0033;    6,  :  a^  =  }/i  +  Aj*  =  1,0067. 
Hieraus  folgt,  dass  sich  der  Polarhalbmesser  um  mehr,    der  Aequa- 
torialhalbmesser  um   etwas  weniger  als  die  Hälfte  verkürzt  hat.     Dies 
Resultat  ergiebt  sich  noch  einfacher  aus  der  Relation 

Betrug  nun  weiter  vorher  die  Gravitation  am  Aequator  9"8J 33,  die  Schwung- 
kraft daselbst  0^0339,  so  beträgt  jetzt  die  Gravitation  nahezu  39°*,  die 
Schwungkraft  aber  nur  0^2712.     Wie  oben  gezeigt,  ist  nahezu 

a)":wi»  =  ^':^,»=l  :64, 
also 

*/— 
G),  =5  CO  J'  64  =  4  0», 

Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  also  nach  der  Condensation  die  vier- 
fache der  früheren  und  die  Erde  würde  sich  statt  in  24  Stunden  schon 
in  6  Stunden  einmal  um  ihre  Axe  drehen.  Bezeichnen  k  und  Atj  die 
Schwungkräfte  am  Aequator,  so  ist 

k:k^  =  (o'r  :  a),'r,  =  1:8. 

Hieraus  folgt  denn  nun  (wahrscheinlich  zum  grössten  Schrecken  des 
Herrn  Prof.  Spill  er),  dass  die  Zunahme  der  Schwerkraft  (Fallgeschwin- 
digkeit) am  Aequator  sich  trotz  der  Zunahme  der  Schwungkraft  fast  auf 
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das  Vierfache  gesteigert  bat,  also  nun  an  seine  „Abschleuderung^'  erst 
recht  nicht  zu  denken  ist.  Wir  bemerken  nur  beiläufig,  dass  aus  der 
Theorie  des  Gleichgewichts  der  Ellipsoide  überhaupt  folgt,  dass  die  Fall- 
geschwindigkeit am  Aequator  bei  zunehmender  Condensation  ein  Maxi- 
mum erreicht  bei  |/l+  A'  =  7,07 ,  dass  die  Schwungkraft  die  Gravitation 
niemals  tiberwinden  kann',  sondern  ihr  nur  an  den  beiden  Grenzen  der 
Dilatation  der  Stoffe  gleich  wird.  Der  Beweis  würde  hier  zu  weit  führen. 
Trotz  dieser  Thatsachen  ist  nach  Spiller 

3.  der  Hauptgrund  für  die  Entstehung  und  Absonderung  der  Planeten  die 
Abplattung  der  Mutterdunstkugel  und  die  Vermehrung  ihrer  Drehungsge- 
schwindigkeit biszumUeberwiegen(!)  der  Fliehkraft  über  die  Centralkraftam 
Aequator.  Da  Prof.  Spiller  aber  doch  selbst  einen  geringen  Zweifel  an  der 
glücklichen  Entbindung  der  Mutterkugel  hegt,  so  lässt  er  einen  anderen 
in  der  Nähe  (?)  befindlichen  Weltkörper  als  Hebamme  fungiren  und  die 
nähere  Veranlassung  zur  Abschleuderung  oder  Geburt  durch  Erregung 
einer  Fluthwelle  geben.  Ein  Berichterstatter  des  „Ausland"  Nr.  2*  nennt 
dies  „geniale"  Gedanken  und  Herrn  Prof.  Spiller  einen  „neuen  grossen 
Eroberer  im  Dienste  des  jnenschlichen  Geistes**. 

In  gleich  unkritischer  Weise  verfährt  S  p  i  1 1  e  r  in  dem  übrigen  Theile 
seiner  "Schrift.     Falsch  wie  die  vorigen  sind  folgende  Sätze: 

4.  Nach  jeder  Abschleuderung  musste  der  Centralkörper  sich  etwas 
langsamer  bewegen.  Dies  ist  doch  etwas  zu  menschlich  gedacht  und  tritt 
in  Widerspruch  mit  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Summe  der  Be- 
wegungsquantität; denn  es  kommt  vorzugsweise  darauf  an,  von  woher 
die  Fluthwelle  ihren  Ursprung  nimmt,  ob  sie  von  den  Polen  zuströmt, 
oder  ob  sie  mit  einer  compacteren  Masse  vom  Aequator  losgerissen  wird.  In 
letzterem  Falle  kann  die  Botationsgeschwindigkeit  abnehmen,  im  anderen 
aber  auch  wachsen. 

5.  „Der  Schwerpunkt  des  Mondes  ist  weiter  von  der  Erde  entfernt, 
als  sein  geometrischer  Mittelpunkt";  es  ist  gerade  umgekehrt  —  oder  will 
Prof.  Spiller  den  Comoten  eine  Gesetzwidrigkeit  zum  Vorwurf  machen? 
sonst  muss  er  uns  doch  erklären,  warum  ihr  Kopf  und  nicht  der  Schweif 
der  Sonne  zugewendet  ist.  Aus  der  Theorie  des  Gleichgewichts  der 
Flüssigkeiten  folgt  aber,  dass  der  Massenmittelpunkt  eines  frei  schweben- 
den Sphäroides  stets  der  Ort  des  grössten  hydrostatischen  Druckes  ist. 
Bekanntlich  ferner  ist  es  die  grosse  Nähe  der  Monde,  welche  nach  Koche 
die  verlängerten  Ellipsoide  erzeugt,  deren  grösste  Axe*  gegen  den  Pla- 
neten gerichtet  ist.  Der  Theorie  der  Saturnringe  ist  Prof.  Spill  er 
ebenfalls  unkundig.  Es  liegen  die  Saturnringe  grösstentheils  ausserhalb 
der  Grenze  der  Stabilität  sphäroidischer  Gleichgcwichtsfiguren  —  darum 
konnten  in  diesem  Abstände  vom  Saturn  keine  Monde  existiren,  d.  h. 
keine  Sphäroide  gebildet  werden,    wenn  auch  die  Masse  den  Kepler- 
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sehen  Gesetzen  folgte,  aber  oline  statischen  Zusammenhang  —  ein  Mc- 
teoritenschwarm  oder  eine  im  ewigen  Flusse  verharrende  flüssige  oder 
luftförmige  Masse.  Spiller  findet  aber  leicht  eine  Erklärung  ihrer  Ent- 
stehung: die  „Zähigkeit*'  der  Saturnmasse  ist  daran  schuld,  und  doch 
ist  der  Saturn  der  am  wenigsten  dichte  von  allen  Planeten;  seine  Dich 
tigkeit  ist  nur  V4  von  der  des  Wassers.  Behauptet  Spiller:  die  Sa- 
turnmasse ist  von  Pech,  also  zähe;  so  sagen  wir:  sie  ist  von  Petroleum, 
also  flüchtig. 

Und  nun  noch  Eins:    Prof.  Spill  er  führt 

6.  auch  das  bekannte  Beispiel  wieder  an,  dass  bei  unserer  Erde  am 
Aequator  die  Fliehkraft  der  Centripetalkraft  gleich  werde,  wenn  sie  17  Mal 
schneller  um  ihre  Axe  rotire,  ohne  aber  die  Ursache  der  Beschleunigung 
anzugeben.  Nun  kann  diese  Beschleunigung  nur  durch  zwei  Ursachen 
herbeigefUhrt  werden,  entweder  durch  einen  excentrischen  Impuls,  d.  i. 
durch  eine  Vermehrung  der  Energie,  oder  durch  Condensation  der  Masse. 
Es  folgt  nun  aber  aus  der  Theorie  der  Gleichgewichtsfiguren,  dass  bei 
der  Annahme  einer  constauten  Dichtigkeit  und  der  wachsenden  Energie 
einer  Flüssigkeitsmasse,  als  welches  wir  denn  doch  das  Erdsphäroid  im 
Grossen  und  Ganzen  anzusehen  haben,  das  gedachte  Phänomen  nie  ein- 
treten kann,  sondern  dass  das  Sphäroid  sich  immer  mehr  abplattet  und 
die  Rotation  bei  v  =  0,2246057  ihr  Maximum  und  zwar  fast  genau  nur 
das  Zehnfache  der  wirklichen  erreichen  kann,  worauf  sie  wieder  trotz 
jedes  beliebigen  Impulses  mehr  und  mehr  abnehmen  würde.  Die  Centri- 
petalkraft bleibt  aber  so  lange  grösser,  als  die  Centrifugalkraft,  als  A  nicht 
gleich  00  ist.  Bei  der  Annahme  einer  constauten  Energie  und  einer  wach- 
senden Dichtigkeit  durch  Abkühlung  oder  Druck  kann  die  Kotationsge- 
sch windigkeit  des  Erdsphärbids  auf  das  440000 fache  des  jetzigen  gebracht 
werden,  ohne  aber  dass  die  Fallgeschwindigkeit  gleich  Null  oder  gar 
negativ  werden  könnte. 

Endlich  widerspricht  die  wunderliche  Annahme,  die  ja  nicht  mehr 
neu  ist,  nämlich,  dass  die  Erde  „bohr*  sei,  allen  hydrostatischen  Gesetzen, 
und  erinnert  an  die  G etherische  Blasen theorie.  Die  Gesetze  des  hydro- 
statischen Gleichgewichts  hohler  Sphäroide  sind  bereits  von  mehreren 
Physikern  dem  Calcul  unterbreitet  worden,  um  hierüber  weiter  Worte  zu 
verlieren.  Wenn  eine  Theorie  wie  die  Spill er'sche  auf  so  unsicherer 
Basis  beruht  und  ganz  specifisch  ein  Product  der  Phantasie  ist,  entblösst 
von  Anschauung,  Erfahrung  und  analytischem  Calcul,  so  thun  wir  doch 
wohl  besser,  bei  der  alten  Hypothese  zu  bleiben,  bis  Jemand  eine  neue, 
aber  mathematisch  begründete  aufstellt. 

Ludwig  Matthiessen. 
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Bibliotheca  historico-naluralis,  physico-chemica  et  mathematica. 

Herausgeg.  von  H.  Guthe.    18.  Jahrg.    1.  Heft,  Januar  bis  Juli  1808. 

Göttingen,  Vandenhoeck  &  Ruprecht.  7  Ngr. 

Keine  Mathematik. 
Serret,  J.  A.,  Handbuch  der  höheren  Algebra.  Deutsch  bearb.  von 

G.  Wertheim,   2.  Bd.   Leipzig,  Teubner.  2%  Thlr. 

Baltzer,  R.,  Die  Elemente  der  Mathematik.    1.  Bd.  Arithmetik  und 

Algebra.   3.  Aufl.  Leipzig,  Hirzel.  1%  Thlr. 

SoLiN;  J.  M.,  Ueber  die  Normalen  fläche  zum  dreiachsigen  Ellip- 

soide  längi^  einer  Ellipse  des  Hauptsystems.  Prag,  Calve. 

%Thlr. 
Binder,  Das  Malfatti'sche  Problem.   Tübingen,  Fues.  %  Thlr. 

Lange,  Aufgaben  aus  der  Elementargeometrie.   2.  Heft.   Berlin, 

Stilke  &  van  Muyden.  %  Thlr. 

Spieker,  Th.,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.   3.  Aufl.   Potsdam, 

Riegel.  %  Thlr. 

Nagel,  Ch.  H.,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.    12.  Aufl.   Ulm, 

Wohler.  %  Thlr- 

Focke,  M.,  und  M.  Krass,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  höhere 

Lehranstalten.  1.  Tbl.  Planimetrie.  Münster,  Coppenrath.  7« Thlr. 
Kamblt,  L.,  Die  Elementarmathematik.    1.  Tbl.  Arithmetik.  2.  Tbl. 

Planimetrie.    10.  u.  18.  Aufl.    Breslau,  Hirt.  k  12^4  Ngr. 

Baomann,  J.,  Die  Lehren  von  Raum,  Zeit  und  Mathematik  in  der 

neueren  Philosophie.   1.  Bd.   Berlin,  G.  Reimer.  2%  Thlr. 

Angewandte  Mathematik. 
Breyhann,  C,  Sammlung  geodätischer  Aufgaben.     Wien,  Brau- 

müller.  24  Ngr, 

Rohr,  R.,  Tafeln  zur  Berechnung  relativer  Höhen.  Bern,  Jent  & 

Reinert.  2  Thlr. 

Anleitjang  zur  Einrichtung  und  zum  Gebrauche  des  Polarpla- 

nimeters,  insbesondere  bei  Anwendung  desMetermaasses. 

Berlin,  Geh.  Oberhofbuchdruckerei.  2^k  Ngr. 

Hänel,  V.,  Zur  Theorie  der  Tonnengewölbe.  l'übingen^Fues.  9Ngr. 
LiGOWSKi,  W.,  Taschenbuch  der  Mechanik  (Phoronomie,  Statik,  Dy- 
namik).   Berlin,  Ernst  &  Korn.  %  Thlr. 
Evers ,  A.,  a;}(/ J.  Merrifield  ,  Navigation  and  nauticat  astronomy. 

London,  Longmans,  14  eh. 

Physik. 
Dehms,  f.,  Ueber  eineReproduction  der  Siemens'schen  Wider- 
standseinheit.  Berlin,  Ernst  &  Korn.  %  Thlr. 
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A. 

Akaitik. 
Vergl.  Wärmelehre  417. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 
193.  Ueber  einige  Curven  höheren  Grades.   Hochheim.   Gran.  Archiv  iL  VII,  121. 

191.  Ona  property  of  curves  nhich  ftdfil  the  condüion  — ?  4.  — ?  =  0.   Rank  ine.    PhiU 

d  x'       d  y» 
Mag,  XXXIF,  65. 

195.  Die  vier  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  analytisch  behandelt.    Metzler. 

Grün.  Archiv  XLVll,  243. 

196.  Lieu   engendre  au  moyen  de  deux  circonfirences.    Kaker  Bey.    N.  ann.  math, 

XXri,  515. 

197.  /?wcitf*ionrfcte  WMr6<?13y=p(25x— 12x«).   Welsch.  N,  ann.  math.  XXFl.Zll. 

Vergl.  Bipolarcoordinaten.  (Brennpunkte.     Ellipse.    Hyperbel.  Kegelschnitte. 
Parabel. 

Analytisehe  Geometrie  des  Banmes. 

198.  Grundzüge    von  Plücker's    neuer  Baumgeometrie.     Dronke.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XII,  481. 
190.  SuHe  teoria  delie  coordinate  cvrvUinee»   Brioschi,   Annali  mal,  Ser.ll,  I,  1. 

200.  Sulla  coot-dinate  curvilinee  d'una  superfide  e  dello  spazio.  -Codazzi,   Annali  mat, 

Ser,  II,  /,  293. 

201.  De  la  courbure  inclinie  d'un  Systeme  de  lignes  coordonnies  et  du  röle  de  cette  courbure 

dans    la     thiorie  des  lignes  Iracies  sur  une  surface,     Aoust,     Compi.  rend. 
LXy,  814. 

202.  Bemerkungen  über  Raumcurven.     Enneper.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XII,  510. 

203.  Die  Winkel  zweier  Ebenen  auszudrücken  durch  ihre  Parameter  auf  drei  schief- 

winkligen Axen. '  Junghan  n.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XII,  350. 

204.  On  dortne  un  cylindre  droit,  une  hilice  trade  sur  ce  cylindre  ei  vne  sphere  inscrite. 

Une  droite  horizontale  se  meut  en  s'appuyanl  sur  thilice  et  reste  tangente  ä  ta 
sphere  insnnte  studier  la  surface  engendröe  par  la  droite.    Lepage.    N,  ann. 
math.  XXVI,  504. 
Vergl.  Ellipso'id.     Oberflächen.     Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Astronomie. 

205.  Sur  lesorbites  des  cometes.    Loeny,     Compt,  rend.  LXV,  458. 

200.  On  the  chatige  that  wouldbe  superinduced  upon  an  Elliptic  Orbit  if  the  intensity  of  the 
force  of  gruvily  wcre  inffuenced  by  the  centrfpetal  velocity  of  the  Orbital  Body, 
Waterston.    Phil.  Mag.  XXXIF,  55. 

2O7.  Zur  Entwicklung  der  Störungsfunction.     Gylden.     As tr.  Nachr.  L^X,  15L 
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208.  Sur  Vaccdliration  s^aiian'e  du  mouvemeni  de   la  Lune,    Puiseux,     Campt,  rend. 

LXIV,  118. 

209.  Lois  de  tinsoialion.     Lambert.     Compt.  rend*  LXiy,  156. 

Vergl.  Optik. 

Attracticn. 

210.  Geometrischer  Ort  aller  der  Punkte,  welche  von  einem  Ellipsoide  gleich  stark 

angezogen  werden.     S.  Spitzer.    Grün.  Archiv  XLYII,  82. 
Vergl.  Geodäsie  250.    Potential. 


Bemovlli'sehe  Zahlen. 

211.  Diveloppement  des  sei'ies  ä  lei-mes  altematioement  posHifs  et  nigaixfi  ä  Vaide  des 

nombres  de  BetmouUL    Thoman.  Campt,  rend,  LXlFy  Ö55. 

Bestimmte  Integrale. 

212.  On  the  convei'sion of  Integrals.    Cookie.   Phil.  Mag.  XXXIlI.Jb^l;  XXXIf^,  44i. 

213.  SuUe  retazioni  tra  diversi  integrali  definiti  che  giovano  ad  esprimere  la  soluzione  gene- 

rale della  equaiione  di  Riccati.   Schlaefli    Annali  mat.  Ser.  II,  /,  232. 

214.  Znr  Theorie  der  hestimmten  Integrale  und  der  Gammafunctionen.   Matthies- 

sen.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XII,  302. 
/*x»»dx 

215.  Svr  Vintigrale   /  ,.  //er mite.  Annali  mat.  Ser.  II,  I,  155. 

216.  Sur  lUnt^grale  double  /T(ö  -  »'"  6)  dx  dy.    Crofton.   Compt.  rend.  LXy,  094. 

Vergl.  Reihen  399. 

Bipolarcoordinaten. 

217.  Einfache  Construction  derBerührungslinic  an  die  Lemuiscate.  Can  tor.  Zeitschr. 

Math.  Phyß.  XII,  428.     [Vergl.  No.  23.] 

218.  Ueber  orthogonale  Trajectorien  in  bipolaren  Coordiuaten.  Baur.  Zeitschr.  Math. 

Phys.  XII,  430.    [Vergl.  No.  2:i] 

Biqnadratisehe  Beste. 

219.  Memoire  8ur  la  ihiorie  des  rfsidus  biquadraliques.    Emile  Mathieu,    Joum.  mathewu 

XXXII,  377.  —  Cowpt.  rend.  LXff^,  568. 

Broiinpimkte.  * 

220.  Lieu  des  foyers  des  coniques  inscriles  dans  im  paralUlogreanme  donni.    Lippmann. 

N.  ann.  maih.  XXVI  456. 

221.  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  ä  qttatre  droites  donnies.    Lippmann.     iV. 

atin.  math.  XXVI,  496. 

€. 
CapUlariUt. 

222.  Sur  Vicoidement  des  liquides  dans  les  tubes  capillairts.     Boussinesq.    Compt.  rend. 

LXV,  46. 

Combinatorik. 

223.  On  inverse  orthogonal  matrices.     Sylvester.     Phil.  Mag.  XXXIV,  461. 

Cnbatnr. 

224.  Sur  lesvoltmes  trapizoüdaux.     Giard.     N,  ann.  math.  XXVI,  408. 

Vergl.  Nautik.     Tetraeder  412. 

Cycloide. 

225.  Venveloppe  des  droites  voupant  une  cycloide  sous  un  angle  conslant  est  une  cyehide 

igale,    Houquet.     H,  ann.  math.  X XVI,  380* 

Digitized  by  VjOOQIC 


Literatarzeitung.  71 


Betermimuiten. 
Vergl.  GleicliUDgeu  279.     Stürmische  Functionen. 

Detenninaaten  in  goometrisclier  Anwendimg. 

226.  Coniques  circonseriles  ä  un  triongle  de  moniere  ä  ce  que  les  normales  aux  trois  som- 

mets  passeni  par  un  inetne point,     Lefebure  &  Miniscloux.     iV.  arm.  math, 

227.  Demonstration  nouveUe  du  iheorhne  de  Mr,  Casty  par  rapport  aux  cercles  qui  touchent 

ä  trois  cercles  donn^s.     Cayley.     Annali  mat,  Ser.  11^  i,  132. 
V28.  Kinleitiing   in    die   Theorie    der   cubischen   Kegelschnitte.     C.   A.   v.   Drach. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XU,  Supplement  73. 
220.  Uüber  die  4-  und  5piiuktige  Berührung  einer  Geraden  mit  einer  algebraischen 

Flache.     G  o  r  d an.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XII,  495. 

DifferentialgleichimgeiL. 

230.  Beweis    eines     die    Pfaff^sche    Integrationsmothode    betreffenden     Lehrsatzes. 

Zajaczkowski.     Grün.  Archiv  XL VII,  lOÖ. 

231.  Integration  einer  Differentialgleichung,  welche  durch  sUmmtliche  Differeutial- 

quotienten  der  abhängig  Veränderlichen  mit  coustanten  Factoren  gleich 
dem  a?  fachen  eines  Differentialquotienten  sich  bildet.  S.Spitzer.  Grün. 
Archiv  XLVII,   110. 

232.  Ueber    die  Integration   der  linearen  Differentialgleichungen  nter  Ordnung  mit 

Constanten  Coefiicienten.      Tychseu.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XII,  507. 

233.  bitigration  de  riquation  (y-fz)  r — \-('l+jl)  —  =x  +  y.     Gigon,     N,  ann,  math. 

•^'dx^^dy 
XXyi,  398. 

234.  Integration  des  equations  simuUandes  ^  ^vl  y—v  z=zOj  j-  -{-v  y  +  VL  z  =  0,  u  et  v 

etant  des  fonctions  donnees  de  x.  Gigon.  N,  mm.  math.  XXVI,  551.  —  Pipin 
ibid.  553. 

235.  Integration  d'un  Systeme  d*equations  diff6rentieUes  simultanies  en  nombre  quelconque 

de  Premier  oi'dre  Unfaires  et  circufairement  symetriques  par  rapport  ä  toutes  les 
variables  dipendantes,     Gigon,     N.  ann.  math,  XXVI,  4J[>0. 
Vergl.  analytische  Geometrie  der  Ebene  194.     Bestimmte  Integrale  213. 

BüferentialqnotieiLteiL. 

236.  Ueber  „begrenzte^' Derivationen  und  deren  Anwendung.  Grünwald.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XU,  441. 

Eleotrodynaxnik. 

237.  A  amlribulion  to  electrodynamics.     Riemann.     Phil.  Mag.  XXXI y,ZGS. 

238.  On  the  mechauical  theory  of  the  etectiHcal  citrrenl.     Ger  lach,    Phil.  Mag.  XXXIV, 

382. 

239.  On  the  identity  of  the  vibrations  of  liyht  ivith  eleclrical  cttrrents.     Lorenz,    Phil, 

Mag.  XXXir,  '^87. 

240.  Ueber  die  Verwendung  einer  gemeinschaftlichen  Batterie  für  vielfache  Schlies- 

sungskreise.     M  il  i tz  e  r.     Wien.  Akad.-Ber.  LIV,  352. 

EUipse. 

241.  Den  Durchschnittspunkt  zweier  Bcrührungalinien  der  Ellipse  zu  finden.    Grü- 

ner t.     Grün.  .Archiv  XLVII,  227. 

242.  Ueber  einen  Satz  von  dem  der  Ellipse  eingeschriebenen  Dreiecke.   Grnnert. 

Grün.  Archiv  XLVII,  462. 

243.  Geometrischer  Ort  des  Punktes,  von  welchem  zwei  Berührungslinien  mit  gleich 

grosser  Berühnmgsschne  an  die  Ellipse  gezogen  werden.  Grunert, 
ürun.  Archiv  XLVII,  477.  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


72  Literatarzeitung. 


244.  Ueber  einige  Sätze  von  der  Ellipse.     Grunert.     Gran.  Archiv  XLVII,  4S0. 

245.  Star  des  parallelogt'ammes  inscrits  dais  wie  ellipse.     Annequink  Morel,     N.  mm. 

math,  XXVI,  420. 

246.  Lei  cercles  circonscrits  anx  differents  triangles  sSriä -  regulier s  inscriis  dans  une  el- 

lipse  ont  pour  cenlre  radical  conunun  le  cenh^e  de  cette  elüpse.     Pellet    H.  a>m. 
math,  XXVI,  466. 
Yergl.  Rectification  892. 

EUipioid. 

247.  Cones  de  rivolulion  dont  le  sommet  est  un  point  de  la  mrface  d^un  ellipeotde  et  les  di- 

rectrices  les  sections  du  meine  eUipsoide  aoec  des  plans  passant  par  une  droite 
donnie.  Ellie.  N,  arm.  math.  XXyi,  457.  ~  Welsch  ibid.  459.  —  Du- 
vivier  ibid.  462. 

248.  Ueber    eine    das   EUipsoid   betreffende    Aufgabe.     Grunert.     Grün.  Archiv 

XLVII,  204. 
Yergl.  Attraction.     Normalen.     Wärmelehre  420. 

Elliptitelie  TraiiBceiidniteiL. 

249.  Sur  les  formtdes  d^addition  des  fonctions  eUiptiques,    BJörling.    Gmn.  Archiv 

XLVII,  399. 

250.  Sur  la  transformation   cubique  d'iMe  fbnction  elliptique.     Cayley.     Compt.  rend. 

LXIV,  560. 

F. 

Faetoronfolge. 

251.  Somnie  des  n  premers  produits  de  p  nombres  entiers  consicutifs.    Laisant,   N,  ann. 

mdth.  XXFI,  366. 

• 

FnnotioneiL. 

252.  Bestimmung   der  symmetrischen  Function  (x^  +  ar,»  )  (a?o*  +  a?,»  )  («o*  +  a^s*) 

.,..(a?*_  +a?*_j)  der  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  m*«  Grade.  Mat- 
t  hl  es  Ten.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XII,  322. 

X»  X* 

253.  Des  fonctions  fpi^)-£j—r — 75— :«' 9i  (x)  =  ^7— 5 7^ — TTx«  Grossou^re. 

N.  ann.  math,  XXVI,  374. 

254.  Propri4tis  de  la  fonction  Xb  donnie  par  V^quation  Xa  =  (p-|-  Kp*Tqxn-i)*  ajoutani 

que  p  ei  q  soni  positifs  et  x,  =^p.     Berquet  &  Jouffrey.    N.  ann.  math, 
XXVI,  323. 
Vergl.  Elliptische  Transcendenten.     Factorenfolge.     Gammafunctionen.    Ho- 
mogene Functionen.    Kugelfnnctionen.    Laplacc^sche  Functionen.     Lo- 
garithmen.    Stürmische  Functionen. 

Ganunaftuictioiien. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  214. 

Oeodftslo. 

255.  On  the  figiire  of  the    earth  as  obtained  from  geodetic  data.     Pratt.     l'hit.  Mag. 

XXXllI,  10,  145,  261,  332,  445. 

256.  De  Veffet    des  attractions  locales  sur  les  longitudes  et  les  azintuts;  application  d*un 

tiouveau  thioreme  ä  Vitude  de  la  fiyure  de  la  terre.     Vvon  Villarceau.    Joum. 

Malhem.  XXXII,  65. 
267.  Messung  auf  der  kurzen  Basis.     L.  v.  Pfeil.     Gran.  Archiv  XLVII,  49. 
25S.  Ein  Punkt    auf  einer  gegebenen  Geraden   soll   aus  dem  daselbst  gemessenen 

Winkel  zwischen    2  ausserhalb    der  Geraden  liegenden  Punkten  bestimuit 

werden.    Banr.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XII,  505. 
Vergl.  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  ^-^  ^ 
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Geometrie  (deioriptive). 
'i59.  üeber  die  ränmliche  Projeclion  (Reliefperspective)i  insbesondere  diejenige  der 

Kugel.     Mors  ladt.     Zeitschr.  Math.  Phjs.  XII,  326. 
260.  Die  Grenzebene.     Anton.     Wien.  Akad.-Ber.  LIV,  230. 
201.  Beweis  yon  Poh1ke*s  Fundamcntalsatz  der  Axonometrie.     Reye.   Zeitscbr. 

Math.  Phys.  XII,  433. 

Geometrie  (h5here). 

262.  Einige*   allgemeine    Sätze    über    algebraische    Cnrven.     Eckardt.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XII,  352.     [Vergl.  Bd.  XI,  No.  225.] 

263.  Sur  les  cowbes  exceptioneUes.     Chasles,     Compt.  rend,  LXIV^  799.  —  Cayley, 

Cremona,  Hirstibid.  1079. 

264.  Sur  une  espece  parlicuUere  de  surfaces  et  de  courbes  algibriques  et  sur  des  proprietis 

genirales   des   courbes.  du  quatrieme   ordre.      De   Huny ady.      Compt,   rend. 
Z,X/^,  218,  497. 
Vergl.  Krümmang.     Normalen. 

Geiohiehte  der  Ilathematik. 

265.  Sur  im  papyrus  egyptien  coniempormn  de  Saiomon  contetiant  wi  pragment  d*un  traiti 

d€  giothitrie  appliquee  ä  l'arpentage.     Lenormant,     Compt.  rend,  LXf^,  903. 

266.  Ueber  die  nuffußoXrj  des  Pythagora«.     Wex,     Grün.  Archiv  XLVll,  146. 

267.  Platon's  Geometrie  im  Menon.     Wex.     Grün.  Archiv  XL VII,  131. 

268.  Eaclid  nnd  sein  Jahrhundert.    C'antor.   Zeitschr.  Math.  Phys. XII,  Supplem.  ]. 

269.  Sur  le  Calcul  de  yictorius  et  le  Commentaire  d'Abbon,     Chasles,     Compt,  rend. 

LXir,  1059.  . 

270.  Sur  une  Edition  de  Conttrage  Ambe  t,Introductum  au  calcul  Gobdri  et  Jfawdi'*,  Ch  as  l  es. 

Compt,  rend,  LXIF,  82. 

271.  Debüts  entre  Mr,  Chasles  et  divers  autres  savants  sur  la  question  si  Pascal  a  pu  eon- 

ntatre  la  loi  d'attracUon      Compt,  rend.  Z/XF,  89  —  1060. 
212.  Sur  rHablissement  des  Acad^mies.     Chasles.    Compt.  rend.  LXy^  A^. 

273.  Huvgens,     der  Erfinder    des    Reversionspendels.      Grunert.      Grün.    Archiv 

XLVlI,  119.' 

274.  Sur  Vorigine  de  la.  decouuerle  du  thioreme  de  Sturm,     Duhamel.     N.  ann.  malh. 

XX  FI,  427. 

275.  Michael  Farady,  his  life  and  works.     De  la  Rive.     Phil,  Mag.  XXXI y,  409. 

276.  Nekrolog  von  Georg  Merz  f  12.  Januar  1867.     S.  Merz.     Astr.  Nachr.  LXX, 

361. 

277.  Nekrolog  von  Valz  f  22.  Februar  1867.    TempeL    Astr.  Nachr.  LXIX,  13. 

278.  Nekrolog  von  Eugene  Prouhet.     Gdrono.     2V.  ann.  math.  XX FI,  385. 

GleiohimgeiL. 

279.  Mimoire  sur  la  risolution  algibrique  des  equations.     Camille  Jordan.     Joum, 

Mathim,  XXXII,  10«.  —  Compt.  rend.  LXIF,  269,  586,  1179. 

280.  On  the  order  of  the  conditions  that  an  algebraical  equation  may  have  a  set  of  muHiple 

roots,     S.Roberts.     Phil.  Mag.  XXXIII,  530. 

28 1 .  Sur  les  racines  de C equation  F (x)  =  0  et  de  C equation F (x)  —  k . F' (x)  =  0.   Real is. 

N.  ann.  math.  XXVI,  415. 

282.  Resolution  graphique  des  equations  numeriques  d''un  degri  quelconque  ä  une  incannue, 

Lill.     Compt.  rend.  LXV,  854.  —  iV.  ann.  math.  XXVI,  359. 

283.  Sur  la  simplification  et  la  vdrification  des  calculs  relatifs  au  thiorbne  du  Sturm.    Ho  u  - 
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Erhard  Weigel. 


Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissen- 

Bchaften  auf  den  deutschen  Universitäten  im 

17.  Jahrhundert. 

Von 
Dr.  Bartholom^ei  in  Jena. 


I.   Grundlagen.  ^ 

1.     Historische. 

Erhard  Weigel  wurde  1625  zu  Weida  in  der  Pfalz  geboren,  siedelte 
aber  schon,  als  er  erst  zwei  Jahr  alt  war,  mit  seinen  Eltern,  welche  den 
Religionsbedrückungen  zu  entgehen  suchten,  nach  dem  damals  branden- 
burgischen  Wunsiedel  über ').  Sein  Vater  lebte  zwar  in  beschränkten  Ver- 
hältnissen, sorgte  aber  nach  Kräften  für  die  Ausbildung  seines  Sohnes,  Hess 
ihn  die  Stadtschule  und  später  das  Gymnasium  besuchen  und  privatim  im 
Rechnen  und  Schreiben  unterrichten.  Leider  starb  er  ohne  Vermögen  zu 
hinterlassen,  als  dieser  erst  11  Jahr  alt  war.  Doch  der  Knabe  schlug  sich 
tapfer  durch  das  Leben,  unterrichtete  die  Kinder  der  angesehenen  Familien 
im  Rechnen  und  Schreiben,  mundirte  die  Predigten  des  ersten  Geistlichen 
„für  gute  Information"  und  schrieb  und  copirte  Briefe  für  Jeden,  der  be- 
zahlte. So  erwarb  er  sich  nicht  nur  die  nothwendigen  Subsistenzmittel, 
sondern  ersparte  sich  auch  eine  Summe  Geldes,  „um  ein  fernes  Gymnasium 
zu  besuchen".  Seine  Wahl  fiel  auf  Halle.  Hier  wurde  er  in  seinen  Frei- 
stunden Schreiber  bei  dem  Professor  Schimpfer,  der  die  Astrologie  geschäfts- 
mässig  betrieb,  copirte  die  astrologischen  „Indicia"  und  setzte  zu  jedem  der 
zwölf  Capitel  nach  Ranzow's  Regeln  Einiges  hinzu.     Im  nächsten  Jahre 


**  1)  Zeumeri  Vilae  Philosophornm  jenensium.    Jenae  1711.   S.  106  ff.;    Gün- 
r,  Lebensskizzen  der  Professoren  der  Universität  Jena.    Jena  1868^8.  181. 
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1645  machte  er  eine  Ferienreise  nach  Wunsiedel  nnd  lauschte  hier  dem  als 
Kenner  der  Mathematik,  Astronomie  und  Astrologie  hekannten  Diaconus 
Elrode  die  astrologische  Rechnung  ah.  Schimpfer  war  mit  dieser  Verwand- 
lung seines  Schreibers  in  einen  Rechner  sehr  wohl  zufrieden  und  übertrug 
ihm  das  ganze  astrologische  Geschäft  mit  sammt  dem  Kalendermachen. 
Während  des  Ferienaufenthaltes  im  folgenden  Jahre  1646  in  Wunsiedel 
Hess  sich  Weigel  Ton  Elrode  so  weit  in  die  Mathematik  einführen ,  dass  er 
sich  selbst  helfen  konnte.  In  Halle  setzte  er  seine  Beschäftigung  als  Gymna- 
siast, Astrolog  und  Kalendermacher  fort.  Unter  den  Studenten,  welche  von 
Leipzig  nach  Halle  kamen,  um  sich  die  Nativität  stellen  zu  lassen,  oder  die 
zu  begleiten ,  welche  ihre  Zukunft  aus  den  Sternen  erfahren  wollten,  fan- 
den sich  auch  Liebhaber  der  Mathematik  oder  wenigstens  der  astrologischen 
Rechnung.  Diesen  gab  Weigel,  der  ja  von  seinem  elften  Jahre  an  Lehrer 
gewesen  war,  Anweisung  und  Unterricht,  gewann  ihre  Freundschaft  und 
Unterstützung  und  liess  sich  von  ihnen  bestimmen,  nach  Leipzig  zu  gehen, 
um  Mathematik  zu  studiren  ^). 

Die  damalige  deutsche  Mathematik,  wenn  man  überhaupt  von  einer 
solchen  reden  kann,  hatte  zwar  einen  grossen  Umfang,  aber  einen  winzigen 
Inhalt.  Weigel  selbst  rechnete  zu  ihr  Arithmetik ,  Geometrie ,  Phoronomie, 
Mechanik,  Statik,  Optik,  Musik,  Astronomie,  Chronologie,  Gnomonik,  Geo- 
graphie Aerometrie,  Hydrometrie,  Pyrometrie  und  Architektonik^).  An 
eine  tiefere  Auffassung,  an  einen  eigentlichen  Wissenschaftsbau  war  nicht 
zu  denken.  Die  Mathematik  stand  bei  den  Gelehrten  in  Misscredit  und  ihr 
Werth  wurde  lediglich  nach  dem  gemeinsten  Nützlichkeitsprincip  bemessen. 
Daher  hatte  Weigel  nicht  viel  zu  lernen.  Eigentliche  Mathematik  hörte  er 
wahrscheinlich  gar  nicht,  denn  als  Leibnitz  in  Leipzig  studirte,  wurde  nur 
Euklid  vorgetragen^),  den  Weigel  bereits  verstand  und  sicher  ebenso  gut 
lehren  konnte ,  als  einer  seiner  deutschen  Zeitgendssen. 

Die  „Prophezeihungen"  des  Kalenders  hatte  Weigel  alsbald  in  ihrer 
Nichtigkeit  begriffen  und  bekämpfte  sie,  so  gut  er  konnte;  aber  nicht  so 
schnell  vermochte  er  den  astrologischen  Kram  über  Bord  zu  werfen.  Er 
trieb  die  Astrologie  auch  in  Leipzig  fort  und  zwar  nicht  sowohl,  weil  er  von 
ihrer  Wahrheit  überzeugt  war,  als  vielmehr  „um  sich  bei  den  Pennalputzern 
einen  guten  Wind  zu  machen".  Denn  schon  in  Halle  kam  sie  ihm  ver- 
dächtig vor,  aber  er  misstraute  sich  selbst  und  hoffte,  durch  fortgesetztes 
Nachdenken  hinter  die  Wahrheit  zu  kommen.  Doch  bald  „merkte  er  im 
Herzen,  dass  die  Astrologie  auf  schwachen  Beinen  stand  und  dass  man  der 


1)  Zeumeri  Vitae  etc.  a.  a.  O.;    Fortsetzung  des  Himmelszeigers.  Jena  1681. 
S.  51  ff. 

2)  Idea  matheseos  tiniversae  Jenae  1659. 

3)  Guhrauer,  Gottfried  Wilhelm  Leibnitz.    Breslau  1846.   L    S.  26. 
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Erhaltung  Gottes  zu  nahe  trat,  wenn  man  zwar  Gott  den  Schöpfer  und  Er- 
halter nannte,  aher  Alles,  was  geschah,  den  Sternen  znschrieh^^^). 

Nach  dieser  Vorhereitung  ist  nicht  zu  erwarten,  dass  Weigel  Erheb- 
liches in  der  Mathematik  und  den  verwandten  Wissenschaften  leistete.  Und 
doch  wurde  er  einer  der  gefeiertsten  Lehrer.  Als  er  1654  die  Professur  der 
Mathematik  an  der  Universität  Jena  übernommen  hatte ,  lehrte  er  mit 
grossem  Beifall.  Von  allen  Seiten  kamen  junge  Männer  herbei,  um  bei  ihm 
zu  hören.  Unter  ihnen  die  beiden  nachmaligen  Bahnbrecher  der  Wissen- 
schaft, Pufendorf  und  Leibnitz,  welche  sich  zu  dem  „weltberühmten"  Weigel 
hingezogen  fühlten.  Als  er  das  erste  Mal  über  den  „Pennosmus"  las,  hatte 
er  mehr  als  400  Zuhörer,  so  dass  kein  Hörsaal  die  Menge  fasste  nnd  der 
Lehrstahl  im  Freien  aufgeschlagen  werden  musste^). 

2.   Philosophische. 

Weigel  trat,  dnrch  seinen  Bildungsgang  zum  Bealismus  hingedrängt, 
als  entschiedener  Gegner  der  Scholastik  und  des  Lateins  auf  und  forderte 
Vorlesungen  in  deutscher  Sprache  als  Thomasius  noch  auf  den  Schulbänken 
sass^).  Als  Muster  der  Philosophie  galt  ihm  die  Mathematik.  „Damit  das 
Denken,  Beschliessen  und  "EnnikeTn  fcogiiare,  decernere^  animadvertere) 
immer  vernünftig  ausgeführt  werde,  und  der  Geist  sich  beständig  freue  und 
das  höchste  Gut,  für  welches  er  bestimmt  ist,  geniesse,  ist  der  Geist  mit 
einem  Directorium  ausgerüstet,  dessen  Geschäft  gewisse  dem  Menschen  an- 
geborene Gedanken,  Axiome,  besorgen.  Die  Erweckungsmittel  der  Axiome 
sind  Erfahrungen.  'Sie  sind  Principien,  Gründe  und  Ursachen  der  geistigen 
Thätigkeiten.  Auf  sie  gestützt,  leitet  der  Geist  ab,  was  von  den  Dingen 
wahr  und  von  den  Handlungen  gut  ist.  Die  Ableitung  ist  entweder  prädi- 
cirend,  sprechend,  oder  producirend,  rechnend."  Da  jene  nichts  Neues  her- 
vorbringt, so  gestattet  nur  diese  eine  fruchtbare  Anwendung.  Die  produ- 
cirende  Ableitung  hält  sich  an  die  Dinge,  welche  auch  ohne  Worte  voraus- 
gesetzt sind  und  erwägt  deren  wirkliche  und  wesentliche  Verhältnisse  und 
Umstände  und  bringt  durch  Vergleichung  des  Bekannten  unter  sich  ein  Un- 
bekanntes heraus  oder  hervor^). 

Mit  diesen  Worten  ist  die  „rechnende"  Ableitung  genügend  charakte- 
risirt;  aber  es  bleibt  dabei  der  sonderbare  Name  „rechnend"  unerklärt. 
Diese  kann  nur  durch  die  Auffassung  des  Rechenbegriffs  gegeben  werden. 
Die  geistige  Thätigkeit  nun,  welche  Weigel  durch  Rechnen  bezeichnet,  ist 
nun  zwar  von  dem,  was  man  sonst  Rechnen  nennt,  verschieden,  aber  es  ist 
von  Interesse,  von  wie  vielen  Seiten  er  den  Begriff  darstellt  und  dadurch 

1)  Fortsetzung  des  Himmelsze^gers  a.  a.  O.    Himmelszeiger.  Jena  1681.  S.  48. 

2)  Programma  de  possibili  grataque  pravitatis  inveteratae  emendatione.  Jenae 
1678.  A.  2. 

3)  Yorstellang  der  Kunst-  und  Handwerke.    Jena  1672.   8.  103. 

4)  De  supputatione  multitudinis.    Jenae  1679.   A.  3.  A.  4.  ^  j 
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die  rechnende  Ahleitnng  näher  erläutert.  Es  scheint  daher  nicht  üherflüssig, 
diese  verschiedenen  Auffassungen  zusammen  zu  stellen. 

„R^^^hnen  kommt  her  von  Recht,  heisst  daher  gleichsam  rechtnen,  d.  h. 
gleich  und  richtig  in  Acht  nehmen ,  nicht  zu  viel  und  nicht  zu  venig  zu 
thun"^). 

„Die  Thätigkeit  des  Gemüths  ist  doppelter  Art.  Entweder  hegrttndet 
oder  nicht  begründet.  Jenes  ist  das  Meinen  und  das  Mose  Wollen,  dieses 
Rechnen.  Meinen  heisst  ein  Ding  als  so  und  so  beschaffen  sich  einbilden 
und  dafür  halten,  das  blose  Wollen  heisst  etwas  als  Gutes  an  sich  ziehen, 
von  sich  als  etwas  nicht  Gutes  abziehen.  Rechnen  dagegen  mit  Ueberlegung 
vorhandener  Gründe  nach  Anweisung  dazu  geeigneter  Wahrheiten  einen 
verborgenen  Zusammenhang  aufsuchen  und  zwar  so,  dass  das  Resultat  einer 
Probe  unterworfen  wird,  welche  erst  Gewissheit  giebt*)." 

„Der  Verstand  geht  mit  dem  Object  um,  entweder  so,  dass  er  dasselbe 
nur  fasst,  empfängt,  wiederholt,  sagt  und  spricht  mit  eben  diesen  oder  an- 
deren Gedanken,  welche  aber  unter  den  vorigen  sich  selbst  verstehen  und 
durch  anderweitige  Rechenschaften  nicht  daraus  erforscht  zu  werden  brau- 
chen, sondern  aus  der  Denkung  des  Objects  erhellen;  oder  so,  dass  er  aus 
gegebenen  Posten  durch  gewisse  Rechenschaften  weiter  etwas  forschet, 
welches  er  zuvor  noch  nicht  gewusst  hat,  oder  aus  den  angegebenen  Worten 
ohne  andere  Mittel  selbst  verstehen  können;  oder  so,  dass  er  aus  solchen 
Posten  nach  gewissen  Rechenschaften  Etwas  wirklich  vorgiebt,  schafft  und 
macht,  welches  vorher  nicht  gewest.  Die  letztere  Wirkung  des  Verstandes 
heisst  Rechnen:  rationes  reddere^  subducere,  rattocinari^).^^ 

„Rechnen  heisst  nicht  nur  mit  Ziffern  spielen  oder  nur  mit  Symbolen 
grübeln,  sondern  Rechnen  heisst  aus  gewissen  Voraussetzungen  (Posten) 
und  Wahrheiten  ein  verlangtes  Resultat  (Facit)  mit  Nachdenken  erforschen 
und  entweder  ein  geschicktes  Werk  aus  angegebenen  Mitteln  als  Ursachen 
hervorbringen,  oder  zu  einem  verlangten  Werke  als  dem  Zwecke  geschickte 
Mittel  suchen  und  ausdenken,  wie  dieselben  in  Anwendung  zu  bringen  sind. 
Rechnen  ist  also  nichts  Anderes  als  Consultiren,  d.  i.  Rathschlagen ,  wie 
man  das,  worauf  man  consultirt,  als  Facit  oder  Product  herausbringt*)." 

^,Ja  das  Zifferrechnen  ist  das  wenigste  vom  rechten  Rechnen,  sogar, 
dass  Ziffern  an  und  für  sich  nichts  als  Stäblein  sind,  womit  ein  Blinder 
oder  Einer  mit  verbundenen  Augen  durch  einen  Irrgang  geleitet  wird  und 
endlich  zwar  den  Ausgang  trifft,  aber  nicht  weiss,  wie  er  dazu  gekommen. 
Rechnen  heisst  im  höhern  Sinne,  Rechenschaft  geben,  ein  Resultat  aus  ge- 


1)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst  Jena  1684.  S.  9. 

2)  Ebendas.  S.  10.  11. 

3)  Aretologistica.   Nürnberg  1687.    S.  69. 

4)  Kxtractio  radicis.    Jenae  1689.    Darin   „Rolle   der  Schullaster*'  besonders 
paginirt.    S.  5. 
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weissen  Grundwahrheiten  in  Zahlen  finden,  und  noch  weiter  gefasst:  etwas 
nicht  Gegebenes  herausbringen,  nicht  allein  in  Zahlen,  sondern  auch  in 
Zielungen  ^)." 

„Alle  Rechensorge  beruht  auf  der  Erforschung  gewisser  Hauptwahr- 
heiten. Man  muss  also  1)  nach  solchen  Hauptwahrheiten  greifen  und 
2)  das  Ergriffene  schicklich  nehmen.  Was  das  Erstere  anlangt,  so  greift 
man  biindisch  ehe  man  geübt  ist,  und  ergreift,  was  einem  vor  die  Hand 
kommt,  was  einem  einfallt.  Was  das  Letztere  betrifft,  so  muss  man  wissen, 
ob  das,  was  man  sucht,  aas  dem  Gegebenen  folge  oder  nicht.  Trifft's  nun 
zu,  so  hat  man  was  man  sucht,  und  springt  vor  Freuden.  Trifft's  nicht,  so 
muss  man  anders  greifen,  bis  man  die  rechten  Hauptwahrheiten  findet,  die 
sich  dazu  schicken^)." 

„Die  Form  des  Re^henprocesses  ist  1)  Ueberlegung,  was  aus  dem  Ge- 
gebenen folgen  könne,  2)  Annahme  des  wahrscheinlichen  Resultates,  3) 
Prüfung  desselben,  4)  neuer  Versuch,  wenn  das  Resultat  falsch  ist^).*' 

„Wenn  man  die  Rechnung  vernachlässigt,  so  geschieht  Nichts,  wenn 
man  sich  auch  den  Sinn  eines  allgemeinen  Satzes  noch  so  tief  eingeprägt 
hat  und  noch  so  logisch  subsumirt,  denn  man  weiss  damit  nichts  Gründ- 
liches, und  wenn  man's  weiss,  so  denkt  man  nicht  daran,  was  weiter  zu  be- 
denken ist"*)." 

„Das  besinnliche  sorgsame  Rechnen  ist  ein  vorsichtiges  Hin-  und 
Wieder-,  Um-  und  Herzielen,  aus  gewissen  Gründen  etwas  Angenehmes 
auszuspüren  und  schicklich  anzubringen,  kurz  überhaupt:  die  Folge  auf- 
decken, welche  in  den  Gründen  liegt  und  den  Zusammenhang  zwischen 
beiden  nachweisen^)." 

„Da&  Rechnen  ist  der  Form  nach  ein  doppeltes.  Denn  da  man  den 
Zusammenhang  zwischen  Grund  und  Folge  nicht  unmittelbar  nach  blosem 
Wahn  oder  Dünkel,  wie  die  Quäker  ihre  Träume,  sondern  aus  Erkenntniss- 
gründen gewinnt,  so  geschieht's,  dass  die  Erkenntnissgründe  Realgründe 
des  Gefundenen  sind,  oder  dass  das  Gefundene  der  Realgrund  der  Gründe 
ist.   Jenes  ist  Synthesis,  dieses  Analysis^)." 

„Dem  Object  nach  ist  das  Rechnen  Wörter-  oder  Sachenrechnen.  Was 
das  Wörter-  und  Gedankenrechnen  anlangt,  so  ist  das  blose  Sprechen, 
wenn  es  nach  gewissen  Regeln  angewiesen  und  verübet  wird,  als  rein  nach 
der  Grammatik  oder  Prosodie,  zierlich  der  Rhetorik  nach,  vorsichtig  und 
anhebig  nach  der  Dialektik  ebenfalls  ein  Rechnen.    Denn  die  Regeln  sind 


1)  Aretologistica.    S. 

2)  Ebendas.  8.  119—121. 

3)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst.    S.  13 — 17. 

4)  De  Bupputatione  multitudinis.   A.  4. 

5)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst.   S.  6. 

6)  Ebendas.  S.  8. 
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Hauptrechenschaften ,  was  dazu  gegeben,  die  Materie,  giebt  die  Grrand- 
rechenschaften.  Daraus  denn  ein  Facit,  nämlich  ein  nach  der  Kunst  wohl- 
gesetztes Keden,  ein  wohl  declinirtes  und  conjugirtes,  wohlverdrehtes,  wohl- 
gesetztes Wort,  ein  rechter  Spruch,  ein  rechter  Schluss  herauskommt/' 

Man  sieht  aus  diesen  Variationen  des  Rechenbegriffs,  dass  Weigel  für 
das  philosophische  Denken  denselben  als  Folgern  fasste.  Anstatt  aber 
diesen  Begriff  festzuhalten,  nahm  er  „Rechnen' '  auch  in  dem  üblichen  Sinne. 
Da  er  den  Begriff  des  Folgems  sohr  genau  kannte  und  auch  den  Wider- 
spruch, mit  dem  der  Begriff  der  Folge  behaftet  ist,  entdeckte,  so  muss  man 
die  willkürliche  Veränderung  des  Bechenbegriffs  entweder  für  eine  Schrulle 
halten  oder  für  ein  Mittel,  sich  um  billigen  Preis  den  Schein  der  Originali- 
tät zu  geben.  Uebrigens  setzte  Weigel  voraus,  dass  der  Grund  nicht  ein- 
fach ist,  und  es  schwebte  ihm  etwas  von  dem  vor,  was  später  Herbart  Me- 
thode der  Beziehungen  nannte.  Dass  er  trotz  dieser  guten  Anfänge  in  der 
Philosophie  nichts  leistete ,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  er  die  genetische 
Methode  nicht  kannte,  überhaupt  Ignorant  in  der  Mathematik  war  und 
durchaus  nicht  das  innere  Bedürfniss  hatte,  die  Probleme  der  Philosophie 
zu  lösen,  sondern  im  wüstesten  Empirismus  befangen  blieb. 

Die  Axiome,  welche  das  Amt  des  Directoriums  des  Geistes  verwalten, 
hielt  er  einfach  für  ein  Geschenk  Gottes.  „Darum  hat  Gott  selbst  den 
Menschen  befohlen,  die  Rechenweisheit  zu  üben,  und  die  Zahl-  und  Rechen- 
fertigkeit als  ein  natilrliches  Pfund  gegeben,  die  Gassa  der  zeitlichen  Wohl- 
fahrt durch  sothanen  rechtmässigen  Wucher  damit  reich  zu  machen.''  — 
„Gott  hat  den  Menschen  seinem  Haupttheile  nach  so  geschaffen,  dass  er 
immer  rechne."  Daher  ist  die  Rechenfähigkeit  das  specifische  Merkmal  des 
Menschen  im  Gegensatz  zu  dem  Thiere,  welches  seinerseits  durch  Un- 
rechenschaftlichkeit  charakterisirt  wird.  „Jeder  Mensch  ist  rechenschaft- 
lich. Ob  er  Mann  oder  Weib,  weiss  oder  schwarz,  macht  keinen  Unter- 
schied." Die  Sprache  als  unterscheidendes  Merkmal  des  Menschen  vor  dem 
Thiere  anzunehmen,  ist  ein  Irrthum;  denn  die  Thiere  verständigen  sich 
durch  Laute,  und  die  Papageien  lernen  sogar  sprechen ;  aber  auf  die  Frage, 
wie  viel  2  mal  3  sei,  hat  noch  keiner  6  geantwortet.  Nur  der  Mensch  ver- 
mag in  dieser  sichtbaren  Welt  die  endlichen  Dinge  aufzufassen  und  zu 
schätzen^). 

Das  Zählen  entsteht  aus  der  Anschauung.  Wenn  das  Denken  absieht 
von  dem  Stoffe  und  den  Eigenschaften  der  Dinge ,  so  bleibt  für  das  Vor- 
stellen nur  die  Zahl,  das  Wieviel  übrig ^).    Die  Zahlen  sind  den  Dingen 


1)  De  sapputatione  multitadinis.  A.  3;  Qrnndmässige  Auflösiing  des  militar- 
Problematis ,  warum  doch  der  Tiirk  den  Christen  endlich  weichen  mÜBsen.  Jena 
1689.  Obs.  I.;  Philosophia  mathematica  theologia  naturalis  solida.  Jenae  1693. 
S.  27-31. 

2)  Universi  corporis  pansophici  prodromus.  Jenae  1672.    S.  62. 
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ähnlich  und  werden  durch  Ziffern  bezeichnet').  Die  Wesen  der  Dinge 
sind  Zahlen^).  DieAllgemeinschaft  der  Zahlen  verhält  sich  zu  den  Dingen, 
wie  ein  Begriff  zu  seinen  Arten,  also  kommen  bei  denselben  beide  Denk- 
lichkeiten,  das  Allgemeine  und  das  Besondere,  zusammen'^). 

„Nichts  ist  das,  was  wir  denken,  wenn  wir  gar  nicht  denken.  Wenn 
wir  aber  nicht  denken,  so  denken  wir  auch  keine  Endschaft.  Daher  ist  das 
Nichts  unendlich.  Dieses  reine  Nichts  ist  der  Anfang  aller  Zahlen,  aber 
nicht  selbst  Zahl,  sondern  eine  Unzahl,  ein  bioser  ierminus,  von  welchem 
aus  das  Zählen  anhebt.  Null  verhält  sich  zu  den  Zahlen  1,  2,  3  u.  s.  f.  wie 
ein  Punct  gegen  die  Dimensionen.  Daher  ist  der  Punct  der  Anfang  der 
Extension.  Das  Nächste  nach  der  Null,  das  Eins,  ist  eine  Zahl,  sowie  das 
Nächste  nach  dem  Punct  das  erste  Stücklein  einer  Linie  ist^).^^  Diesem 
reinen  oder  abstracten  Nichts  stehen  concreto  Nichtse  gegenüber.  Während 
jenes  das  ist,  was  wir  concipiren,  wenn  wir  gar  nicht  denken,  so  ist  ein 
concretes  Nichts  ein  solches,  welches  wir  bestimmt  denken,  indem  wir  auf 
ein  Bestimmtes  reflectiren.  Solche  concreto  Nichtse  sind  z.  B.  der  Eaum, 
die  Grenze,  der  Punct,  die  Linie,  Nullhundert  etc.^). 

,,Das  Nichts  ist  gänzlich  unvermögend,  zu  hindern,  dass  ein  Geist  an 
seine  Stelle  Etwas  denkt  und  dort  vorstellt,  und  da  der  Geist  ausserordent- 
lich viel  denken  und  vorstellen  kann,  so  löst  sich  das  Nichts  auf  als  ein 
Schatten  der  beweglichen  Dinge,  als  die  Fassung  endschaftlicher  Dinge 
ausser  einander,  als  das  (reine)  Nichts  mit  der  Eigenschaft,  Dinge  in  sich 
haben  zu  können.  Das  ist  aber  der  Raum.  Dieser  ist  durch  und  durch  mit 
Endnugsdenklichkeiten  behaftet  und  stellt  sich  somit  als  endlich  und  zwar 
unendlich  endlich  dar.  Wie  die  Unbestimmtheit  (Unendlichkeit?)  des 
reinen  Nichts  ein  unendliches  Unvermögen,  ein  äusserster  höchster  Mangel, 
die  höchste  Dürftigkeit  und  Schwachheit  ist,  so  ist  die  Unendlichkeit  des 
Raumes  nichts  Anderes,  als  eine  unendliche  Fähigkeit  der  Enden,  Endlich- 
keiten und  Endschaften  ausser  einander  ^).*^ 

Wir  haben  in  der  Zahl  ein  bestimmt  Erkanntes,  weil  wir  in  ihr  ein  be- 
stimmtes uns  bekanntes  Minimum  antreffen.  Diesem  Minimum,  dem  Eins, 
steht  ein  uns  bekanntes  Maximum,  der  Winkel  von  360 ^  gegenüber.  Zu 
beiden  kommen  noch  die  Töne ,  in  welchen  wir  zwar  kein  Maximum  und 
Minimum,  aber  doch  eine  stets  bestimmte  Quantität  erkennen.  Alle  be- 
stimmte Erkenntniss  der  Natur  stützt  sich  auf  die  Vierzahl,  so  dass  Gott 
entweder  die  Natur  nach  der  menschlichen  Anlage  oder  die  menschliche 
Anlage  nach  der  Natur  eingerichtet  haben  muss.    Die  Yierzahl  ist  mit  be- 


1)  Von  der  Wirkung  des  GemUths,  so  man  das  Rechnen  heisst.    S.  30.  32. 

2)  Tetractys.   Jenao  1673.    S.  25. 

3)  Aretologistica.    S.  150—155, 

4)  Ebendas.  S.  16.    Philosophia  mathematica  etc.  S.  9. 

5)  De  sapputatione  multitudinis  C. 

6)  Aretologistica  S.  16.    Philosophia  mathematica  etc.  S.  9. 
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sonderen  Eigenthümlichkeiten  ausgestattet,  durch  welche  der  Verstand  sehr 
wirksam  (efficacissime)  unterstützt  wird.  Denn  die  Natur  ist  in  höherem 
Grade  (potius)  nach  dem  Verhältniss  der  Vier  als  nach  einer  andern  dis> 
creten  Form  constituirt,  so  dass  wir,  Wenn  wir  uns  mit  den  Arten  der 
Dinge  nach  der  Vierzahl  bekannt  gemacht  haben,  auf  das  Natürlichste  und 
Leichteste  beliebige  Untersuchungen  anstellen,  Erkenntnisse  gewinnen, 
gelehrte  Auseinandersetzungen  (discursus  erudiiosj  über  jeden  beliebigen 
Gegenstand  ex  tempore  vornehmen  können^).  Weigel  glaubte  also  die 
Lullische  ars  magna  auf  anderem  Wege  zu  erreichen. 

II.   Mathematik. 

1.     Allgemeines. 

Wie  schon  erzählt,  hatte  Weigel  während  seiner  Studienzeit  wenig 
Gelegenheit,  seine  mathematischen  Kenntnisse  zu  erweitern.  Auch  das  be- 
kannte y,docendo  discimus^^  sollte  er  nicht  an  sich  erfahren,  denn  die  meisten 
damaligen  Studenten  hatten  auf  den  Gymnasien  oft  nicht  Gelegenheit  ge> 
funden,  das  Einmaleins  zu  lernen.  Daher  kam  es,  dass  er  sich  nicht  einmal 
die  Lehren  des  Cartesius  aneignete,  geschweige  die  seines  grossen  Schülers 
Leibnitz.   Der  Inhalt  seiner  Mathematik  ist  höchst  dürftig  und  armselig^). 

Die  Mathematik  hat  es  mit  der  Quantität  zu  thun  und  ist  die  Wissen- 
schaft von  der  Quantität  der  endlichen  Dinge  und  die  Kunst  sie  äuszumes- 
sen,  nachzuahmen  und  zu  verwandeln.  Die  Quantität  ist  gleichsam  eine 
anderweitige  Beschaffenheit  der  Dinge.  Quantum  ist  entstanden  aus  quam  — 
tam^  worin  das  ^^quam^^  die  Frage  „Wie?"  und  „tam^*^  die  Antwort  „So!" 
enthält,  also  ist  Quantum  das  Wie-So,  die  Mathematik  die  Wie-So-Kunst, 
welches  wahrscheinlich  mit  „Wissen"  zusammenhängt,  wie  denn  auch  bei 
den  Niederländern  die  Mathematik  Wiss -Kunst  =  Wie-So-Kunst  genannt 
wird.  Die  Grenzen  sind  entweder  rein,  wie  in  der  Geometrie,  oder  haften 
an  den  Werken  Gottes,  woran  sie  auch  den  Sinnen  bemerklich  sind,  wie 
man,  wenn  man  mit  dem  Kopfe  anstösst  und  an  ein  hartes  Ende  anläuft, 
in  der  That  erfährt.  Doch  sind  die  Grenzen  der  Dinge  nicht  Theile  der- 
selben.   f^Finis  rei  nihil  rei  est^)^ 

Die  Quantität  ist  entweder  discret  und  heisst  Zahl,  Menge,  Vielheit, 
oder  continuirlich  und  heisst  Ordnung  d.  h.  Anzeige  gewisser  Wirkung  der 
Mehrheit,  die,  in  oder  ausser  sich  wechselsweise  gesetzt,  verbunden  ist*). 

Das  Rechnen  ist  Inhalts-   oder   Zielungsrechnung.     Die  Inhaltsrech- 


1)  Tetractys  S.  25—30. 

2)  Fortsetzung  des  Himmelflflpiegels.  Jena  1666.  Zuschr.  u.  S.  106;  Wienerischer 
Tugendspiegel.  Nürnberg  1687.   Zuschr. 

3)  Universi  corporis  pansophici    prodromus  S.  62;   Aretologistica  S.   19.  61; 
Philosopbia  mathematica  etc.  S.  1.  12  fF. 

4)  De  supputatione  multitadinis  S.  64. 
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nung  ist  die  Bestimmung,  wie  viel  Etwas  austrage.  Die  Vielheit  hesteht  in 
einer  gewissen  Zahl  und  darum  heisst  die  Inhaltsrechnung  auch  Zahlen- 
rechnung. Die  Zielungsrechnung  erforscht,  wohin  und  wo  dieses  oder  jenes 
ziele,  ob  Etwas,  das  so  und  so  gilt,  steht,  geht,  geordnet,  gestellet  ist,  sich 
schicket  zu  einem  Andern ;  wie  Etwas  so  und  so  geordnet,  eingerichtet  und 
proportionirt  sein  muss,  wenn  es  zu  dem,  was  da  und  dort  so  und  so  geht 
und  steht,  geschickt  sein  soll.    Die  Proportion  ist  nicht  bioser  Inhalt*). 

2.   Arithmetik. 

,^Jede  Zahl  muss  einen  Namen  habei^,  damit  nicht  quid  pro  quo  statt 
Pfeffer  Mäusekörner  genommen  werden.  Zählen  heisst  discrete  Einheiten 
eines  Namens  nach  einander  nehmen  und  bescheiden,  wie  viel  ihrer  seien.'' 
Es  ist  pur  oder  modal.  Das  pure  Zählen  ist  das  Hinzufügen  der  Eins  und 
Bezeichnung  der  Zahl  durch  ein  Wort,  das  modale  geschieht  mit  „mal". 

„Wenn  die  Finger  alle  verwandt  waren,  nahm  man  vor  Alters,  ehe 
Schuhe  und  Strümpfe  erfunden  worden,  auch  die  Zehen,  wovon  das  Wort 
Zehn,  oder  was  sonst  für  sonderartige  Stücke  am  Leibe  sind,  zu  Hülfe. 
Man  schreibt  noch  heut  zu  Tagiß  in  den  Schänken  und  auf  Kornböden  so 
viel  Strichlinien,  als  Einzelkeiten  zusammen  zu  zählen  (sind).  Weil  man 
aber  diese  Strichlein  eben  so  mühsam  als  die  Einzelkeiten  selbst  alle  Zeit 
von  Neuem  zählen  muss,  wenn  man  von  ihnen  wissen  will,  wie  viel  die 
Summe  macht,  weil  auch  die  besonderen  Summen  Wörter  nicht  so  sehr  ver- 
mehrt werden  können,  dass  eine  jede  andere  Summe  auch  ein  ganz  anderes 
Wort  bekäme,  denn  so  sehr  viel  Wörter  Niemand  merken  kann,  so  hat  man 
einen  andern  Vortheil  ausgedacht  und  angebracht,  womit,  wenn  alle  Finger 
angebracht  sind ,  es  heisst:  das  erste  Mal  zehn  und  weiter  Nichts, 
und  es  wird  jenes  mit  der  Eins  (1)  und  dieses  mit  der  Null  (0)  bedeutet. 
Daher  man  noch  einmal  die  Finger  wie  vorher  gebraucht,  sagt  oder  schreibt 
11,  12,  13,  14  etc." 

„Nach  der  Anzahl  der  Posten  ist  das  Rechnen  einfach  oder  mehrfach. 
Das  einfache  Rechnen  ist  Messen  und  Zählen.  Messen  heisst  nach  einem 
Instrument  die  Quantität  eines  besonderen  Dinges  nach  einer  besonderen 
Beschaffenheit  gedacht  erforschen.  Das  Mass  ist  1)  Mass  der  Extension, 
als  Längen-,  Flächen-,  Tiefenmass,  als  Ellen,  Schuh,  Zoll,  Gran,  Scheffel, 
Eimer,  Kannen  und  dergleichen,  2)  Mass  der  Intension  als  der  Schwere 
oder  Kraft,  als  Centner,  Pfund,  Loth,  Quent,  womit  des  Schlags,  des 
Drucks,  der  Resistenz  und  anderer  dergleichen  Quantität  gemessen  wird, 
3)  Mass  der  Zielung.  Das  Zielungsmass  ist  entweder  innerlich  oder  ausser- 
lieh.  Aeusserlich  ist  das  Lineal,  die  Norm,  das  Winkelmass,  das  Schräg- 
mass,  das  Perpendikel,  die  Setzwage,  der  Transporteur,  Sextant,  Octant, 


1)  AretologiBUca  8.  73.  74.  o,i,zedbvGoOgle 
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Kreis,  der  Magnetszug  und  dergleichen;  innerliehe  Zielungsmasse  sind  die 
Denkhilder,  Hauptwahrheiten  und  Instructionen^)/' 

„Das  mehrfache  Rechnen  ist  entweder  Berechnen  oder  Ausrechnen. 
Das  Berechnen  umfasst  die  Species  in  ganzen  Zahlen ,  das  Ausrechnen  die 
ührigen  Rechnungsarten.  Die  fünf  Species  sind  Numeriren,  Addiren,  Sub- 
trahiren,  Multipliciren ,  Dividiren ,  die  ftlnf  Species  des  Ausrechnens  aurea 
detri,  societatis^  alligalioniSy  veri  und  algebrae  regula^).^^ 

„Was  in  der  Rechnung  gesetzt  wird,  ist  mehr  als  Nichts.  Ist  dieses 
nun  nicht  befohlen  oder  bedingt,  dass  es  da  sein  und  gesetzt  sein  soll,  so 
ist  in  diesem  Falle  der  Mangel  pur  Nichts  und  steht  in  contradictorischem 
Gegensatze  zu  dem  Gesetzten  und  wird  deshalb  nur  mit  Null  bezeichnet. 
Wenn  aber  das  Gesetzte  befohlen  und  bedingt  ist,  dass  es  da  sein  soll,  so 
ist  es  nicht  pure  Nichts,  sondern  weniger  als  Nichts,  so  viel  weniger  als 
Nichts,  wie  viel  es  austrüge,  weun's  vorhanden  wäre.  Es  wird  auch  mit 
derselben  Ziffer  angezeigt,  die  so  viel  heisst,  als  wenn's  vorhanden  wäre, 
doch  mit  dem  Zeichen  Minus  ( — ),  dass  hier  so  viel  weniger  vorhanden 
sei.  Die  Gegenstände  geben  positive,  mithin  alle  Mängel  negative  (priva- 
tive) Zahlen.  Durch  die  Vermischung  beider  entsteht  die  algebraische  oder 
heimliche  Zahl,  womit  die  Algebra,  das  vornehmste  Stück  der  Rechenkunst, 
umgeht  3)." 

„Analytisch  ist  die  Rechnung,  wenn  man  aus  vorgeschriebenem  Werk 
und  Effect  sammt  einigen  Beschaffenheiten  durch  gewisse  Rechenschaften 
einige  andere  Beschaffenheiten  aufsucht  und  sie  als  die  Wurzel  des  Effects 
erfindet,  die  Ursachen  aus  den  Sachen  forscht  und  findet,  woher  dieses  oder 
jenes  so  und  so  Beschaffenes  komme,  wie  doch  das  beschaffen  sei  und  sich 
verhalte,  dass  dieses  Werk  als  sein  Effect  herauskomme,  wie  man  Mittel 
finden  möge,  dass  ein  solches  Werk,  ein  solcher  Zweck  dadurch  erhalten 
werde.  Will  man  eine  algebraische  Gleichung  lösen,  so  muss  man  1)  ein 
gewisses  Zeichen  setzen,  2)  sich  anstellen,  als  ob  das,  was  man  nur  in  Ge 
danken  setzt,  auch  in  der  That  vorhanden  wäre,  3)  das  Gesetzte  so  behan- 
deln, wie  es  die  Umstände  fordern.  Damit  erhält  man  eine  doppelte  Be- 
stimmung des  Effects:  einmal,  wie  er  durch  die  Umstände  gegeben  ist,  und 
dann,  wie  er  aus  dem  Gesetzten  entspringt,  also  eine  Gleichung.  Der  Name 
Coss  für  die  Unbekannte  kommt  her  von  causa^).^'^ 

Von  Einzelheiten  ist  etwa  noch  Folgendes  hervorzuheben : 

I.   Bei  der  Subtraction   wird,   falls   die  Stelle  des  Subtrahenden 


1)  Aretologistica  S.  36.  40.  74.  109.  150  ff. 

2)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst  S.  1;  Areto- 
logistica S.  78.  80.  81;  Philosophia  mathematica  etc.  S.  99. 

3)  Aretologistica  S.  29 — 31;  De  suppotatione  multitadinis  S.  54;  Idea  ma- 
theseos  universae  S.  32. 

4)  Aretologistica  S.  75.  130;  De  supputatione  multitudinis  B;  Von  der  Wir- 
kung des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst  S.  52. 
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grösser  ist  ab  die  des  Minuenden,  die  nächste  Stelle  des  Subtrahenden  um 
1  erhöht.   Dass  das  wichtig  ist,  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  denn  es  ist 
{ax^-^-baf*-^  +  . .)  -  («  a:"  +  b'x^-^-^  . .) 
=  ((a  —  1)  o:"  +  a:"  +  baf*-^-^  . .)  —  {ax"  +  b'x'*-^) 
=     ax^  —  (a'  -f-  1)  a;"  +  a:*  +  bx^-^  —  b' x^-^  + 

=    [«  —  («'  +  1)]  ^  +  [(«  +  fr)  —  *']  ^~^  +  . . 
Dieser  Mechanismus  sollte  das  Borgen  über  Null  verleiten.    Die  Umfor- 
mung dachte  sich  jedoch  Weigel  in  folgender  Art : 

{ax"  +  bx^-^  +...)  —  {aof*  +  b'x^-^  +  . .  .) 
=  lax'*  +  bx^-^  -f-  .  •  .)  —  [(«  +  1)  ar"  —  X«  +  fc'a:'— »+  .  .] 
=  [flx«  —  (a'  +  1 )  o;-]  -f  [{x  +  6)  a:«-!  —  ftV-^J  +  . . . 
Denn  er  sagt :  „Dieser  Nachbar  unten ,  weil  er  über  seine  eigne  Forderung 
von  seinem  oberen  auch  noch  eins  zur  Hülfe  hergegeben  hat,  so  muss  er 
billig  um  Eins  mehr  als  sonst  abziehen ,  dass  es  gleich  und  recht  zugehe. 
Daher  gilt  er  um  Eins  mehr,  als  wenn  er  seinem  Nachbar  nichts  geliehen 
hätte." 

IL  Den  Multiplicator  fasst  er  ganz  richtig  als  Zahl,  dem  Mu.lti- 
plicanden  hingegen  gab  er  den  nichtssagenden  Namen  ,,die  MahP^  Die 
erste  Auflösung  der  Multiplication  behandelte  er  in  folgender  Form: 

468 
32 

116 
82 
124 
128 
14976 
Den  Satz  {a  '\'  b  -{-  c  -^  .  , ,)  n  =  an  -]-  bn  -{-  cn  -{-  ,  .  ,  nannte  er  nach 
dem  Vorgange  Anderer  regula  pigrorum. 

III.  Den  Satz  ^ =  -  H , hielt  Weigel    für   eine 

b  —  c        b  b  —  c  ° 

eigne  Entdeckung,  unterliess  es  aber,  ihn  zu  begründen  und  allgemein  aus- 
zudrücken, sondern  benutzte  ihn  für  die  Anwendung  als  ^^divisor  vicinus^* 
für  die  Division  mit  99  =  100  —  1,  98  =  100  —  2,  999  =  1000  —  1, 
998  =  1000  —  2  . . . 

IV.  Die  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Cubikwurzel  basirte  er  zwar 
auf  die  Sätze 

(ö  +  6)2  =  a2  +  2ö6  +  6^ 
(a  +  bY  =  a3  _|_  3^2^  +  3a52  ^  ^:j^ 

aber  weder  stellte  er  diese  in  Gleichungsform  dar,  noch  wandte  er  sie  auf 
decadische,  geschweige  denn  auf  allgemeine  systematische  Zahlen  an. 

V.  Die  arithmetische  und  geometrische  Proportion 

a  —  a  ^^  b  —  b\  a  :  a  =  b  :  b' 
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bezeichnete  Weigel  durch 

a  .  a  \'  a  .  b'        ^  a  ,  a   : :  b  ,  b' , 
die  Fundamentalsätze 

a  -^  b'  =  a  -{-  b,  a  ,  b'  ^  a   .  b 
leitete  er  aber  nach  verschiedenen  Principien  ab.    Denn  indem  er  für  die 
arithmetische  Proportion 

a  —  a  =  X,  b  —  b'  =  Xf 
also  auch 

a  =  a  -\~  X,  b'  =  b  —  ar, 
mithin 

a-\'b'  =  a-\-X'\'b  —  x  =  a  -^  b 

setzte,  hätte  er  conseqaenter  Weise  für  die  geometrische  Proportion 

a  :  a'  ==  z ,  6  :  6'  =5=  z , 
also 

a  ^=^  a  Zy  b  =  — , 


mithin 


ab  =  a  z  .      =  a  b 

z 


setzen  müssen.   Dagegen  beliebt  ihm  folgende  Ableitung: 

a  :  a  =  Zy    b  :  b'  =  Zj 
a  =  az  ,      b  =^  b'z, 
ab'  ^=  a  zb\  a' b  =  a  b' Zy 
folglich 

ab  =s  a  b 

VI.  Die  Addition  der  algebraischen  Zahlen  wird  durch  fol- 
gende Darstellung  abgefertigt 

+  3       +3       +3       +a       .   +a  — a 

—  3       — 5--2       — a  —  b  +6 

0  —  2       +1  0         +  {a  —  b)       ~  {a  — T) 

Die  Begründung  des  Satzes  a  —  ( —  b)  =^  a  -\-  b  lautet:  „Von  wem  der 
Mangel  einer  so  grossen  Habe  abgenommen  wird,  dem  wird  so  viel  Hab 
Jen". 

VII.  lieber  die  arithmetische  Reihe  stellte  Weigel  folgende  Sätze  auf 

1)  rf+2rf  +  3d+...  +  nrf  =  ^"tJ-^-rf, 

2)  a,  =  a, +  (n-l)rf, 

3)  tfj  =  fl«  -  (n  —  1)  d, 
a„  —  a, 


4)  d  = 


n  — 1   ' 


5)  n  =  — ^—1  +  1, 

bewies  aber  nuv  den  ersten  durch  das  Schema 
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0 
00 

00 
0 
und  vermochte  sich  nicht  zu  allgemeinen  Formeln  zu  erheben. 

VIIT.  Für  die  geometrische  Reihe  wusste  er  nur  den  Satz 

^ 1 

a  +  ^^  +  ^^  +  ^^^  +••••  +  ö^"^  =  ö  ,  — — -^ 

ohne  eine  genügende  Ableitung  desselben  beibringen  zu  können. 

IX.  Den  BegrifF  der  Logarithmen  knüpfte  Weigel  an  die  Reihen 

1,  3,  9,  27,  81,  243,  729,  ... 

0,  1,  2,    3  ,    4  ,     ö   ,     6  ,  ... 
brachte  es  aber  weder  zu  einer  allgemeinen  Theorie  noch  zur  Benutzung 
des  Potenzbegriffs. 

X.  Die  Art,  wie  er  algebraische  Gleichungen,  und  zwar  nur 
einfache,  auflöste,  mag  folgendes  „Exempel**  veranschaulichen:  „Wird 
einer  Zahl  11  addirt  und  7  von  ihr  subtrahirt,  so  ist  die  Differenz  halb  so  gross 
als  jene  Summe. 

Durch  Addition  der   11  kommt  die  Summe     o:  -f-  11, 
Durch  Subtraction  der  7  kommt  die  Differenz  x  —  7, 
wenn  dieses  als  die  Hälfte  jenes  ihm  noch  einmal  angesetzt  wird,  kommen 
2  a; —  14,   welches  jenem  a; -|~  H  gleich  sein  soll.     Ist  also  dieses  die 
Aequation 

2a:  — 14  =  a:+ 11. 
Zur  Reduction  lasst  uns  was  fehlt  bei  jeder  Part  (14)  einer  wie  der  andern 
addiren,  dann  bekommen  gleiche  Brüder  gleiche  Kappen,  bleiben  also  auch 
nach  der  Vermehrung  gleich 

2a:—  14  =  a:  +  11 

add. 14=  14 

summa  2a:         0  =  a:  +  25 
Nun  sind  2  a:  einer  einzelnen  mit  dem  Zusatz  25  gleich.   Also  lasst  uns  von 
beiden  gleichen  Parten  x  subtrahiren  also 

2a:=a:  +  25 
subtr.     X  =  X 
resid.     x  =  25." 
Im  Allgemeinen  tritt  der  Beweis  in  den  Hintergrund ,  wird  oft  wegge- 
lassen und  erscheint  als  Nebensache.    Hierin  liegt  wohl  auch  der  Grund, 
weshalb  Weigel  die  Bedeutung  der  allgemeinen  Arithmetik  nicht  begriff. 

2.    Geometrie. 

Die  Geometrie  bietet  nichts  Bemerkens werthes.  Mit  Ausnahme  von 
ein  Paar  Definitionen,  wie  z.  B.  Aehnlichkeit  ist  Identität  ohne  Rücksicht 
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auf  Quantität,  brachte  er  nichts  Eigenthümliches  zu  Stande.  In  der  Trigo- 
nometrie ist  etwa  nur  der  Satz 

a  —  b       tg^{A  —  B) 
zu  erwähnen. 

4.   Tctractys. 

Da  Weigel  die  Kechenfähigkeit  als  specifisches  Merkmal  des  Menschen 
ansah,  so  forderte  er  consequenter  Weise ,  dass  jeder  Mensch ,  auch  abge- 
sehen von  dem  practischen  Nutzen ,  rechnen  lernte.  Aber  er  mnsste  wahr- 
nehmen, dass  unter  hundert  Gelehrten  kaum  Einer  hatte  künstlich  rechnen 
lernen  können,  und  forderte  daher,  dass  die  übrigen  das  Versäumte  nach- 
holten, allein  „das Zehner-Einmaleins  schien  ihm,  wenn  man^s  nicht  in  der 
Jugend  wie  ein  Vogel  im  Nachsingen  lernte,  gar  schwerlich  in  einen  alten 
Kopf  zu  bringen,  zumal  wenn  man  nicht  immer  darüber  liegen  könnte,  son- 
dern andereDinge  mehr  dabei  zu  verrichten  hätte'^  Ersann  daher  darüber 
nach,  wie  auch  noch  alten  Leuten  zur  Fertigkeit  des  Rechnens  verholfen 
werden  könnte.  Da  er  die  Hauptschwierigkeit  in  dem  Zehner-Einmaleins 
fand,  „durch  dessen  Weitläufigkeit  und  Schwierigkeit  so  viel  Tausend  Lente 
vornehmlich  abgeschreckt  und  zurückgehalten  würden  ",  so  mnsste  er  eine 
kleinere  Grundzahl  als  Zehn  wählen.  Durch  seine  pythagoreischen  An- 
sichten von  der  Bedeutung  der  Zahlen ,  die  er  noch  durch  allerhand  Za- 
Sätze  ausschmückte,  wurde  er  bestimmt,  sich  für  die  Vier  zu  entscheiden. 
„Wie  das  schlechte  Eins  nur  ein  Element  der  Anzahl  ist,  also  ist  das  Zwei 
die  Wurzel ,  und  das  Vier  ist  die  Zwifel  und  der  Samen  der  geraden  Zah- 
len ;  Drei  hingegen  ist  die  Wurzel  ungerader  Zahlen  und  Sieben  sind  ihre 
Phasen,  Neun  ist  aber  die  Zwifel  und  der  Samen  derselben.  Zwischen 
welchen  allen  Sechs  das  Gerade  und  Ungerade  vermählt,  weshalb  ihrer 
Theiler  Summe  dem  Ganzen  gleich  ist 

1.2.3  =  1  +  2  +  3  =  6 
und  sie  die  erste  Gleichzahl  ist/'   Ausserdem  ist 

1  +  2  +  3  +  4  =  10, 
und  ist  4  nicht  nur  das  erste  Product  derselben  bei  den  gleichen  Zahlen, 
sondern  auch  die  erste  Zahl,  welche  aus  Gerade  und  Ungerade  zusammen- 
gesetzt ist 

4  =  2  +  2  =  2.2  =  1  +  3  =  3  +  1. 

Ausserdem  glaubte  Weigel  die  Vierzahl  nicht  nur  in  der  Natur,  sondern 
auch  im  Menschenleben  überall  anzutreffen.  „Wir  sind  ohne  absonder- 
liches Bedenken  durch  Anleitung  unserer  Finger  oder  Zehen  als  durch  an- 
geborene Rechenstäblein ,  keineswegs  aber  durch  die  Vortrefflichkeit  der 
Zahlen  selbst  dahin  verführet  worden,  dass  wir  Alles  an  den  Fingern  ab- 
zählen.'' Aber  selbst  bei  den  Zehnerzahlen  kann  man  die  vier  „Eckoamen 
Eins,  Zehn,  Hundert;  Tausend"  nicht  entbehren.    Das  Vplk  hat  das  Beste 
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bereits  vorweg  genommen.  Es  setzt  ans  4  Korn  1  Zoll,  aus  4  Zoll  1 
(palma),  ans  4  Handbreiten  1  Fuss,  ans  4  Fuss  1  Schritt,  aus 
1  Kuthe  zusammen,  theilt  die  Elle  in  4  Viertel  oder  16  Sech2 
misst  damit  jegliche  Grösse;  Tag  und  Nacht  wird  in  4  Theile, 
in  4  Viertelstunden  zerlegt;  die  intensiven  Grössen,  namentli 
wicl^te,  werden  nach  der  Vierzahl  gezählt,  Birnen,  Aepfel,  Nüsf 
Mandeln  (=4.4)  und  Schocken  (=4.4.4).     Das  Volk, 
schwierigen  Rechnungen  nicht  geübt  ist,  würde  die  Tetractys  ^ 
men,  wie  Dalecarlier,  die  ihr  Kupfer  zu  je  4  und  je  4  Haufen  z; 
unsere  Bauern  beweisen,  die  nach  Anleitung  der  Natur  mit  4  ala 
in   einer  Fahnen    die   verkauften  Scheffel,   Kannen  etc.  abzäl 
mit  war  die  Wahl  der  Vier,  „deren  Einmaleins  nur  4  Zeilen  lan^ 
man^s  nur  das  erste  Mal  hört  oder  lieset,  auch  von  einem  alten  I 
kömmlich  begriffen  und  nach  demselben  gerechnet  werden  ki 
ständig  motivirt*). 

I.  Was  das  Numeriren  anlangt,  so  zählte  Weigel  an  fang 

1  Eins       11  Ein  und  vier      21  Ein  und  zwei  vier      31  Ein  ui 

2  Zwei       12  Zwei  „  •  „         22  Zwei  „       „       „        32  Zwei 

3  Drei       13  Drei  „      „         23  Drei    „       „       „        33  Drei 
10  Vier       20  Zwei  vier  30  Drei  vier  100  Secht, 
später  aber  und  zwar  ganz  rationell  in  folgender  Weise 


1  Eins 

11  Ein  und  erff 

21  Ein  und  zwerff 

31  Ein  i 

2  Zwei 

12  Zwei  „      „ 

22  Zwei  „        „ 

32  Zwei 

3  Drei 

13  Drei  „      „ 

23  Drei    „        „ 

33  Drei 

OErff 

20  ZwerfF 

30  Dreff 

100  Secht 

Für  die  Potenzen  von  4  wählte  er  die  Namen 
1  Eins, 
4Erif, 
16  Secht, 
64  Schock, 
256  Erffschock, 
1024  Sechtschock, 
4096  Schockmalschock,  u.  s.  w. 
Die  Addition  geschieht  nach  folgenden  Regeln:    1)  ma 
jeder  Verticalreihe  bis  4,  macht,  sobald  man  4  erreicht  hat,  e: 
zur  Seite  und  setzt  den  letzten  üeberschuss  über  4  ins  „Facil 
zählt  die  zur  Seite  gemachten  Puncto  jeder  Verticalreihe,  setzt 
derselben  einen  Punct  in  die  dritte  Keihe  nach  links  und  den  U 
in  die  zweite;    3)  man  zählt  die  Puncle  zu  den  bereits  gefun 
sultaten. 


1)  Die  Tetractjs  wnrde  von  Weigel  behandelt  in  Universi  corporii 
prodromos;  Tetractjs;  Aretologistica. 
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1  2    3.0    2 
2.3.2    1. 
1    2    3.3 

3.2    1    3.2. 
2.0    3    3. 
1    2.1.1 
3.2    1    1 
3.3.2    2. 

2  3    10    3 


2    3    13    2 


3    0   0    13    2 

Die  Snbtraction  bietet  nichts  Eigenthtimliches  dar.   Die  Multipli- 
cation  setzt  das  Einmaleins 

12       3 

2  10     12 

3  12     21 

voraus  und  wird  wie  in  folgendem  Schema  ohne  Weiteres  ersichtlich  ist 
ausgeführt: 


3 

2 

1 

0 

3 

2 

1 

2 

3 

••      : 

•• 

... 

•• 

; 

•• 

•     .-.    0 

0 

• 

••• 

0 

120020322 


120020322       D 
Ißt  der  Quotient  "««loö^"  "^  ^   ^^  bestimmen,  so  bildet  man  die 


Multipla 


^d=l 

.321032=    321032 

2rf=2 

321032  =  1302130 

3(/=3. 

321032  =  2223222 

hat  dann  ohne  Weiteres 

321032) 

120020322  =  123 

321032 

2131112 

1302130 

2223222 

2223222 

-   0 
Dazu  dachte  Weigel  einen  Mechanismus  aus,  welchen  er  folgendennassen 
beschreibt:  „Den  Divisor  schreibe  stracks  auf  ein  klein  Brief  lein,  neben 
ihn  zur  Rechten  setze  sein  Gedoppeltes   und  nächst  sein  Dreifaches,  so 
hast  du  das  Divisionsinstrument  fertig.    Hierauf  lege  das  Brieflein  nnter 
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den  Dividenden  und  siehe  zu ,  ob  dessen  erste  Zahlen  von  der  Linken  zur 
Rechten  dem  einfachen  Divisor  oder  dem  zweifachen  oder  dem  dreifachen 
gleich  ist,  so*  dass  nichts  fehle,  wenn  auch  nichts  oder  etwas  übrig  bleibt, 
so  hast  du  stracks  den  Quotienten  1 ,  2  oder  3 ,  den  schreibe  dorthin ,  den 
einfachen  oder  mehrfachen  Divisor,  welcher  also  nächstes  da  begriflFen, 
ziehe  ab  von  den  über  ihm  stehenden  Zahlen  des  Dividenden :  so  ist  die 
erste  Operation  richtig.  Kücke  den  Divisor  oder  dessen  Doppel-  und 
Trippelquantität  um  eine  Stelle  fort  gegen  der  Rechten  und  verfahre  wie 
vorhin." 

Die  Reduction  der  decadischen  Zahlen  auf  tetradische  geschieht 
durch  fortgesetzte  Division  mit  64.  Ist  z.  B.  die  Zehnerzahl  6576819  in 
eine  Viererzahl  zu  verwandeln  ,  so  hat  man 

64  64  64       64 

6576829^102762^1605^25^0 
64  64  128      00 

25 


176 

387 

325 

128 

384 

320 

488 

362 

5 

448 

320 

402 

42 

384 

189 
128 
61   ^ 
verwandelt  die  Reste  25,  5,  42,  61  in  dreizifferige  tetradische  Zahlen 
25  =  1  .  16  +  2  .4  +  1  =  121, 
5  =  0.  16+  1  .4  +  1  =011, 
42  =  2.16  +  2.4  +  2  =  222, 
61  =  3  .  16  +  3  .  4  +  1  =  331 , 

und  erhält  darnach  die  Reihe  der  Ziffern  der  verlangten  Zahl.  Doch  legte 
Weigel  auf  diese  Rednction  wenig  Gewicht,  denn  sie  setzte  ja  das  Zehner- 
einmaleins voraus,  sondern  entwarf  Tafeln  der  decadischen  und  tetradi- 
sehen  Zahlen,  so  dass  der  Rechner  in  derThat  nur  bis  4  zu  zählen  brauchte. 

Nicht  nur  die  „Tetractys",  sondern  auch  den  schon  erwähnten  divisor 
vicinuSy  sowie  die  Begriffe  der  negativen  Zahl,  des  Raums,  der  Grenze  und 
der  Zeit  hielt  er  für  so  wichtige  Entdeckungen,  dass  er  noch  im  Jahre  1690 
mit  dem  Plane  umging,  sie  der  königlichen  Societät  in  London  vorzulegen. 
Gewiss  ein  Beweis,  wie  wenig  er  sich  um  das,  was  bereits  geleistet  worden 
war,  bekümmert  hatte*). 


1)  Acta  des  Mathematici  Weigels  in  dem  S.  E.  Archiv. 
Zeitschrifl  f.  Malhomalik  u.  Physik.    (Supplem.)  Digitized  ^  VjOOQiC 
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5.   Instrumente. 

Dieselbe  Wichtigkeit  legte  er  auch  den  mathematischei\,  astionomi- 
schen,  physikalischen  und  technischen  Instrumenten  hei,  welche  er  erfan- 
den, und  zählte  sie  bei  jeder  passenden  und  unpassenden  Gelegenheit 
auf').   Die  mathematischen  Instrumente  sind  nun  folgende: 

1)  j^Mtcrogomoscopium^  Minutenmesser.  Ist  eine  Hcgul  auf  den  Winkel 
messenden  Instrumenten  als  auf  Quadranten,  Sextanten  und  dergleichen 
angebracht,  also  dass  man  mit  einem  massigen  Quadranten ,  der  von  einer 
einzigen  Person  zu  handhaben  ist,  so  viel,  wo  nicht  mehr  verrichten  kann, 
als  mit  dem  grossen  Tychonischen,  welcher  durch  Hülfe  vieler  Handlanger 
hat  müssen  aufgerichtet  werden.  Zum  grossen  Yortheil  und  Ersparung  von 
Unkosten." 

2)  „Ein  schlechter  Visirstab." 

3)  y^Ahacusarühmelicus,  Ist  ein  Yortheil,  die  Fortification stabeilen  ohne 
Kechnen  auf  allerlei  Längen  zu  reduciren,  und  ist  eine  jedwede  Länge 
dadurch  genau  zu  fortificiren." 

6.   Nutzen  der  Mathematik. 

Die  Mathematik  enthält  nach  Weigel  die  vier  Hauptstellungen,  worauf 
das  ganze  menschliche  Leben  beruhet:  die  Nabrung  und  Oekonomie,  die 
Kunst-  und  Handwerke,  die  Handelsgeschäfte,  die  Kriegfübrung. 

„Der  bürgerlichen  Nahrung  und  Oekonomie  giebt  die  Mathematik  An- 
leitung zu  vortheilhafter  Disposition  des  Haus-  und  Stadtwesens,  zu  ge- 
nauer  Ermessung  und  Eintheilung  an  Hab  und  Gut,  des  Jahres  und  Tages, 
zur  Anstalt  vor  Feuersgefahr,  vor  Wasser-  und  Wetterschaden,  zu  nütz- 
lichen Wasserleitungen  zur  Reinlichkeit  und  Zierde  in  Städten  und  Häusern, 
wie  auch  zu  ehrbaren  und  gemeinnützigen  Belustigungen  zumal  der  Jugend, 
vornehmlich  aber  zur  Angewöhnung  aller  häuslichen  und  bürgerlichen  Tu- 
genden vermittelst  arithmetischer  und  geometrischer  Lehrübungen,  dadurch 
eine  kluge  und  dabei  fromme  Welt  erzogen  wird.*' 

„Dem  Handel  hilft  die  Mathematik  nicht  allein  mit  der  Rechenkunst 
und  Buchhalterei,  in  der  gleichsam  die  Form  des  Handels  besteht,  sondern 
auch  mit  der  Wissenschaft  von  allerhand  Manufacturen,  womit  die  meisten 
Geschäfte  zu  thun  haben,  und  bekommen  also  die  so  nützlichen  Com- 
mercien  im  gemeinen  Wesen  sowohl  die  Form  als  die  Materie,  gleichsam 
Seele  und  Leib  von  der  Mathematik/^ 

„Was  sie  den  Kriegsführungen  für  Anweisung  und  Yortheil  gebe, 
bezeuget  die  Fortification  und  die  dazu  gehörigen  Exercitien  mit  mehreren/* 

„Wie  sehr  ein  Yolk,  das  keine  Mathematik  treibt,  im  Nachtheil  gegen 


1)  Wir  folgen  vorzugsweise  einem  besonderen  Anhange  der  Philosophia  ma- 
thematica  theologia  naturalis  solida,  welcher  deutsch  geschrieben  ist. 
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ein  solches  ist,  welches  sich  mit  ihr  heschäftigt,  heweisen  < 
und  Peruaner,  welche  den  Europäern  unterliegen  mussten  ^).' 

Vor  Allem  hob  Weigel  das  Rechnen  hervor.  „Die  E( 
finden  sich  bei  der  Wirkung  und  im  Leben  von  selbst,  ohne  i 
sinnen.  Denn  alle  Werke  Gottes  sind  nach  Mass,  Zahl  un 
schöner  Harmonie  geschaffen  und  ist  kein  Thun  ohne  Bechn 
zum  Andern  sich  gesellt,  da  wird  addirt;  wo  Eins  von  der  G« 
kommt,  da  wird  subtrahirt.  Wenn  Einerlei  zu  gleichen  Vi 
wächst,  da  wird  multiplicirt ;  wenn  solcher  Haufen  in  sein 
schlagen  wird,  da  wird  dividirt.  Wenn  Eins  zum  Andern  sich 
als  es  der  Zweck  erfordert  oder  die  Kegel,  das  Muster,  das  ] 
proportionirt/^  Anwendung  des  Rechnens  findet  sogar  statt, 
nicht  ausdrücklich  darauf  besinnt.  „Wenn  Speise  zu  Speise 
eingescbluckt,  und  ein  Stück  nach  dem  andern  aus  der  Schi 
gerichteten  abgezogen  wird,  so  ist  dort  addirt,  hier  subtrahirt. 
Schritt  für  Schritt  fortgehen  muss,  um  zu  sehen,  wie  lang  dei 
multiplicirt  und  dividirt  man.  Wenn  sich  Etwas  wendet,  so  w 
bogen  addirt  und  subtrahirt.  Gott  wirkt  Alles,  was  er  in  d< 
nach  den  Rechnungsarten,  z.  B.  wenn  er  die  Zeit  giebt,  wol 
nungsarten  sind^)." 

Dies  Alles  lässt  sich  noch  hören,  aber  geradezu  in's  A 
verfiel  Weigel,  indem  er  dem  Rechnen  einen  beinahe  allrai 
liehen  Einfiuss  zuschrieb.  „Die  Rechnungsarten  führen  an  si( 
den  gewissermassen  in  verjüngtem  Massstabe  bei  sich ,  denn 
Rechnen,  welches  nicht  tugendhaft  geübt  werden  müsstc; 
rechnung  ist  lauter  Tugendübung.  Wer  z.  B.  dividirt, 
und  da  er  den  Quotienten  selbst  nicht  weiss,  so  hebt  er  gl 
Augen  auf  und  bittet  damit,  dass  der  Herr  der  Wahrheit  i 
suchten,  aber  annoch  verborgenen  Wahrheit  leiten  wolle.  Er  • 
die  Schwachheit  des  Gemüths  und  traut  dem  Scheine  nicht, 
ihn  obgedachtem  Herrn  der  Wahrheit  vor  und  bittet  damit  zu 
ob  er  recht  gerathen,  denn  ihm  habe  der  Herr  der  Wahrheit  « 
von  ihm  aufzusuchende  Vorwahrheiten,  nämlich'  durch  die  J< 
Herz  gedrückten  Primwahrheiten  oder  schon  vorher  berechi 
Wahrheiten  Bescheid  gegeben.  Stimmt  der  Schein  mit  den  ^ 
überein,  so  ist*s  getroffen,  und  vor  Freude  zum  Zeugniss 
Weisheit  springt  das  Herz;  wo  nicht,  so  lässt  sich's  der  Red 
verdriessen,  sich  von  ganzem  Herzen  zu  bekehren,  anderweit  ( 


1)  Die  Fried  und  Nutz  bringende  Kanstweisheit.  Jena  1773.  ] 
Wasserachatz.  Jena  1671.  A.  2;  Vorstellung  der  Kunst-  und  Harn 
1672.    S.  91. 

2)  Von  der  Wirkung  des  Qemütli»,  so  man  das  Rechnen  heiss 
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zu  erwählen  und  also  zu  probiren ,  bis  es  trifft.  Wir  lernen  beim  Rechnen 
mit  Wissen  und  Willen  keinen  Pnnct,  geschweige  denn  mehr,  vergebens, 
(viel)  weniger  zum  Betrug  in  unserem  Thun  mit  einzuschieben,'  sondern 
gleich  und  recht,  und  nicht  zu  viel  und  nicht  zu  wenig  zu  thun,  genau  doch 
auch  recht  zu  handeln,  arbeitsam,  geduldig,  sparsam  und  haushältig  zu  ver- 
fahren und  mit  unserem  Nachbar  friedsam  und  verträglich,  auch  behülflich 
umzugehen,  welches  Alles  bei  Gelegenheit  des  Rechnens  und  Messens 
durch  anmuthige  Erinnerung  als  lebhaft  vorgestellt  und  den  Kindern  ange- 
wöhnet werden  kann.  —  Wenn  man  die  Tugend  üben  und  kein  Laster  be- 
gehen will,  so  muss  man  rechnen  und  zwar  scharf  rechnen,  kurz  nicht  allein 
die  Einnahme  und  Ausgabe,  nicht  allein  den  Inhalt,  sondern  auch  die 
Zielung,  Kehrung,  Wendung  bei  dem  Thun  und  Lassen,  man  muss  nicht 
allein  die  Inhaltsrechnung,  sondern  auch  die  Zielungsrechnung  können^ 
ja  man  muss  diese  Rechnung  nicht  nur  können,  sondern  man  muss  sie  anch 
anwenden  und  zwar  gern  anwenden  und  darnach  thun.  Durch  das  Rech- 
nen lernen  die  Kinder  Mass  und  Weise  in  allem  Thun  und  also  auch  im 
Sittenthun  bescheiden  und  die  Tugend  üben." 

„Das  Rechnen  wird  nicht  vom  Gemüth  passiv  geübt,  d.  h.  nicht  vom 
leidenden  Verstände,  sondern  als  freithätig  und  zwar  bezogen  auf  die 
Bilder  des  thätigen  Verstandes  oder  auf  die  Dinge." 

„Durch  das  Rechnen  lernt  man  nicht  allein  erkennen,  dass  die  Gebote 
Gottes  ohne  Ausnahme  gelten ,  sondern  man  lernt  sich  auch  hüten,  etwas 
Grosses  zu  begehen ,  sehr  zu  sündigen.  Und  wenn  man  Etwas  begangen 
hat,  so  lernt  man  es  beim  Rechnen  bekennen  und  den  Vorsatz  der  Besse- 
rung fassen^)." 

„Durch  die  Species  werden  ausgeübt  und  angewöhnt 

1)  die  Liebe  zur  Weisheit,  philomathia^  eine  Faser  von  der  Wurzel 
aller  gemeinen  Tugenden,  daraus  die  andern  alle  unausbleiblich  als  Zweige 
erwachsen.  Denn  man  entschliesst  sich  zum  scharfen  Rechnen  nicht  ans 
Muthwillen  ,  es  wird  auch  Niemand  eine  falsche  Ziffer  in  die  Zifferzeil  mit 
Fleiss  verfügen  und  hineinpartiren,  da  sonst  Mancher  öfters  ein  zweideutig 
Wort  zum  Mittel  einer  Schlussrede  einschiebt,  seinen  Gegenpart  dadurch 
zu  fangen,  zu  betrügen,  sondern  er  entschliesst  sich  zu  dem  Ziffenechnen 
aus  lauter  Liebe  zur  Weisheit,  man  will  gern  wissen  oder  sich  weisen  las- 
sen, was  für  ein  Facit  aus  gegebenen  Posten  komme,  zunächst  nur,  dass 
man  es  kenne,  den  Verstand  damit  erbaue,  dass  man  die  Gewissheit  einer 
sonst  verborgenen  Wahrheit  sehe  und  mit  rechter  Rechenschaft  ein  Stuck 
der  Weisheit  gleichsam  bei  sich  selber  zeugen   und  Erkenntniss  dessen 


1)  Von  der  Wirkung  des  QemUths,  so  man  das  Rechnen  heisst  §  15;  ün- 
massgcbliche  mathematische  Vorschläge,  betreffend  einige  Gnindstücke  des  ge- 
meinen Wesens.  Jena  1682.  II.  §  6;  Extractio  radicis  S.  3.  6.  11;  Rolle  der  Schul - 
laster  S.  15.  16. 


Digitized  by 


Qoo^^ 


haben  möge,  es  mag  solche  Erkenntniss  angewendet  werden,  wo  man  sie 
will.  Da  denn  nie  erhöret  worden,  dass  ein  Zifferrechner  jemals  einige  6e« 
rechnung  angestellt  und  sich  vorgenommen ,  einen  Andern  mit  dem  Facit 
zu  betrügen,  d.  h.  ein  falsches  Facit  zu  erfinden  und  herauszubringen.  Ja 
es  kann  nicht  sein,  denn  sonst  würde  sich  ein  Rechner  selbst  betrügen,  weil 
das  Facit  zunächst  auf  den  Bechner  geht,  dass  dieser  ohne  Falsch,  gewiss 
und  richtig  messe,  was  die  Posten  geben ,  da  sonsten  in  dem  Wörterrech- 
nen in  den  Schulen  ordentlicher  Weise  die  Declamanten  einer  dieses 
Thema  und  der  andere  sein  ßegentheil  aufs  Scheinbarste  zu  defendiren 
und  zu  behandeln  angewiesen  werden,  unter  welchen  doch  eins  falsch  sein 
muss,  dadurch  man  keineswegs  den  Willen  zu  dem  Guten  wie  bei  dem 
Zifferrechnen  präpariret. 

2)  Bedachtsamkeit,  consideraniia.  Denn  wie  bedenkt  man  sich  beim 
Addiren,  Subtrahiren,  Multipliciren  und  besonders  beim  Dividircn,  dass 
man  auch  auf  das  erste  Mal  nicht  weit  abschreiten,  sondern,  wo  nicht  gänz- 
lich, so  doch  beinahe  treffen  möge.  Und  wenn  man  gleich  die  Kunst  des 
Dividirens  wohl  inne  hat,  und  den  Verstand  darin  schon  recht  erbaut,  so 
übereilt  man  sich  doch  nicht,  die  schon  erlangte  Weisheit  anzubringen, 
sondern  man  verfährt  bedachtsam,  sieht  sich  um  und  lernt  damit  auch  überall 
vorsichtig  handeln,  practicirt^s  in  der  geringen  Gattung  des  Objects,  in 
Ziffern:  warum  sollte  man  dadurch  sich  nicht  gewöhnen,  auch  in  wichtige- 
ren Sachen  die  Bedachtsamkeit  auszuüben,  wenn  man  nur  liebreich  und  in 
treuen  Worten  des  Oeftern  erinnert  wird. 

3)  Sittsamkeit,  modestia,  indem  nur  gegen  das  'Thier,  das  nicht 
rechnen  kann ,  eine  gewisse  Ueberhebung  entsteht,  aber  nicht  gegen  die 
Mitschüler,  welche  ebenfalls  rechnen  können.  Zwar  rechnen  nicht  alle 
gleich  fertig,  aber  wenn  auch  der  Eine  etwas  besser  rechnet,  so  hält  doch 
Jeder  jeden  Andern  auch  für  einen  Rechner,  so  dass  also  durch  das  Rech- 
nen die  Gemüther  zu  rechtschaffener  Liebe  des  Nächsten  verbunden  uqd 
aus  Feinden  leichtlich  Freunde  werden.  Das  Rechnen  hält  den  Dünkel, 
dass  man  Viel  wisse,-  fern,  denn  es  zeigt,  wie  viel  Realien  gelernt  werden 
müssen  und  wenige  davon  begriffen  werden  können. 

4)  Gleichmüthigkeit ,  aequanimiias.  Denn  obgleich  das  Addiren,  Sub- 
trahiren, Multipliciren  gleich  ein  geringes  Werk  ist,  dass  man  sich  schämen 
sollte  da  zu  fehlen  und  den  Fehler  zu  bekennen,  so  erkennt  man  doch  die 
menschliche  Schwachheit  auch  bei  dem  geringsten  Thun  und  schämt  sich 
nicht  zu  bekennen ,  denn  man  fehlt  nicht  gern  und  geschieht  der  Fehler 
nicht  aus  Vorsatz  *). 


1)  Die  vollständige  Darstellung  der  einzelnen  Tagenden,  mit  welchen  das 
Rechnen  „verübet**  wird,  findet  sich  in  Aristologistica  S.  185  ff.  Wir  citiren  da- 
her nur  die  Stellen,  in  welchen  Weigel  dasselbe  oder  Aehnliches  vorbringt;  Rolle 
der  Schnllaster  S.  11.  18.  35. 
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5)  Sanftmuth,  mansuetudo,  Vergnügung,  autarkia^  Geduld,  patientia^ 
Herzbaftigkeit,  forlitudo.  Die  beiden  ersten  baben  schon  Grund  in  gewis- 
sen Bechnungsarten,  z.  B.  bei  der  Brucbrecbnung  und  Algebra,  womit  auch 
die  Tapferkeit  herrlich  abgebildet  wird,  wenn  die  Gleichungen  endlich  bis 
auf  Null  getrieben,  ihre  beste  Lösung  daselbst  haben ^).  Besonders  aber 
die  Geduld.  Denn  bei  den  Ziffern  ^lernt  man  sitzen,  wenn  es  auch  ein 
müssiger  Vagant  sonst  wäre.  Wie  nun  langes  Sitzen  frischen  Leuten,  zu- 
malen  Kindern  eine  Qual,  ein  Schmerz  ist,  das  Zifferrechnen  diesen  aber 
eine  sonderliche  Lust  und  Freude  macht,  wenn  sie  ein  Facit  treffen  und 
errathen  lernen,  da  sie  so  gern  Rathens  spielen  (z.  B,  Spitzlein  oder  Knöpf- 
lein, Gerade  und  Ungerade) ,  so  sind  sie  denn  zufrieden ,  ob  sie  gleich  be- 
schwerlich sitzen,  sie  gewöhnen  sich,  ein  leiblich  Uebel  dem  Gemütbe  zum 
Besten  auszustehen  und  lernen  eine  Unannehmlichkeit  nicht  wie  die 
Uebrigen  als  ein  Unglück  zu  nehmen,  sondern  als  ein  freudiges  Thun,  als 
eine  Lust  und  als  ein  Spiel.  Die  Lust  beim  Rechnen,  Zeichnen  und  Aus- 
messen bringt  sie  zur  Geduld  mit  Freuden,  so  dass  sie  viele  Stunden  nach 
einander  arbeiten. 

Die  Tapferkeit  wird  angeeignet  durch  die  Wurzelausziehung.  Denn 
hier  soll  man  dividiren  und  hat  doch  keinen  Divisor,  man  muss  sich  also 
in  das  Nichts  hinein  wagen ,  um  einen  Divisor  zu  finden ,  der  die  Wurzel 
ist,  daraus  der  Leib  als  das  Product  entstanden.  Nämlich  du  bist  Erde  und 
von  der  Erde  und  also  mnsst  du  wieder  zur  Erde  werden.  Wenn  es  nun 
sein  muss ,  so  wag  man^s  frisch ,  dass  man  das  Product  aus  solcher  Wurzel 
wieder  erbaue  und  zur  Freud  einführen  lassen  könne,  da  das  Product  viel 
klärer  aus  der  Wurzel  producirt  wird ,  als  es  vor  der  Extraction  gegeben 
worden.  Man  bedenke  nur,  woher  der  Leib  entstanden  sei,  so  wird  man 
dessen  Tod  sich  nicht  befremden  lassen.  Lebt  doch  unsere  Seele  allezeit 
und  wird  nicht  mit  dem  Leibe  zerstört,  sondern  sie  steigt  nur  vom  Pferde, 
d^  unter  ihr  erschossen  oder  umgefallen  ist,  und  dient  dem  grossen  Herrn 
der  Heerschaaren  nunmehr  als  Engel  ohne  Leiblichkeit  gleichsam  zu 
Fuss  etc. 

6)  Die  Sprechtugenden:  Gesprächigkeit,  affabiliias,  Scherzhöflichkeit, 
urbanitas,  Verschwiegenheit,  tacilurnitas^  Wahrhaftigkeit,  veracitas.  Wie 
man  durch  die  Sprechkunst  lieblich  reden ,  durch  das  liebliche  Reden  (weil 
man  sich  sodann  selbst  gern  hört)  schwatzen,  durch  das  Schwatzen  plau- 
dern, plappern,  tröschen,  Schnappern,  nattern,  keifen,  beissen  lernt,  und 
sich's  leicht  angewöhnt,  so  lernt  man  durch  das  Rechnen  schweigen, 
denn  man  ist  gern  stille,  wenn  man  rechnet,  sonst  verdirbt  man^s,  wie  man 
denn  auch  einem  Stummen  alle  Zifferrechnung  lehren  kann. 

Besonders  ist  die  Wahrheit  dem  Zifferrechnen  eigen,  denn  da  muss 
Alles  wahr  sein ,  was  man  über  vorgegebene  Posten  spricht.    Man  gewöhnt 


1]  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst  §  19.  S. 

Digitized  by  VjOOQIC 


auf  den  deutschen  Universit.  im  17.  Jahrh.  Von  Dr.  Bartholom^i.    23 

sieb  zu  der  Wahrheit  durch  die  ZifferrechnuDg  so  sehr,  dass  man  auch  her- 
nach nicht  leichtlich  lügen  kann.  Ein  Rechner  als  solcher  kann  mit  Willen 
auf  kein  falsches  Resultat  hinarbeiten,  selbst  wenn  es  auf  das  Böse  gerichtet 
wäre.  Das  Rechnen  geht  eben  auf  den  Rechner,  das  Sprechen  aber  auf 
den  Hörer,  daher  kann  es  leicht  geschehen,  dass  mit  Fleiss  unwahr  gespro- 
chen wird.  Der  Sprecher  spricht  nur,  was  er  zuvor  gedacht,  spricht  also 
nichts,  als  was  er  will,  ein  Rechner  aber  findet,  was  er  vorher  noch  nicht 
gewusst  und  ist  streng  an  das  Resultat  gebunden*). 

7)  Sparsamkeit,  parsimonia.  Sparsam  ist  der,  welcher  das  Seine  zu 
Rathe  hält.  Nun  hat  aber  ein  Zifferrechner  zunächst  nichts  als  Ziffern. 
Diese  hält  man  beim  Zifferrechnen  so  zu  Rathe ,  dass  man  vergebens  keine 
in  die  Zeile  zu  schreiben,  keine  auszugeben  oder  auszulassen  sich  gewöhnt. 
Und  weil  die  Sparsamkeit  durch  gute  Ordnung  dessen,  was  man  hat,  be- 
fördert wird,  dergleichen  bei  dem  Zifferrechnen  ist,  womit  verursacht  wird, 
dass  mit  gar  wenig  Ziffern  eine  grosse  Vielheit  hergestellt  werden  kann. 

8)  Emsigkeit,  sedulitas.  Der  Fleiss  ergiebt  sich  von  selbst  bei  dem 
Zifferrechnen.  Denn  da  sitzt  man  oft  viel  Stunden  nach  einander,  etwas 
auszurechnen  und  lässt  nicht  nach  bis  man's  gefunden.  Und  dabei  gewöhnt 
man  sich  zum  Fleiss  auch  anderweit. 

9)  Massigkeit  und  Nüchternheit,  frug<tlUas  und  sobrieias.  Denn  wenn 
man  beim  Addiren  nicht  mehr  darf  in  die  Summe  bringen,  als  man  durch 
Subtraction  der  Posten  von  der  Summe ,  dass  nichts  übrig  bleibt ,  wieder 
nehmen  kann,  so  soll  man  nicht  mehr  in  den  Magen  füllen  oder  zu  sich 
nehmen,  als  die  Zehrkraft  consumiren  kann,  wenn  sie  von  einem  Mal  zum 
andern  subtrahirt  oder  abzieht. 

10)  Keuschheit,  casiitas.  Wenn  den  Kindern  das  Fressen,  Saufen, 
Naschen,  Schlucken  verleidet,  und  sie  von  der  Leibeslust  ab  und  zur  See- 
lenfreude angewöhnt  worden  bis  die  Jahre  der  Geilheit  ihres  angeborenen 
Thieres  kommen,  ist's  nur  halbe  Mühe^  dieselben  auch  in  diesem  Stücke 
zur  Tugend  durch  die  Rechnung  zu  gewöhnen.  Denn  sie  wissen,  dass  man 
nicht  eher  darf  mnltipliciren,  bis  man  das  Addiren  und  Subtrahiren  gelernt 
hat,  d.  h.  dass  man  in  seinem  Stande  so  viel  addirt  (erworben)  hat,  als 
beim  Haushalten  täglich  muss  subtrahirt  werden,  so  dass  auch  nach  unserem 
Tode  zum  Dividiren  für  unsere  Erben  noch  etwas  übrig  bleibe. 

11)  Die  Geberdentugenden:  Stellhöflichkeit,  civilitas,  Gleichberdig- 
keit,  comilas^j  Anständigkeit rfec(?/i/ia 3),  Schamhaftigkeit,  verecundia.  Denn 
wie  die  Ziffern  alle  nett,  gleichsam  geputzt  geschrieben  als  in  schöner  Ord- 
nung, als  in  Gliedern  und  Reihen  neben  und  hinter  einander  vorgestellt 


1)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst  S.  13. 

2)  „Dass  man  sich  eines  Hauses  oder  Landes  oder  Freundes  sonst  unschul- 
diger Weise  gefallen  lässt,  so  lange  man  da  ist,  dass  man  ihm  zu  Ehren  auf 
solche  Weise  mitmacht. '* 

3)  „Bei  Grossen  heisst  die  Tugend  Ernsthaftigkeit,  gi'avitas.^^ 
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werden  müssen,  so  kann  man  die  Kinder  leichtlich  damit  hedenten,  dass 
sich  auch  die  Menschen  gegen  einander  so  hezeigen  müssen,  dass  sie  nicht 
wie  Hunde  und  Katzen ,  Schweine  und  dergleichen  durch  einander  unge- 
herdig  laufen,  sondern  rittermässig,  wie  die  Ritter  und  Soldaten,  Ordnang 
halten  müssen. 

12)  Die  Affectentugenden.  Denn  Jeder,  der  mit  rechnet,  muss  Jeden 
für  einen  Menschen  halten  und  die  Leutseligheit  humaniias  üben,  weil  ein 
Mensch  ist  animaUim  rationale ^  ein  mit  Rechenschaft  begabter  Lebling. 
Dazu  kommt  henevolenlia^  die  WohlwoUigkeit.  Denn  man  sieht  es  trefflich 
gern,  wenn  mehr  als  einer  rechnet,  weil  man  keiner  andern  Frohe  bedarf, 
als  die  sich  bei  so  Vielen  selber  giebt.  Denn  wenn  Viele  mit  einander  rech- 
nen, jeder  heimlich,  jeder  für  sich,  bringen  aber  Alle  oder  doch  die  Mei- 
sten und  Besten  eben  ein  Product,  so  ist's  nahe  bei  der  Wahrheit  und  Ge- 
wissheit. Wer  nun  einem  einen  Vortheil  thut,  den  hat  man  lieb  und  will 
ihm  wohl,  also  muss  die  Benevolenz  durch  da«  Rechnen  angewöhnt  werden. 
Welches  aber  auch  von  der  Eintracht  zu  gedenken,  dass  oft  sonst  wider- 
wärtige Köpfe,  die  einander  Feind  gewesen,  wenn  sie  in  Collegiis  die 
ZifferrechnuDg  mit  einander  ausgeübet,  daher  Gelegenheit  bekommen,  von 
freien  Stücken  wieder  Freund  zu  werden.  Denn  man  kann^s  nicht  lassen 
bei  dem  Zifferrechnen,  der  Eine  muss  den  Andern  an-  und  nachfragen,  ob 
er  einerlei  Product  mit  ihm.  Da  zieht  denn  bald  die  Einigkeit  der  Rech- 
nung die  Gemüthseinigkeit  nach  sich.  DieRathgebigkeit  und  Folgeleistang, 
ohseqaentia  y  kann  nicht  besser  als  durchs  Rechnen  angewöhnt  werden. 
Denn  wie  alle  Rathserfindung  ohnedies  nichts  ist,  als  eine  Rechnung,  so 
lässt  sich  Einer  bei  der  Zifferrechnung  von  dem  Andern  gern  rathen, 
schämt  sich  nicht  zu  folgen.  Denn  die  Probe  giebt's,  dass  der  Rath  gut 
und  die  Folge  richtig  sei. 

13)  Die  Werktugenden  bekommen  ihi  Mass  und  ihre  Weisung  durch 
das  Rechnen^).  Die  Gerechtigkeit  hat  ihren  Sitz  in  der  Rechenkunst.  Die 
Gutthätigkeit,  beneficienlia,  wird  beim  Subtrahiren  klar  gemacht,  da  man  oft 
borgen  muss,  und  ist  der  Nachbar,  ob  er  gleich  viel  höher  ist,  dennoch  alle- 
zeit parat,  auch  ohne  Zins  etwas  herzuleihen.  Durch  das  Proportioniren 
wird  eingeflösst  und  angewöhnt  die  Liebe  zum  gemeinen  Wesen  und  der 
gerechte  Wandel  in  demselben,  denn  beide  beruhen  auf  Harmonie  und 
Proportion." 

„Daher  muss  ein  Rechenkind  ganz  unvermerkt  und  lieblich,  gleichsam 
im  Schlafe  zur  Fertigkeit  der  Tugend  in  kleinem  Massstabe  gelangen. 
Dieser  kleine  Massstab  wird  bei  zunehmendem  Alter  von  selbst  immer 
grösser  und  zuletzt  vollkommen,  wenn  nur  der  Rechenlehrer  nicht  vergisst, 
den  Kindern  die  Tugendübung,  welche  unvermerkt  im  Rechnen  liegt,  zu 
entdecken  und  dieselbe  auch  sonst  auf  die  in  der  Schule  vorfallenden  Thä- 


1)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst  S.  23.  24. 
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tigkeiten  und  Verrichtungen,  auf  das  Lehen  der  Schule  wie  in  einem  Staate 
anzuwenden.  Denn  wenn  man  diesen  Nutzen  des  Kechnens  verschweigt, 
und  das,  was  dem  kleinen  Massstabe  nach  hekannt  ist,  nicht  immer  auf 
Grösseres  anwendet,  so  kommt's,  dass  ein  erwachsener  Kechenknabe,  ja 
mancher  Rechenmeister  ausser  seinem  Rechnen  sich  ganz  unrechenmässig 
und  untugendhaft  bezeigt. '^ 

Nimmt  man  zu  diesem  practischen  und  pädagogischen  Nutzen  der 
Mathematik  noch  hinzu,  dass  Weigel  in  ihr  die  deutlichsten  und  richtigsten 
Principien  und  in  ihrer  Vernachlässigung  eine  „Schwächung  wo  nicht  gar 
Zerreissung  des  gesammten  Wissenschaftsbaues"  erblickte,  so  ist  es  erklär- 
lich, dass  er  fort  und  fort  für  die  Verbreitung  mathematischer  Kenntnisse 
thätig  war.  Erforderte,  dass  Mathematik  in  allen  Schulen,  auch  in  den 
niedrigsten,  getrieben  würde  und  zwar  nicht  jejune^  sondern  usualiter  zum 
Nutzen  des  gemeinen  Wesens,  dass  das  alte  „wi^^fig  aysoafiiiQTjzog  siaircol^' 
beachtet  und  dass  „nicht  leichtlich  ein  Universitätsprofessor  angestellt 
würde,  der  nicht  die  so  friedsame  mathesin  Euclideam  gutes  Theils  begriffen 
habe"  ').  Die  Vernachlässigung  der  vier  freien  Künste  und  besonders  die 
der  Arithmetik  und  Geometrie  hielt  er  für  eine  Hauptursache  des  Verfalls 
der  deutschen  Schulen  und  der  deutschen  Wissenschaft.  Die  Schulen  ver- 
fielen, „als  die  vier  freien  Künste,  die  Arithmetik  oder  Rechenkunst,  die 
Geometrie  oder  Ziel-  und  Wendekunst,  die  Astronomie  oder  Weltkunst, 
die  Musik  oder  Harmoniekunst  aus  den  Kinder-  und  Knabenschulen  ver- 
trieben wurden,  bis  auf  die  Vocalmusik  und  bis  hie  und  da  aufs  Rechnen, 
welches  auf  einer  sonderlichen  und  verächtlichen  Bank  noch  für  die  ge- 
duldet wurde ,  welche  nicht  studiren  sollten ,  und  nicht  einmal  die  rechte 
Rechenkunst  und  Weisheit  war."  Er  hielt  es  für  die  Pflicht  seiner  Profes- 
sion, für  die  Einführung  der  Mathematik  in  die  Schulen  und  für  ihre  För- 
derung zu  wirken,  und  errichtete  seine  Jugend-  und  Tugendschule,  um  in 
ihr  den  grossen  pädagogischen  Nutzen  der  Mathematik  zur  Anschauung  zu 
bringen  ^).  Der  Widerstand ,  welchen  er  bei  seinen  Collegen  und  den  Re- 
gierungen fand,  war  wohl  die  Hauptursache,  weshalb  seine  Bemühungen  im 
Ganzen  ohne  erheblichen  Erfolg  blieben. 

III.    Astronomie. 

Wenn  man  von  der  Geoscopia  Selenitarum  absieht,  so  begann  Weigel 
seine  schriftstellerische  Thätigkeit  in  der  Astronomie  im  Jabre  1661  mit 


1)  Acta  des  Mathematici  Weigels  etc.;  Vorstellung  der  Kunst-  und  Hand- 
Werke  S.  110. 

2)  Idea  totius  encyclopaediae  matb.  phil.  Jenae  1671.  S.  288;  FortsetzuDf;^ 
des  Himmolszeigers  S.  40.  41;  Unmassgebliche  mathematische  Vorschläge,  betref- 
fend einige  Grundstücke  des  gemeinen  Wesens.  Jena  1682.  II,  §  3  —  §  5.  Zugabe; 
Von  der  Wirkung  des  Qemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst;  Acta  des  Mathema- 
tici Weigels  etc. 
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dem  Hhnmelsspiegel.  Die  Armseh'gkeit  seiner  Mathematik  gestattete  ihm 
nicht,  sich  zu  den  höheren  Problemen  der  Wissenschaft  za  erheben,  und 
wo  seine  Mathematik  ausreichte,  versperrte  er  sich  den  Weg  zur  richtigen 
Erkcnntniss  durch  seine  Theologie.  Die  Welt  war  ihm  vorzugsweise  „ein 
Schauplatz  der  Werke  Gottes  und  ein  herrlicher  Palast,  in  dessen  Mittel- 
puncto  Gott  der  Albnächtige  dem  Menschen  eine  Stelle  eingeräumt  hat, 
von  der  aus  er  dieses  aus  Nichts  erschaffene  künstliche  Werk  rings  umher 
beschauen  und  seinen  Schöpfer  dadurch  erkennen,  fürchten  und  liehen 
lernen  möge.  Der  Himmel  ist  des  Geistes  wegen  da  und  steht  um  die  Erde 
als  ein  fest  geschlossenes  Gewölbe  mit  unzählig  vielen  Sternen  und  güldenen 
Buckeln  geziert^).  Der  Himmel  giebt's  augenscheinlich  und  sonnenklar  zu 
verstehen ,  was  wir  auf  deutsch  gereimt  zu  sagen  pflegen 

Alles,  WAS  wir  haben, 
Das  'sind  Gottes  Gaben. 

Zwar  nicht  mit  Worten  giebt's  der  Himmel  zu  verstehen,  er  läset  uns  auch 
selten  seine  Donner  in  die  Ohren  gellen ,  aber  er  macht  Mienen ,  als  wollte 
er  mit  uns  reden,  als  ob  die  Sternlichter  eitel  feurige  Zungen  wären.  Denn 
die  Sterne  ziehen  schön  geputzt  in  ihrer  Ordnung  auf  und  winken  alle  mit 
subtilem  Blinkern.  Die  Sonne  scheint  so  helle  und  sticht  uns  so  heiss  anf 
die  Haut,  dass  auch  die  Blinden  aufmerken  müssen.  Der  Mond  verstellet 
gar  oratorisch  sein  Gesicht  und  wendet  es  bald  da  bald  dorthin,  dass  ein 
Jeder  wohl  daran  vermerken,  sehen,  fühlen  und  empfinden  mag,  er  habe 
uns  etwas  Wunderbares  und  höchst  Wichtiges  mitzutheilen  und  vertranlich 
zuzubringen.  Der  Himmel  macht  ein  Heergesebrei  und  ruft  mit  vollem 
Halse  so  vieler  Tausend  Gottes-Söldner,  grosser  und  kleiner  Sterne,  nicht 
allein  die  Atheisten  zu  gewinnen ,  sondern  auch  die  Träumenden  und  Un- 
achtsamen zur  fleissigen  Besinnung  aufzumuntern.  Mich  däucht,  ich  höre, 
was  der  Himmel  ruft,  indem  er  oft  concertenweis,  oft  im  gesammten  Chor, 
oft  auch  einstimmig,  wie  jetzt  durch  des  ungemeinen  Sterns,  des  Kometen 
grausame Bassstimmc  intonirtund  spricht:  Bedenke  doch,  o Mensch,  dass  da 
das  morgende,  Leben  noch  nicht  habest**^).  Dieser  theologische  Anstrich 
passte  vielleicht  auf  die  Kanzel,  aber  nicht  in  ein  Lehrbuch  der  Astrono- 
mie, sondern  musste  hier  alle  höhere  Auffassung  im  Werden  ersticken. 
Schon  die  allgemeine  Weltauffassung  war  mindestens  eine  leichtsinnige^ 
denn  er  hielt  das  Universum  für  eine  Kugel,  weil  es  von  Innen  als  solche 
erscheine ,  wenigstens  erblickte  er  hierin  einen  Wahrscheinlichkeitsbeweis. 
Eben  so  sonderbar,  um  nicht  zu  sagen  leichtsinnig,  beantwortete  er  die 
Frage  von  der  Bewohnbarkeit  der  Sterne  in  Bezug  auf  den  Mond  dahin, 
es  widerspräche  zwar  nicht  der  göttlichen  Allmacht  und  der  Vernunft,  dass 


1)  Fortsetzung  des  Himmelsspief^ele.  Jena  1665.  S.  1.  2;  Himmelszeiger.  Jeoa 
1681.   S.  3. 

2)  Fortsetzung  des  Himmelszeigers  B.  29.  r-^  j 
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Werke  Gottes  betrachteten  und  bewunderten ,  aber  es  wäre  der  heiligen 
Schrift  zuwider,  nach  welcher  das  Menschengeschlecht  von  Adam  ab- 
stammte, die  Erde  und  nicht  den  Mond  bewohnte,  und  die  Sterne  zum 
Dienste  des  Menschen  bestimmt  wären.  Sein  Schluss  war  daher,  es  sei 
überflüssig,  mit  der  Laterne  des  Diogenes  Menschen  anderwärts  als  auf  der 
Erde  zu  suchen^).  Noch  mehr  werden  wir  den  verderblichen  Einfluss  der 
Theologie  im  Einzelnen  wiederfinden. 

1.    Sternbilder  und  Namen. 

Die  Namen  der  Sternbilder  waren  Weigel  wegen  ihres  heidnischen 
Ursprungs  ein  Greuel.  Für  die  aus  der  heiligen  Geschichte  von  Schiller  2) 
vorgeschlagenen  Namen  konnte  er  sich  jedoch  nicht  entscheiden.  Dagegen 
stimmte  er  Schickard ^)  bei,  welcher  die  alten  Sternbilder  mit  biblischen 
Personen,  Gegenständen  und  Verhältnissen  in  Beziehung  brachte  (Him- 
melsspiegel). 

„Statt  der  alten  mehrentheils  abscheulichen  und  fabulosen  Bilder,  womit 
die  Poeten  den  sonst  reinen  Himmel  beschmitzt,  und  der  abgeschmackten,  so 
gar  garstigen  Possen,  wollte  Weigel,  dass  Gottes  und  der  klugen  Menschen 
Werke  ,  Ordnungen  und  Thaten  am  Himmel  betrachtet  würden."     Da  nun 
der  Himmel  zu  dem  Erstem  ohne  unser  Zuthun  anreizt,  so  blieb  ihm  nur 
übrig,   die  menschlichen  Angelegenheiten  an  den  Himmel  zu  bringen.    Er 
wählte  die  Wappen  der  Potentaten.    Diese  jeder  höheren  Idee  bare  Wahl 
lässt  sich  nur  daraus  erklären,  dass  er  eben  so  wie  seine  Zeitgenossen  in 
dem  von  Luther  erfundenen  oder  wenigstens  auf  die  Spitze  getriebenen 
Dogma  vom  Unterthanenverstande  befangen  war.     Denn    er  besass  eine 
ziemliche  Portion  Devotion  gegen  die  Grossen  dieser  Welt,  und  nahm  so- 
gar an  den  Planeten  „ein  Exempel,  wie  die  Unterthanen  und  Diener  ihre 
Oberherren  respectiren  und  ehren  sollten"^). 

Aehnlich  wie  die  Sternbilder  ihn  nach  Schickard's  Anleitung  an  die 
heilige  Geschichte  erinnerten,  so  nach  Riccioli  die  Planeten  an  die  7  Engel 
der  Offenbarung. 

2.    Das  Sonnensystem. 

Weigel  erkannte  ganz  wohl,  dass  die  grossen  Geschwindigkeiten  der 
Himmelskörper  bei  ihrer  täglichen  Bewegung  höchst  auffällig  wären ,  sah 
ein,  dass  die  etwaigen  Mondbewohner  nichts  von  der  Axendrehung  ihres 
Wohnplatzes  spüren ,  sondern  die  Bewegung  der  Sonne  zuschreiben  wür- 


1]  Geoscopia  Selenitarum. 

2)  Coelum  stellatum  Christianum  Aug.  Vind.  1627. 

3)  Astroscopium  Ulm.  1659. 

4)  Speculum  uranicum;  Der  europäische  Wappenhimmel. 
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den,  ja  er  sachte  sogar  a  priori  zu  beweisen ,  dass  sich  die  Erde  bewegte 
und  machte  auf  das  keplersche  System  als  das  aufmerksam,  durch  welches 
die  Schwierigkeiten  des  ptolemäischen  beseitigt  würden,  aber  dennoch  hielt 
er  in  Anbetracht  der  Bibeliehre  dafür,  „dass  man  hierin  als  in  natürlichen 
und  für  die  Seligkeit  gleichgültigen  Dingen  keinen  gewissen  Schluss 
machte^S  verwies  auf  das  eigne  Nachdenken ')  und  folgte  seinerseits  dem 
Ptolemäus. 

Diese  Widersprüche,  welche  Weigels  Astronomie  drückten,  scheinen 
ihm  selber  nicht  den  mindesten  Kammer  verursacht  zu  haben.  Dass  er 
sich  nicht  zu  Kepler  erheben  konnte,  mochte  zum  Theil  in  der  Ortho- 
doxie Jena's  begründet  sein;  aber  sicher  nur  zum  kleinsten  Theil,  denn  er 
scheute  in  andern  Dingen  den  Widerspruch  seiner  orthodoxen  CoUegen 
durchaus  nicht  und  masste  sogar  erleben ,  dass  ihn  die  Philosophen  nicht 
in  ihrem  „collegio  dulden"  wollten.  Wahrscheinlich  blieb  er  an  Ptolemäns 
kleben,  weil  er  eine  der  Bibellehre  zuwiderlaufende  Lehre  selbst  für  schäd- 
lich oder  gar  für  falsch  hielt,  denn  er  war  sowohl  bibelfest  als  bibelglänbig. 

Die  Sonne  hielt  Weigel  für  eine  glühende  und  geschmolzene  Masse. 
Er  schloss  dies  aus  ihrem  Glänze  und  ihrer  Hitze  und  aus  den  Yerän- 
derungen  ihrer  Oberfläche,  welche  nichts  Anderes  als  Aufwallungen  sein 
könnten^). 

Die  Erde  hat  die  Gestalt  einer  Kugel.  Den  Beweis  dieses  Satzes  fand 
Weigel  in  dem  allmäligen  Sichtbarwerden  oder  Verschwinden  der  Gegen- 
stände, wenn  man  sich  ihnen  nähert  oder  von  ihnen  entfernt,  und  in  der 
Form  des  Erdschattens  bei  den  Mondfinsternissen.  Doch  machte  er  sich 
augenscheinlich  von  dieser  Kugelgestalt  eine  falsche  Vorstellang,  denn 
nicht  nur  sprach  er  von  einem  declivischcn  und  einem  acclivischen  Hori- 
zonte, sondern  bewies  auch  alles  Ernstes,  dass  das  Wasser  Berge,  aber 
keine  Tiefen  bilde  3). 

Zu  Keplers  Ansicht,  dass  Ebbe  und  Fluth  durch  den  Mond  bewirkt 
würde,  bemerkte  er:  „Man  muss  sehr  krumm  herum  denken,  wenn  man 
innerhalb  24  Stunden,  während  welcher  Zeit  sich  der  Mond  nur  ein  Mal 
um  die  Erde  bewegt,  zwei  Mal  Ebbe  und  Fluth  bekommen  soll"  und  steUte 
dagegen  die  folgende  Theorie  auf:  1)  Die  Sonne  kommt  in  24  Stunden 
ein  Mal  um  die  Erde  herum  und  erwärmt  in  den  Tropengegenden  die  Luft 
und  das  Wasser.  2)  Durch  die  Wärme  steigt  das  getroffene  Stück  der  Luft 
viel  höher  als  die  ringsherum  liegende  Luftmasse,  in  geringerem  Grade 
auch  das  Wasser.  3)  Die  nach  und  nach  so  aufgerührte  Luft  giebt  einen 
beständigen  Ostwind.   4)  Der  Gang  der  fortrollenden  Luft  treibt  das  Was- 


1)  Speculum  uranicum;   Geoscopia  Selenitarum  j    Pendalam  ex  Tetracty  de- 
ductum.  Jenae  1674;   Cosmologia.  Jenae  1680.    D.  4. 

2)  Fortsetzung  des  Himmelsspiegels  S.  19. 

3)  Cosmologia  A;  Fortsetzung  des  Himmelsspiegels  S.  ^  91.  92r  96. 
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ser  unter  ihr  aus  der  Stelle.  Dieses  kehrt,  wenn  der  Druck  aufhört,  wieder 
zurück,  das  Meer  schwingt  also  6  Stunden  hin  und  6  Stunden  zurück ,  wo- 
bei sich  bei  der  Wendung  etwa  eine  Viertelstunde  einschleicht.  5)  Das 
einmal  in  Schwingung  gerathene  Wasser  setzt  nun  die  Schwingungen  von 
selber  fort,  ebenfalls  6  Stunden  hin  und  6  Stunden  zurück  und  mit  einer 
Viertelstunde  Wendung.  Die  vier  Schwingungen  machen  also  mit  der  dop- 
pelten Wendung  25  Stunden.  6)  „Ehe  der  letzte  Schwank  aus  und  absol- 
virt  ist,  da  kommt  ihm  nach  24  Stunden  die  Sonne  entgegen  und  drückt 
noch  einmal  westwärts,  der  letzte  Schwank  aber  widerstehet  etwas,  hemmt 
des  Monats  Unterscheids  8.  Theil  und  geht  die  Fiuth  nach  25  Stunden 
so  viel  schwächer  wieder  westwärts  ein".  7)  „Des  monatlichen  Unter- 
scheids 8  Achtel  werden  in  8  Tagen  aufgehoben  und  so  lange  bringt  auch 
der  Mond  von  einem  Schein  zum  andern  zu,  da  zeigt  der  Schein  des  Mondes 
die  schwächste  Ebbe  und  Fluth."  8)  „Die  westwärts  drückende  Sonne 
trifft  hierauf  bei  ihrer  Wiederkunft  den  Schwank  des  Meeres  auch  gegen 
Westen  aber  immer  schon  geneigter  und  geneigter  an ,  dass  in  8  Tagen 
8  Achtel  des  Unterscheids  im  Schwange  wieder  wachsen.  Da  zeigt  der 
Gegenschein  des  Mondes  die  stärkste  Ebbe  und  Fluth  etc.",  womit  die  mo- 
natliche Periode  erklärt  sein  soll.  9)  „Dazu  kommt  der  jährliche  Unter- 
scheid zu  Hülfe,  indem  die'Sonne  in  der  Zona  iorrida  stärker  als  daneben 
drückt,  dass  im  Frühling  und  Herbst  grösserer  Uhterschied  zu  spüren  ist, 
als  im  Sommer  und  Winter."  10)  „Wie  sich  nun  der  Schwank  zu  dem 
Ufer  wohl  oder  übel  schicket ,  so  spürt  man  daselbst  unterschiedene  Ebbe 
und  Fluth  1)." 

3.    Der  Kalender. 

Am  Eingehendsten  beschäftigte  sich  Weigel  mit  der  Zeit  und  dem  Ka- 
lender und  erwarb  sich  durch  seine  auf  die  Verbesserung  des  letzteren  ge- 
richteten Bestrebungen  nicht  geringes  Verdienst.  Am  12.  Nov.  1663  gab 
ihm  die  Regierung  den  Auftrag,  die  „Conformationis-  oder  Mittel-Calender 
Jacobi  Elrodii"  zu  begutachten.  Nachdem  er  „denselben  mit  allem  Fleisse 
durchgelesen  und  nach  den  chronologischen  pnncipns  überleget,  befand  er: 
1)  das  Werk  Ist  „der  Form  nach  ziemlich  ohscur  und  das  Fundament  mei- 
stens versteckt",  2)  es  steht  dem  gregorianischen  Kalender  nach.  Um 
seine  Ansicht  zu  begründen ,  arbeitete  er  den  Zeitspiegel  aus  und  schickte 
am  9.  März  1664  einen  Auszug  aus  demselben  an  den  Herzog,  „bis  der 
vollständige  Tractat  auf  E.  fürstl.  Dui'chlaucht  gnädigsten  Consens  vermit- 
telst eines  Verlegers  zum  Druck  befördert  werden  möchte"^).  Er  selbst 
entschied  sich  für  den  gregorianischen  Kalender  mit  der  Modification,  dass 


J)  Himmelszcigor  S.  36  ff. 

2)  Acta  des  Mathematici  Wcigels  etc.  ^-^  , 
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der  Vollmond  nach  dem  Frühlingsäquinoctium  und  dieses  selbst  astrono- 
misch festgestellt  würden  ^). 

Der  Himmel  ist  ein  Kichtungs-  und  Zeitin strument.  In  beiderlei  Hin 
sieht  sehr  nützlich  und  nothwendig^);  besonders  aber  als  Zeitinstmment. 
„Denn  Zeit  wird  nicht  mit  der  Einheit  der  Maligkeit  gemessen ,  denn  der 
Wechsel  wird  sogar  geschwind  verübt,  dass  man  die  kürzeste  Währung 
eines  Males  als  das  Mass  der  Zeit  nicht  haben  kann.  Dieses  giebt  der  Hin. 
mel,  die  grosse  selbstumgehende,  selbstzählende  und  selbstschnappende 
Lebenshaspel.  Der  wickelt  selber  auf  und  zählt  die  Wickel,  ja  die  klein- 
sten Währungen  davon ;  die  zählt  er  mit  Verrückung  seiner  Sterne,  sonder- 
lich der  Sonne  und  des  Mondes,  zeiget  jede  ganze  Wickelung  mit  siclit- 
barer  Abwechselung  des  Lichtes  und  der  Finsterniss,  wir  heissen's  Tag 
und  Nacht.  Er  fährt  im  Aufwickeln  bin  und  her  und  macht  Gebinde,  Zah- 
len, Strähnen,  hcissen  Wochen,  Monate,  Jahre.  Ja  der  Himmel  meldet 
auch  die  Zahl  der  Jahre,  zeichnet  sie  mit  Finsternissen,  Adspecten  nnd 
Planeten,  rechnet  selbst  und  setzt  das  Facit  allemal  zur  Schau  vor  Augen. 
Und  Gott  muss  die  Umdrehung  des  Himmek  selber  ausfuhren ,  der  nnbe- 
schreiblicli  grosse  Herr,  bei  dem  selbst  kein  Unterschied  der  Zeit  sein  kann, 
der  alle  Augenblicke  zugleich  und  auf  einmal  allen  Völkern,  diesen  hier 
ihr  Morgenbrod  iind  Frühstück,  andern  dort  eben  dazumal  das  Mittags- 
essen, weiter  andern  eben  damals  das  Vesperbrod  und  aber  andern  ehen 
dazumal  die  Abendkost  darreicht  und  giebt:  die  übrigen  lässt  er  schlafen 
und  bereitet  ihnen  unterdessen  Speise**'). 

Damit  haben  wir  in  Gedanken  die  Reise  um  die  Erde  in  Aequator- 
richtung  gemacht  und  werden  an  den  Tag  Gewinn  oder  Verlust  erinnert, 
den  eine  solche  mit  sich  bringt.  Weigel  machte  dieses  Verhältniss  in  fol- 
gender Weise  anschaulich:  ,,Wenn  zwei  Schiffe  von  demselben  Orte,  das 
eine  gegen  Abend,  das  andere  gegen  Morgen  reisen,  so  müssen  sie  auf 
halbem  Wege  einander  begegnen  und  daselbst  jedes  schon  die  Hälfte  eines 
Tages  zur  Differenz  am  ersten  Orte  bei  sich  führen,  das  eine  Schiff  einen 
halben  Tag  zu  wenig,  das  andere  zu  viel.  So  grüsset  nun  ein  Schiff  am 
Sonntag  mit  geputzten  Passagieren,  das  andere  dankt  mit  ungeputzten 
Passagieren  in  schwarzen  Krausen  am  Samstag**^). 

In  Bezug  auf  die  Zeitrechnung  und  den  Kalender  herrschte  hei  den 
Zeitgenossen  Weigels  grosse  Unwissenheit.  „Wie  der  gemeine  Mann  — 
klagte  er  —  der  von  der  Kechnung  nichts  weiss,  so  ist  wer  unter  den  Prie- 
stern, der  die  Ostern  nach  dem  Cyclus  abzählet  und  nicht  in  dem  Kalender 
suchet?  Wie  viel  sind  aber  unter  den  Kalenderschreibern,  welche  die 
Ostern  nach  der  Kechnung  und  nicht  nach  den  Ephemeriden  in  donKalen- 


1)  Zeitspiegel  S.  96  ff.;  Himmelszeigor  S.  17. 

2)  Ilimmelszeiger  S.  9.  10. 

3)  Fortsetzung  des  Himmelszeigcrs  S.  17  —  19,  20—26. 

4)  Zeitspiegcl  S.  7G. 
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£)phemeriden  gemacht,  die  Priester  verlassen  sich  aaf  die  Kalender,  der 
gemeine  Mann  fastet  und  feiert,  wie  es  ihm  der  Priester  von  der  Kanzel 
verkündigt.  Das  ganze  wichtige  Werk  der  christlichen  Fest-  und  Feier- 
tage beruht  also  auf  einem  einzigen  gelehrten  Manne,  der  die  Ephemeriden 
ausarbeitet  und  nach  den  Cyclen  die  Festtage  mit  angiebt.  Hat's  dieser 
wohl  getroffen,  so  treffens  die  Kalenderschreiber  auch;  hat  er  irgend  ge- 
fehlt, so  fehlen  alle  haufenweise."  Nicht  mit  Unrecht  hielt  er  dafür,  dass 
solche  Unwissenheit  dem  deutschen  Volke  zur  Schande  gereichte.  „Die 
Türken  lernen  ihre  stets  veränderliehe  und  wunderbarliche  Mondjahre 
nicht  nur  nach  Tagen ,  sondern  auch  nach  Stunden  und  Minuten  ausrech- 
nen." Eben  so  die  Perser.  „Die  in  Kunstsacben  sonst  so  dumme  Juden 
begreifen  und  berechnen  ihren  Festkalender  gar  wohl.  Diese  ungeschick- 
ten Völker,  die  nicht  Latein  gelernt,  können  in  ihren  Schulen  die  astrono- 
mische Rechnung  begreifen  und  wir  Gelehrte,  die  wir  die  lateinische 
Sprache  bis  in's  zwanzigste  Jahr,  die  Logik  aber  bis  in's  dreissigste  studi- 
ren,  sollten  ihnen  hierin  nicht  gleichkommen?  Möchten  wir  doch  lieber 
Grammatik  und  Syntax,  Terenz  und  Plautus  daran  geben  und  uns  unter- 
dessen mit  der  Muttersprache  nächst  der  Tugendlehre  den  rechten  Grund 
zur  Wissenschaft  und  zu  den  Kunsterfindungen  in  fähigen  Jahren  aneig- 
nen ,  damit  unsere  studirten  Leute  bis  ins  hohe  Alter  nicht  unwissender 
bleiben  als  jene  Völker,  welche  kein  Latein  gelernt  haben  ^)." 

Ganz  besonders  war  Weigel  über  die  beim  ,, Pöbel"  —  und  was  war 
damals  nicht  „Pöbel"?  —  so  leicht  verfangende  „Wahrsagerei"  der  Kalen- 
der erbittert.  „Die  ganze  Arbeit  der  Kalendermacher  besteht  in  dem  Pro- 
gnosticiren  oder  auf  deutsch  Wahrsagen  oder  noch  besser  deutsch  Lügen. 
Und  dabei  ist  der  Betrug  ganz  offenkundig.  In  dem  Capitel  vom  Kriege 
richten  sie  sich  nach  den  Avisen,  in  dem  Capitel  von  den  Krankheiten  er- 
zählen sie  bisweilen  alle  Beschwernisse  vom  Kopf  bis  auf  die  Füsse,  darun- 
ter zum  Wenigsten  allemal  eins  treffen  muss.  Im  Capitel  von  allgemeinen 
Zufällen  stellen  sie  Alles  auf  Schrauben  und  helfen  sich  damit,  dass  wenn 
Etwas  an  einem  Orte  nicht  eintreffe,  es  für  den  andern  gelte  etc.  Zuerst 
fing  man  mit  dem  Wetter  an,  als  dies  aber  toleriret  wurde,  ging  man  weiter, 
und  sie  haben  von  Krieg  und  Frieden,  von  allerlei  Bündnissen,  von  Ver- 
änderungen der  Länder  und  Königreiche,  vom  Fall  und  Wachsthum  hoher 
fürstlicher  Hänser,  von  Tugend  und  J^aster^der  Potentaten,  von  hunderter- 
lei dergleichen  Glücks-  oder  Unglücksfällen  und  höchst  nachdenklichen 
leider  willkürlichen ,  mehr  ihre  nur  aus  bioser  Muthmassung  mit  Vorwand 
dieses  oder  jenes  unschuldigen  Adspects  also  ungescheut  herausgeflossenen 
Wahrsagungen  dem  ausgeschriebenen  Jahrbucho  angeschmitzet.  Sie 
streuen  wider  hohe  Potentaten,  Staaten,  Länder,  Städte,  Nationen  und  Ge- 


1)  Zeitspiegel  S.  80. 
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schlechter  schimpfliche  Pasquille  ans  und  hemänteln  sie  mit  dem  Deckel 
des  unschuldigen  Himmels"  und  bringen  die  Mathematik  in  Misscredit '). 

Ebenso  eiferte  Weigel  dagegen ,  dass  neben  den  Namen  der  Heiligen 
so  viel  „ Kinderludeln ,  Drudenfüsse,  Bartscherlein,  Lassköpflein ^  Pillen- 
pünctlein  und  dergleichen,  wie  auch  viele  Sybillensprüche  im  sogenannten 
Lügenfelde  angesetzt"  wurden.    • 

Er  verurtheilte  die  Wahrsagereien  schon  aus  dem  Grunde,  weil  die 
Kalender  „allgemeine  ehrbare  bürgerliche,  ja  geistliche  Kirchenbücher" 
waren,  noch  mehr  aber  wegen  ihres  äusseren  und  inneren  Schadens.  Jenen 
machte  er  durch  folgendes  Beispiel  anschaulich:  „Einer,  der  im  Kalender 
las,  die  Schafe  würden  gut  stehen  und  tragen,  kaufte  zu  seinen  wenigen 
Schafen  noch  viele  hinzu",  musste  aber  erleben,  dass  eine  bedeutende  Zahl 
derselben  hin  wegstarb.  „Auf  sein  Befragen  erhielt  er  die  Antwort,  der- 
selbige  Kalender  wäre  auf  Nürnberg  und  nicht  auf  Leipzig  eingerichtet,  da 
hätte  er  seine  Schafe  hintreiben  sollen."  Der  innere  Schaden  war  ihm 
ganz  handgreiflich.  „Denn  ist  der  Kalender  mit  dergleichen  gar  albernen, 
bisweilen  sehr  erschrecklichen  Betrügereien  bis  oben  angefüllt  und  ausge- 
stopft, hin  und  wieder  mit  nachdrücklichen  Sprüchen  aus  Gottes  Wort,  wie 
bei  den  Zaubereien  zu  geschehen  pflegt,  dadurch  die  Einfältigen  desto  eher 
versichert  werden  können,  so  ist  es  kein  Wunder,  wenn  die  einfaltigen 
Leute,  welche  solches  Buch  täglich  in  Händen  haben  und  darin  zu  lesen 
pflegen,  gSLXiz  und  gtir  abergläubig  und  abgöttisch  werden,  und  daher  h^X 
liebkosenden  Aclspcctein  als  sicher  und  stolz  zu  Ueppigkeit  und  uubändig'en 
Tumultuiren  sich  neigen,  bei  gcräUrlichen  aber  ak  furchtsam  und  scUtich- 
tern  die  Hände  sinken  lassen^)," 

Zwar  war  die  Redensart  gäng  und  gebe :  „Du  lügst  wie  ein  Kalendcr- 
macher",  während  man  diesem  die  Antwort  in  den  Mund  legte :  ,Jch  mache 
den  Kalender,  abor  Gott  das  Wetter",  aber  die  Verrohung  des  dreissig- 
jährigen  Kriege  liatte  den  Aberglauben  eher  befestigt  als  geschwächt,  und 
ganz  richtig  bemerkte  Weigel:  „Von  den  Wahrsagungen  trifft  erat  eine 
von  tausend  phimpä weise  ein",  aber  gerade  über  diese  ist  die  Verwunde- 
rung so  gross )  dass  die  übrigen  nennhundertneunnnd  neun  zig  gar  nicht  in 
Betracht  kommen j  die  Leute  sehen  doch  im  Kalender  nach,  „ob  Krieg 
oder  Friede  sein  würde,  wenn  man  auf  die  Freite  gehen  sollte,  welche  Po- 
tentaten in  Correspondenz  treten  würden,  wie's  den  Weibern  oder  den 
Männern,  den  Geistlichen  oder  den  Martialisten ,  den  Kaufleuten  oder 
Künstlern,  den  Alten  oder  Jungen  der  Zeit  ergeben  wilrde,  ob  die  Eheleute 
würden  Friede  oder  Zank  haben,  und  was  der  Teufel  bin  nnd  her  thun 


1)  Zeits|iLe|rol  8.  77.  61-  8ü»  90^  ForLactantifr  des  TlimmeUspiegrcls,  Jena  16G5» 
S.  lU;  Kurzer  Entwurf  dca  Mittels  «iir  Drspricsalichen  Aufnalime  :iller  Kunst- ntid 
Hand- Werke.    Jcnii  tGSl,    L 

2)  Zeitspiegel  8,  87.  88.  89,  yi ;  FörtsetÄimg  des  TTimmelszeig'ers  S*  46. 
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Für  dieses  Jahr  war  eine  „giftige.  Sonnenfinsterniss  prognosticiret"  wor- 
den. Die  Leute  drängten  sich  in  ihrer  Angst  haufenweis  zu  den  Predigten 
und  Betstunden,  genossen  Sonntags  vorher  das  heilige  Abendmahl  und 
suchten  sich  durch  mancherlei  Mittel  „vor  dem  Gifte  der  zukünftigen 
Schwärze  solcher  Finsterniss**  zu  schützen,  so  dass  „fast  kein  Theriak  mehr 
zu  bekommen  war".  Mit  Zittern  und  Zagen  wartete  man  der  Dinge,  die  da 
kommen  sollten,  aber  es  geschah  nichts,  als  dass  die  Finsterniss  ihren  üb- 
lichen Verlauf  nahm  und  den  Leuten  nichts  übrig  blieb,  als  sich  zu  ärgern 
und  sich  gegenseitig  auszulachen.  Die  Leipziger  Studenten  beschlossen  in 
ihrer  Erbitterung,*  einen  gerade  anwesenden  Kalendermachcr  am  hellen 
Mittage  mit  Fackeln  oder  Laternen  heimzuleuchten  und  „anstatt  der  aus 
der  dicken  Luft  herabgefallenen  Vögel  mit  etwas  Anderem  zu  tractiren, 
wie  die  Charteke  meldete".  Daher  ist  Weigels  Polemik,  sowie  seine  popu- 
läre Behandlung  der  astronomischen  Chronologie  und  der  Astronomie  über- 
haupt nicht  gering  anzuschlagen. 

Als  seine  belehrenden  und  strafenden  Worte  nichts  fruchteten,  wandte 
er  sich  1682  an  den  Keichstag,  dem  er  die  Verbesserung  des  Kalenders 
dringend  ans  Herz  legte  und  zur  Besorgung  der  astronomischen  Rechnung 
und  des  Kalenders  überhaupt  ein  ^^Collegium  Arlis  CotisuUorum^^  vorschlug. 
Dieses  Collegium  sollte  nach  späteren  Vorschlägen  aus  20  Mann  bestehen 
und,  ausser  für  Astronomie,  für  die  Hebung  der  Künste  und  Handwerke 
thätig  sein  ^).  Er  erlebte  aber  weder  die  Einführung  des  verbesserten  und 
„von  Wahrsagerei  gesäuberten"  Kalenders,  noch  die  Errichtung  eines  Cul- 
legii  Artis  Consitllorum,  denn  er  starb  ^)  am  21.  März  1699,  wahrend  der  Bo- 
schluss  zur  Einführung  des  verbesserten  Kalenders  erst  am  23.  September 
desselben  Jahres  gefasst  wurde,  die  Kalender -Wahrsagerei  noch  heute 
nicht  ganz  verschwunden  ist,  und  das  genannte  Collegium  in  Weigels  Sinne 
nie  zu  Stande  kam. 

Bemerkenswerth  ist  seine  nationale  und  pädagogische  Auffassung  der 
Sache.  Wenn  man  seine  Vorschläge  annähme ,  so  würde  —  wie  er  meinte 
—  ,,der  Ehrenglanz  des  Landes  von  Beschmitzung .gesäubert,  die  chaldäi- 
schen  Baalshöhen  abgethan,  der  Rauchaltar  Melechet  abgebrochen,  Gottes 
Zorn,  der  wider  allgemeinen  Aberglauben  heftig  ist,  verhütet  und  das  Mittel 
zum  Gedeihen  der  Kunst-  und  Handwerke,  worauf  eines  guten  Theils  die 
Wohlfahrt  eines  Volkes  beruht,  gefunden  sein".  Wenn  aber  „der  Kalender 
nicht  von  Abgötterei  und  Aberglauben  gesäubert"  würde  und  das  „über- 
mässige Sprechen  in  den  Schulen"  fort  bestände,  so  wäre  jede  Schul ver- 


1)  Kurzer  Entwurf  etc.  I.  II.;  Acta  des  Matliematici  Weigels  etc. 

2)  Günther  Lebensskizzcu  etc.  S.  181. 
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besseruDg  unnütz;  denn  „Gott  will  haben,  dass  die  Menschen  keine  Aber- 
glauber,  sondern  Eechner  seien  und  rechenschaftlich  Alles  thun,  auch  end- 
lich Rechenschaft  von  Allem  geben  sollen"^). 

4.   Die  Kometen. 

Vor  Weigel  bestand  die  Meinung,  dass  die  Kometen  wie  überhanpt 
neue  Sterne  nur  nach  Zusammenkünften  und  Gegenscheinen  entständen. 
Obgleich  er  nun  wusstc,  dass  diese  Regel  nicht  mit  der  Erfahrung  überein- 
stimmte, so  gab  er  sie  doch  nicht  ohne  Weiteres  auf,  sondern  suchte  die 
Ausnahme  dadurch  zu  motiviren,  dass  der  Himmel  die  Materie  aufsparte. 

Nach  Weigels  Lehre  entstehen  die  Kometen  aus  Dunstmassen,  welche 
von  den  Weltkörpern  ausströmen.  „Die  Zusammenfahrung  geschieht  etwa 
aus  Antrieb  der  vorangegangenen  Adspecten  oder  sonst.  Kommen  die 
Theile  näher  zusammen,  so  fangen  sie  die  Sonnenstrahlen  auf  und  reflecti- 
ren  dieselben;  die  meisten  jedoch  gehen  hindurch:  die  feineren  Theil- 
chen  folgen  ihnen,  wie  man  in  den  dunkeln  Kammern  sehen  kann,  and 
bilden  den  Schweif."  Daher  scheint  der  Komet  durch  steten  Ausfluss  ver- 
zehrt zu  werden^). 

Die  Materie  wird  von  der  Erde  und  dem  Himmel  geliefert.  Von  jener 
„gehen  schwefelige  und  salpeterige  Dunsttheile  aus,  weil  sie  ihrer  Beschaf- 
fenheit nach  mehr  als  die  andern  angetrieben  und  gleichsam  von  den 
Sonnenstrahlen  gelocket  werden.  In  ihrem  Eifer  fahren  sie  über  die 
nicht  4  Meilen  hohe  Luftschale  hinaus  in  den  weiten  Himmelsraum  and 
bleiben  dort  bis  sie  mit  andern  Theilen  züsammengerathen  und  einen  Ko- 
meten bilden".  Der  Komet  vom  Februar  1661  hatte,  wie  Weigel  mit 
grosser  Dreistigkeit  behauptete,  wenn  auch  nicht  seine  ganze  Substanz,  so 
doch  den  grössten  Theil  derselben  von  der  Erde  entlehnt,  da  die  grosse 
Bewegung  der  Luft  1660  und  besonders  der  ,, grausame  Wind  am  9.Decem- 
ber  unfehlbar  Dunststäublein  in  den  Himmelsraum  entführen  musste".  Der 
Komet  von  1665  dagegen  stammte  aus  der  Sonne,  denn  da  es  in  diesem 
Jahre  keine  Sonnenflecken  gab ,  so  mussten  die  Dünste  in  den  Weltraam 
hinausgetrieben  worden  sein.  Diese  beiden  Kometen  „verriethen  auch  sonst 
ihren  Ursprung.  Jener  war  von  schwachem  Lichte  und  nur  4  Tage  siebt- 
bar, gleichsam  als  ob  er  von  der  Erdkugel  allein  nicht  genug  Materie,  lange 
zustehen  und  sich  prächtig  sehen  zu  lassen,  hätte  bekommen  können"; 
der  letztere  dagegen  „war  grösser,  heller  und  stand  länger  am  Himmel". 


1)  Kurzer  Entwurf  etc.  IL;   Qrundmässige  Auflösung  des  militai^ProblemaUs, 
warum  doch  der  Tiirk  den  Christen  nunmehr  weichen  müsse.   Jena  1689. 

2)  Fortsetzung  des  Himmelsspiegels  S.  93. 
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Demnacb  besteht  der  Komet  aus  „Himmelsdunst  und  Oewölkniss". 
Er  ist  eine  „Himmelswolke  und  besteht  aus  sehr  kleinen  Körperchen  oder 
Stäubchen".  Der  Dichtigkeit  nach  verhält  er  sich  zum  Aether,  wie  die 
irdische  Wolkq  zur  atmosphärischen  Luft.  Daher  ist  es  sehr  wahrschein- 
lich) dass  die  Kometensubstanz  nicht  einmal  so  dicht  ist,  wie  atmosphäri- 
sche Luft.  Die  Mitte  des  Kopfes  ist  eigentlich  nicht  heller  als  der  übrige 
Theil,  sondern  erscheint  nur  heller,  weil  ,;man  in  der  Mitte  mehr  Stäublein 
hinter  einander  sieht^^'). 

Der  Komet  ist  jenseits  der  Atmosphäre,  denn  wäre  er  in  der  Luft,  so 
müsste  die  ihn  umgebende  Luft  ebenfalls  Sonnenstrahlen  empfangen ;  wenn 
aber  die  Luft  Sonnenstrahlen  empfangt,  so  haben  wir  Tag  etc. 

Die  Bahn  des  Kometen  ist  eine  gerade  Linie,  auf  der  er  mit  unver- 
änderter Geschwindigkeit  fortrückt.  Daher  kehrt  er  niemals  wieder,  und 
daher  wächst  seine  scheinbare  Geschwindigkeit,  wenn  er  sich  der  Erde 
nähert  und  nimmt  ab,  wenn  er  sich  von  derselben  entfernt.  Die  geradlinige 
Bewegung  ist  sehr  leicht  zu  erklären.  Die  Bewegung  eines  irdischen  Kör- 
pers hört  nämlich  auf  durch  den  Widerstand  der  Luft  und  durch  den  Erd- 
magneten; diese  beiden  Ursachen  fallen  aber  im  Himmelsraume  weg,  also 
„kann  eine  Himmelswolke  ganz  gut  ihren  Strich  halten'^,  und  man  braucht 
zur  Erklärung  keiner  „aristotelischen  Intelligenz  oder  eines  andern  Gei- 
stes, der  ihr  den  Weg  weist*'.  Bedenklicher  ist  ihm  die  grosse  Geschwin- 
digkeit, bei  der  „es  schier  zu  verwundern  ist,  dass  der  lockere  Komet  nicht 
zerreisst"^). 

Die  angegebene  Theorie  über  die  Entstehung  des  Schweifes  fand 
Weigel  später  ungenügend.  Er  fragte,  ob  der  Schweif  aus  derselben  Masse 
wie  der  Kopf  bestände  oder  ein  bioser  Schein,  ein  bioser  Reflex  wäre. 
Das  Natürlichste  ist  —  meinte  er  —  Gleichheit  der  Materie  des  Kopfes 
und  Schweifes.  Dem  aber  widerspricht  1)  die  „unmenschliche  Grösse'*  und 
2)  die  grosse  Veränderlichkeit,  „da  er  bald  kurz  bald  lang,  bald  schmal 
bald  breit,  bald  gerad  bald  krumm  erscheint".  Und  wenn  die  Sonnenstrah- 
len „den  so  grossen  Wust  der  Dunststäublein  so  leicht  lenken  könnten,  so 
müsBteu  sie  den  ganzen  Kometen  von  sich  abstossen,  es  müsste  denn  sein, 
dass  sie  (die  Theilchen  des  Schweifes)  mit  langsamerer  Bewegung  in  den 
Kometen  eingetreten  wären  und  den  Sonnenstrahlen  keinen  oder  nur  ge- 
ringen Widerstand  entgegensetzen  könnten'*. 

Daher  ist  der  Schweif  ein  bioser  Schein.  Aber  hier  entsteht  die 
Frage,  was  die  zurückwerfende  Materie  sei.     Diese  hängt  entweder  mit 


1)  De  comcta  novo.    Cap.  XXL;   Fortsetzung  des  Himmel sspiegels  S.  70.  71. 
90.  91;  Kirch's  Himmelszeitung  1681  S.  7. 

2)  Fortsetzung  des  Himmelsspiegels  S.  87;  Himmelszeiger  j9.  53. 
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dem  Kometen  zusammen  oder  nicht.  Wenn  sie  aher  mit  dem  Kometen  zn- 
sammenhängt,  so  gehört  sie  zu  ihm»  was  ja  eben  zweifelhaft  ist.  Man  könnte 
allerdings  sagen ,  die  Sonnenstrahlen  gingen  durch  die  rings  um  den  Ko- 
meten gelagerte  Masse  bis  zum  Kopfe  desselben  und  würden  hier  wie  in 
einem  runden  Wasserglase  zusammengebrochen,  so  daas  sie  die  vpn  der 
Sonne  abwärts  befindliche  Materie  zu  erleuchten  vermöchten;  allein  dann 
müsste  der  Schweif  nur  ein  schmaler  spindelförmiger  Lichtstreifen  sein; 
auch  widerspricht  es  der  Natur,  welche  den  kürzesten  Weg  zu  wählen 
]fflegt,  „dass  ein  so  grausam  grosser  Himmelsplatz,  welcher  zwei  Mal  so 
breit  als  der  Schwanz  lang  erscheint,  von  solcher  Materie  rings  um  den 
Kometen  alle  Zeit  angefüllt  sein  und  mit  demselben  fortbeweget  werden 
müsste". 

Die  „spiegelnde"  Substanz  muss  also  ausserhalb  des  Kometen,  also 
entweder  die  Substanz  des  Himmels  oder  die  Luft  sein.  Der  ersteren  An- 
nahme widerspricht  aber  der  Umstand,  dass  weder  das  Sonnen-  noch  das 
Sternenlicht  von  der  Materie  des  Himmels  reflectirt  wird,  also  kann  nur 
die  „atmosphärische  Luft  der  Spiegel  sein",  und  der  Schweif  entsteht 
„wie  ein  Licht  über  einem  fliessenden  Wasser  einen  langen  Strahl  vor 
Augen  stellt".  Dass  nur  die  Hälfte  sichtbar  wird,  erkläre  sich  durch  die 
Annahme,  dass  diese  sichtbare  Hälfte  viel  heller  sei;  denn  diese  Helligkeit 
müsse  bewirken,  dass  die  andere  leuchtende  Hälfte  nicht  bemerkt  wird,  wie 
wir  etwa  am  Tage  vom  Mondschein  nichts  wahrnehmen,  weil  das  Sonnen- 
licht zu  stark  ist^). 

Es  ist  bereits  erzählt  worden,  wie  sich  Weigel  von  der  Astrologie, 
diesem,  wie  er  sagte,  „ der  Astronomie  in  das  Haus  geworfenen  Wechsel- 
balge" emancipirte.  Ursprünglich  wurde  er  nur  durch  theologische  Gründe 
zum  Abfall  bestimmt,  später  verwarf  er  sie  auch  aus  logischen  und  ethischen. 
Erstens  sind  Direction  und  Procession  widersinnig,  sie  sind  Fictionen, 
Dichtungen,  Einbildungen.  „Ist  so  viel,  als  wenn  ein  Herold  alle  Tage 
nur  eine  Meile  reisen  und  in  eben  dieser  Zeit  täglich  30  Meilen  zurück- 
legen sollte."  Zweitens  ist  die  Vertheilung  unter  die  zwölf  himmlischen 
Zeichen  principlos.  Drittens  widerspricht  die  Astrologie  der  menschlichen 
Freiheit.  „Die  verständige  Seele  ist  ein  Kitter,  welcher  seines  Thieres 
(des  Leibes)  Begierden,  wenn  es  aus  dem  Wege  zu  treten  sucht,  leichtiich 
merket,  wie  denn  auch  das  Thier  ihm  gern  folget,  wenn  nnr  er,  der  Kitter, 
selbst  geübt,  und  das  Thier  von  Jugend  auf  wohl  angewöhnt  ist.  Kehrt 
sich's  aber  um  und  lässt  der  Geist  dem  Thiere  den  Zügel,  dass  es  geht, 
wohin  es  will,  und  thut  nun  was  es  will,  ja  ist  der  Geist  so  lässig,  dass  das 


1)  Fortsetzung  des  Himroelsspicgels  S.  97—100;  Himmelszeiger  S.  82;  Fort- 
setzung des  nimipclszeigers  S.  74. 
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Schäuke,  bald  in's  Hurenhaas ,  znm  Krakehl,  durch  Dick  und  Dünn,  so 
kann  der  Mensch  keinem  Sterne,  geschweige  Gott  die  Schuld  beimessen. 
Mit  der  Astrologie  gäbe  es  kein  freiwilliges  Thun,  sondern  es  wären  lauter 
unumgängliche  Begebenheiten  in  der  Welt.  Es  würde  keine  freie  Creatur 
existiren,  der  Mensch  nicht  Mensch,  sondern  der  vornehmste  Unmensch 
sein.  Wo  bliebe  die  Rechnung,  die  Freiwilligkeit?  Wozu  wäre  die  Rech- 
nung nütze?  Man  dürfte  ja  nur  lesen  lernen,  das  zu  lesen,  was  die  Stern- 
deuter aufs  Papier  gebracht,  ja  man  braucht  nur  zu  hören,  ja  gar  nichts  zu 
lernen,  sondern  nur  die  Influenz  erwarten  wie  die  Krebse,  welche  ohne 
Rechnung  mit  dem  Monde  fett  und  mager  werden." 

In  einigen  Widerspruch  mit  diesen  Lehren  gerieth  Weigel  durch  seine 
Ansicht  von  der  Bedeutung  der  Kometen.  Schon  1653  sprach  er  sich 
hierüber  folgendermassen  aus :  1)  Wenn  der  Komet  ein  Unglück  bedeutet, 
so  bringt  er  es  doch  nicht,  sondern  mahnt  uns  nur,  dasselbe  durch  Beten^ 
Bitten  und  Besserung  zu  vermeiden,  ja  er  kann,  wie  schon  öfters  geschehen, 
auch  ölück  verkündigen.  2)  Der  Komet  ist  eine  allgemeine  Erscheinung, 
das  Unglück  betrifft  aber  nur  einzelne  Gegenden.  Daher  ist  es  höchst  un- 
wahrscheinlich, dass  der  Komet  überhaupt  ein  Unglück  anzeigt,  wenigstens 
bleibt  es  ginz  unbestimmt,  welche  Gegend  von  demselben  heimgesucht 
werden  soll.  Diese  Unbestimmtheit  bleibt  auch  dann  noch,  wenn  man  die 
Länder  in  Betracht  zieht,  über  welche  der  Komet  seinen  Lauf  nimmt.  Eä 
ist  also  klar,  dass  man  über  die  Bedeutung  der  Kometen  nichts 
wissen  kann^).  Diese  Auffassung  konnte  man  sich  recht  wohl  von 
Einem  gefallen  lassen,  der  eben  mit  der  Astrologie  gebrochen  hatte  und 
durfte  erwarten,  dass  er  sie  zum  vollsten  Naturalismus  entwickeln  würde, 
aber  die  Theologie  liess  Weigel  nicht  nur  nicht  weiter  schreiten,  sondern 
warf  ihn  zum  Theil  wieder  auf  den  astrologischen  Standpunct  zurück. 
„Gott  der  Allmächtige  —  sagte  er  1665  —  pflegt  nicht  sowohl  durch  die 
Kräfte  der  von  ihm  erschaffenen  Natur  als  vielmehr  übernatürlicher  Weise 
ein  und  das  andere  Wunderzeichen,  also  auch  einen  Kometen  zu  schaffen. 
Erkennen  dabei  unsere  Blödigkeit  und  Gottes  überschwängliches  Vermö- 
gen, welcher,  wenn  er  seine  Kinder  auf  dem  Platz  der  Erden  ihres  viel- 
fältigen Muthwillens  wegen  schrecken  oder  zum  Wenigsten  zur  Verwunde- 
rung über  seine  Kunstwerke  anreizen  will,  keiner  grossen  Mühe,  also  zu 
reden,  von  nöthen  hat,  sondern  nur  mit  hin-  und  herfahrenden  Dunst- 
stäublein gleichsam  einen  Ball  machen  und  bei  seiner  bösen  und  frommen, 
mehrentheib  aber  bösen  Kinder  ihrem  Spielplatz,  der  Erdkugel,  hinweg 
und  vorbei  werfen  darf,  so  stehet  sobald  die  Welt  mit  dem  Haupt  empor 


1)  De  cometa  novo.  Jenae  1653.  Cap.  XIX. 
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und  ist  so  bekümmert,  was  doch  das  Wunderwerk  für  Gutes  oder  Böses 
nach  sich  ziehen  und  ihnen  bringen  werde  ^)/' 

Noch  mehr  wusste  Weigel  1681,  wo  er  entschieden  aussprach:  Der 
Komet  ist  ein  ausserordentlicher  Stern,  also  muss  er  aucb 
ausserordentliche  Bedeutung  haben.  „Wer  sich  durch  denselben 
bessern  lässt,  dem  bedeutet  er  nichts  Böses,  sondern  etwas  Gutes.  Denn 
Gott  will  die  Menschen  nicht  wie  Koss  und  Mäuler  unterweisen,  denen  die 
Peitsche  immer  vor  Augen  sein,  und  wenn  sie  straucheln,  stets  ein  Schmitz 
damit  gegeben  werden  muss ,  sondern  Gott  will  die  Menschen  frei  behan- 
deln, denn  sonst  würden  sie  keine  Menschen  bleiben.  Daher  sind  die  Ko- 
meten ursprünglich  Liebes-  und  Erbarmungszeichen ,  denn  sonst  würde  sie 
Gott  nicht  erscheinen  lassen,  sondern  lieber  gleich  dreinschmeissen.  Sie 
sind  Lock-  und  Drohniiltel  und  nur  dann  Zomzeichen ,  wenn  sich  die  Men- 
schen nicht  bekehren  2).** 

Und  diese  Inconsequenz  war  nicht  das  Schlimmste.  Praktisch  vertrat 
Weigel  die  Ansicht,  dass  die  Kometen  nicht  nur  etwas  Bestimmtes  anzei- 
gen, sondern  er  unterfing  sich  sogar,  die  Deutung  selbst  zu  versuchen  und 
war  nicht  wenig  stolz,  wenn  sie  ihm  gelungen  war.  So  deutete  er  die  Ko- 
meten von  1652,  1661,  1664,  1680,  1681.  Ueber  den  von  1680.meinte  er: 
„Wenn  ich  nun  die  Bilder,  unter  welchen  unser  jetziger  Komet  erschienen 
und  fortgewandert,  ansehe,  so  scheint  mir  gar  muthmasslich  zu  sein,  weil 
Gott  denselben  mitten  in  dem  Löwenbild  beim  Mars ,  der  sonst  insgemein 
der  Kriegsplanet  genennet  wird ,  entstehen  und  zur  Jungfrau,  welche  sonst 
die  Kirche  Christi  vorzubilden  pflegt,  nächstes  und  gerades  Wegs  hat  hin- 
laufen lassen,  so  drohe  er  die  Christenheit  mit  Krieg  heimzusuchen.  Wel- 
cher, wenn  er  seinen  Fortgang  haben  sollte ,  möchte  er  dem  Brodkorbe  bin 
und  her  so  nahe  kommen ,  als  nahe  der  Komet  bei  der  Jungfer  Kornähre 
weggestrichen.  Da  sich  der  Komet  in  die  Wage  begab,  so  ist  Hoffnung  da, 
es  werden  gleichmässige  Liebhaber  der  gemeinen  Wohlfahrt  sich  finden, 
die  das  ungeschickte  Wesen  der  Streit  ha  ftigkeit  und  Kriegführung  eine^ 
Christenvolks  wider  das  andere  wohl  erwägen  etc.  Der  Scorpion,  welcher 
seinen  eigenen  Biss  heilet,  mag  bedeuten ,  dass  der  Krieg  mit  dem  ihm  fol- 
genden Elende  den  Betheiligten  zu  Gute  komme  etc.^)."  Die  Vorfrage,  ob 
es  nicht  ungereimt  sei,  dass  sich- Gott  nach  unseren  Zeichen  richte,  die 
doch  „meistens  von  Heiden  herrühren,  die  von  Gott  gar  wenig  wussten  und 


1)  Fortsotzung  des  Himmelsspiegels  S.  70.  94.  100^102. 

2)  Fortsetzung  des  Himmelszeigers  S.  39.  41;   Kirchs  Himmelsxeitang.  1681. 
S.  1.  2. 

3)  HimmelsBpiegel.  Jena  1661;    Himmelszeiger  S.  34.  43;    Fortsetzang  des 
Himmelszeigers  S.  11;  Kirchs  Himmelszeitong.  1381.   S.  4.  11. 
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Soune  und  Mond  für  Götter  hielten",  beantwortete  er  dabin,  „dass  Gott  es 
gegen  Cbristen  tbäte,  nicbt  den  Heiden  zu  Gefallen,  sondern  denen,  welche 
diese  Zeichen  angenommen  haben.  Er  hätte  ja  auch  griechisch  geredet,  das 
doch  von  lauter  Heiden  ausgesonnen  wäre"^). 

5.   Apparate  und  Instrumente. 

Wenn  hiernach  Weigels  Astronomie  im  Ganzen  ein  trauriges  Bild  von 
dem  Zustande  dieser  Wissenschaft  auf  den  deutschen  Universitäten  darbot, 
so  zeigte  sie  doch  auch  einzelne  Lichtpuncte:  die  national  -  pädagogische 
Kichtung,  die  Bestrebungen  für  die  Einführung  des  verbesserten  Kalenders 
und  den  Kampf  gegen  den  Aberglauben,  welcher  in  den  Kalendern  grassirte. 
Dazu  gehören  endlich  noch  die  Apparate,  welche  er  construirte.  Zwar  arbeitete 
er  zumeist  nur  im  Dienste  des  Unterrichts  und  seine  Instrumente  sind  ver- 
gessen worden;  aber  seine  Bemühungen  wurden  nach  ihm  fortgesetzt  und 
Gelder^)  erkannte  bereitwilligst  an,  dass  sich  „Weigel  um  die  Verfertigung 
der  Globen  sehr  verdient  gemacht"  hätte.  Das  Verzeichniss  dieser  Inven- 
tionen  findet  sich  in  vielen  Schriften^)  angegeben.    Sie  waren  folgende: 

1)  „  Astrodictium  Simplex,  Ein  Stern  weiser.  Ohne  Vorzeigung  alle 
Sterne  vor  sich  zu  kennen.  Ist  eine  Regul  auf  die  gestellte  Himmelskugel 
zu  appliciren,  dass  wenn  die  Regul  auf  den  begehrten  Stern  gerichtet  wird, 
so  weiset  ein  Zirkelbogen  am  Instrument  auf  der  Himmelskugel ,  was  es  für 
ein  Stern  sei." 

2)  ^^Äslrodiciium  compositum.  Ein  Sternschranken,  dadurch  über  hun- 
dertPersonen  ihr  Absehn  auf  jeden  begehrten  Stern  zugleich  und  geschwind 
zu  richten.  Ist  ein  gross  Instrument,  welches  über  100  Observafores  auf 
einmal  fasset.  Es  hat  statt  der  Absehen  so  viel  lange  Kimmen,  welche  von 
demjenigen,  so  das  Werk  regieret,  auf  einen  jedweden  nach  Belieben  be- 
gehrten Stern  gerichtet  werden,  dadurch  man  also  allen  Observatoribus 
einen  jeden  Stern  zugleich  vorstellet.  Es  ist  zu  verwundern,  wie  leicht 
man  mit  dergleichen  Instrument  einem  begierigen  Himmelsliebhabcr  die 
Sterne  bekannt  machen  kann." 

3)  ^,Gtobus  mundanus.   Ein  Weltgloben.   Welcher  äusserlich  die  Land- 
schaften der  Erden,  innerlich  die  Sterne  in  ihrem  Stande  und  Bewegung 
und  zum  Schein  Donner,  Blitz,  Regen,  Wind  sammt  der  Gestalt  der  xinti 
poden  weiset."   Man  konnte  in  demselben  hin-  und  hergehen,  denn  er  hatte 
33  Fuss  im  Umfang.     Er  bestand  aus  Kupfer,  war  aus  „zernehmlichen" 


1)  Fortsetzung  des  Himmelszeigers  S.  37. 

2)  Phys.  Wörterbuch  IV.    S.  197. 

3)  Ausser  in  den  bereits  bezeichneten  noch  in  Extractus  der  Himmelskunst; 
Pancosmus;  Kurze  Beschreibung  der  Erd-  und  Himmelsgloben. 
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Stücken  zusammengesetzt,  so  dass  er  darch  jede  gewöhnliche  Thfir  ge- 
schafft werden  konnte,  und  ruhte  für  den  Gebranch  auf  einem  Gestelle 
von  Holz. 

4)  Ficeglobus,  Ein  Mass,  „die  Weitschaften  der  Orte**  aus  Länge  und 
Breite  zu  finden. 

5)  y,  Jlorographium.  Ein  Schattenmass ,  allerhand  Sonnenuhren  auf 
allerlei  Flächen  leichtlich  und  doch  genau  zu  beschreiben  etc." 

6)  Apparat  zur  Eeduction  des  alten  und  neuen  Kalenderstyls. 

7)  Globus  coelestis  perpeluus, 

8)  yjTheoriac  mobiles.  Der  Flanetenlauf.  Ist  ein  plattes  Instrument, 
welches,  an  der  Wand  hangend,  den  Lauf  der  Planeten  und  wo  sie  täglich 
am  Himmel  stehen  mit  einem  leichten  Vortheil  weiset." 

9)  j^Geocosmus,  Die  wirkende  Erdkugel.  Welche  nicht  allein  die 
Landschaften,  sondern  auch  die  Jahres-  und  Tageszeiten  an  allen  Orten 
weiset;  femer  Wind  und  Kegen  \vie  auch  die  Feuerspeiung  der  Berge  gar 
anmuthig  nachahmet  und  vorstellet." 

lY.    Physik^  Mechanik  und  Technologie. 

Durch  die  Armseligkeit  seiner  Mathematik  wurde  Weigel  auch  endlich 
in  der  mechanischen  Pbysik  auf  höchst  niedriger  Stufe  festgehalten.  Be- 
merkenswerth  ist  hingegen  seine  Vorsicht  hinsichtlich  der  Beobachtung. 
Ob  das  —  sagt  er  —  was  dem  einzelnen  Menschen  wirklich  zu  sein  scheint, 
auch  ausserhalb  seines  Denkens  wirklich  ist,  kann  er  nicht  wissen,  selbst 
dann  nicht,  wenn  er  ganz  genau  wahrnimmt  und  ihm  die  Erscheinung  so- 
gar Schmerz  verursacht.  Denn  die  Gesichtsempfindung  bleibt,  nachdem 
die  Lichtquelle  bereits  entfernt  ist,  wir  können  auch  mit  Absicht  Denk- 
bilder erzeugen  und  im  Traume  nehmen  wir  die  Denkbilder  als  wirklich, 
obgleich  sie  entschieden  nur  Denkbilder  sind.  Wenn  daher  solche  Bilder 
ohne  Vorwissen  des  Geistes  entstehen,  ohne  ausserhalb  desselben  zu  existi- 
ren,  so  scheinen  sie  doch  dem  Geiste  wirklich  zu  sein,  folglich  kann  der 
Einzelne  nicht  wissen,  ob  das,  was  er  ausser  sich  wahrnimmt,  auch  von 
Andern  wahrgenommen  werde,  geschweige  denn  ausser  seinem  Denken 
existire.  —  Wenn  dieselbe  Erscheinung  an  einem  und  demselben  Orte  von 
Mehreren  wahrgenommen  und  von  diesen  in  unzweideutiger  Weise  ange- 
zeigt wird,  so  sind  wir  sicher,  dass  die  Erscheinung  für  beide  vorhanden 
ist,  während  jeder  einzelne  Beobachter  glaubt,  dass  sie  auch  ausser  ihm 
stattfinde.  Obgleich  sich  nun  diese  täuschen  können,  wenn  sie  die  Realität 
des  Erschienenen  annehmen,  so  täuschen  sie  sich  doch  nicht,  wenn  sie  die 
Erscheinung  für  wirklich  und  nicht  für  eine  Fiction  halten.    Das  ofifenbare 
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Zeichen  der  Bealität  des  Phänomens  ist  die  gleichzeitige  Wahrnehmung 
Mehrer  und  zwar  die  wirkliche  Wahrnehmung,  die  man  eher  aus  ihrem 
Thun  als  aus  ihren  Worten  erkennt.  Zeichen  der  Bealität  ist  auch  die 
Beistimmung  des  Leibes;  deshalb  kann  auch  der  Einzelne  das,  was  er 
öfters  wahrnimmt,  als  wirklich  setzen  ^). 

In  der  mechanischen  Physik  behandelte  Weigel  nur  Hebel,  Winde, 
Rolle,  schiefe  Ebene,  Keil  und  Schraube*)  und  die  Fallgesetze ^) ,  wobei  er 
den  Leser  für  den  Beweis  des  Satzes 

^1    •  *2   =  'i  :  '2 
auf  andere  Schriftsteller  verweist.    Um  so  mehr  muss  man  seinem  tech- 
nischen   Geschicke    Gerechtigkeit    widerfahren    lassen.      Seine    invcntio- 
nes^)  sind 

1)  Pinccrna  stathmicus^  ein  Zugheber. 

2)  Lusus  opticus y  ein  Malerspiel,  alles  Sichtbare  durch  ein  Bretspiel 
abzunehmen. 

3)  Nuntius  acusticus,  ein  Sprachrohr. 

4)  Pons  heieroclitus,  „Eine  Verkehrbrücke ,  darauf  im  Heruntergehen 
in  die  Höhe  zu  kommen.*' 

5)  Lanx  reciproca,  „Eine  Fahrwage.  Verborgen  in  alle  Stockwerke 
des  Hauses  ohne  Steigen  bequemlich  zu  kommen,  dergleichen  im  Wohn- 
haus des  Collegii  allbier  (in  Jena)  von  der  Studirstuben  durch  den  Ge- 
scboss  auf  das  Observatorium  in  einem  nur  drei  Schuh  breiten  Canal  ange- 
ordnet, welche  vermittelst  einer  Gegenlast  einen  Menschen,  so  sich  an  den 
dazu  geordneten  Handhaben  anhält,  in  die  Höhe  und  wieder  herunter 
lässt,  da  er  doch,  wenn  er  will,  auch  stille  stehen  kann.*' 

6)  Scala  vecioria.  „Eine  Zugtreppe.  Einem  Hausvater  höchst  nütz- 
lich und  bequem.  Auf  welcher  nicht  allein  sehr  gemächlich  zu  gehen,  und 
nicht  leicht,  ja  über  fünf  Stufen  überhaupt  nicht  zu  fallen  ist,  sondern  auch 
die  grossesten  Lasten  ohne  Anrührung  der  Stufen  in  die  Höhe  und  wieder 
herunter  durch  alle  Geschoss  ohne  Mühe  zu  bringen  sind.  Unten  im  Keller 
kann  man  durch  die  offne  und  aus  blosem  Kaume  bestehende  Spindel  durch 
alle  Vorgemächer  jedes  Geschosses  bis  zu  dem  Giebel,  ja  gar,  wenn  die 
Haube  abgenommen,  selbsten  in  den  Himmel  sehen."    Diese  Treppe  ist 


1)  De  supputatione  multitudinis  F.  2.    S.  46.  47. 

2)  Vorstellung  der  Kunst-  und  Handwerke.  Jenn  1672.   S.  65  ff.;   De  suppu- 
tatione roultitiidinis  £  ff. 

3)  Pendulum  ex  Tetracty  deductum.   Jenae  1674. 

4)  8.  Anmerkung  3  auf  S.  39. 
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noch  im  Weigelschen  Hanse  vorhanden,   aher  schon   wegen  der  anf  ihr 
herrschenden  Dunkelheit  keineswegs  „gemächlich"  zu  steigen. 

7)  Verna  mechanicus^  ein  Hauszeug. 

8)  Heliotropium  rorans,  eine  springende  Sonnenblume. 

9)  Ilydropotüy  ein  Wasserspeier. 

10)  Ein  Springbrunnen. 

1 1)  Tricliniumy  eine  Speisetafel  mit  springenden  Sch<ilen. 

12)  Globus  hydrosiaticus,  eine  Nectarschale  oder  Himmelskugel. 

13)  Clepsydra  tonanSy  eine  schiessende  Springuhr.  „Ein  sonderlich 
Werk  in  ein  Lusthaus." 

14)  Patina  saliens,  eine  springende  Speiseschüssel. 

15)  Aeolus  domesUcuSy  ein  Luftschöpfer. 

16)  Caminofornax^  ein  Kaminofen. 

17)  Fornax  praegnans ,  ein  gemeiner  Ofen  mit  einem  verjüngten. 

18)  Teclum  decussatum^  ein  Erkerdach  mit  Altanen  ohne  Kehlen  und 
Hinnen. 

19)  Ein  Ambos,  bei  dessen  Gebrauch  die  Gebäude  keine  Erschütte- 
rung erleiden. 

20)  Ein  Wagen  ohne  Stange ,  welche  die  Deichsel  mit  der  Hinteraxe 
verbindet. 

21)  Das  mechanische  Amphibium,  ein  Wagen  für  vier  Personen,  der 
auch  als  Kahn  benutzt  werden  kann. 

22)  Die  Feldkutsche.  Diese  war  nach  Weigels  Ansicht  ein  Ausbund 
aller  Fahrzeuge  zu  Lande,  denn  sie  bot  nicht  weniger  denn  18  Vorthcile 
vor  den  bekannten  dar^). 

23)  Reiserath.  Diente  als  Koffer,  Sitz ,  Nachtlager  u.  s.  w.  und  wurde 
von  Weigel  so  wichtig  gehalten,  dass  er  ihn  patentiren  Hess;  doch  findet 
sich  keinerlei  Andeutung,  welche  Geschäfte  er  damit  gemacht  hat'). 

24)  Elastische  Kissen,  welche  die  Wirkungen  des  Stosses  beim  Reiten 
und  Fahren  aufheben. 

25)  Ein  leichter  Panzer  oder  Kleid  aus  sehr  leichtem  Stoffe  für  Sol- 
daten gegen  Hieb  und  Stich  und  Kleingewehr  und  gegen  die  Witterung 
sehr  widerstandsföhig. 

26)  Eine  Schaukel,  die  immer  horizontal  bleibt. 

27)  Die  Schreib-  und  Kechenregel^). 

28)  Das  Schulpferdchen. 


1)  Die  Erdkutzsche.   Jena  1673. 

2)  Neuerfundener  Reiserath. 

3)  Kurze  Relation  von   dem  nun  zur  Prob  gebrachten  mathematischen  Vor- 
schlag, betreffend  die  Kunst-  und  Tugendinformation  etc.    Jena  1682.   A.  4. 
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Nachbarschaft  höchst  nützlich  zu  gebrauchen.  So  vermittelst  eines  Druck- 
werks das  im  untersten  Hause  empfangene  Wasser  in  die  Höhe  unter  den 
Giebel  treibet,  von  dannen  es  durch  alle  Gemächer  nach  Belieben  zu  ge- 
brauchen oder  sich  damit  als  mit  Springbrunnen  zu  belustigen  oder  (welches 
Gott  verhüte)  von  daraus  der  in  der  Nachbarschaft  entstandenen  Feuers- 
brunst zu  widerstehen,  fortgeschrützet  werden  kann."  Diese  Wasserkunst 
war  im  Weigelschen  Hause  eingerichtet  und  beruhte  auf  denselben  Prin- 
cipien,  nach  welchen  jetzt  die  grossen  Städte  mit  Wasser  versorgt 
werden  *). 

30)  Perpetuum  mobile.  „Ist  ein  Kunstwerk,  zum  Wasserheben  sehr 
bequem,  welches  in  seiner  Theorie  eine  immerwährende  Selbstbewegung 
allen  Umständen  nach  vollkömmlich  darstellet.  Ist  aber  wegen  seiner 
grossen  Kostbarkeit  noch  nicht  in's  Werk  gerichtet  oder  auf  die  Probe  ge- 
stellet worden."  Nichts  kann  wohl  die  mangelhaften  mechanisch-physika- 
lischen Kenntnisse  Weigels  beweisen,  als  dieses  angebliche  Perpetuum 
mobile,  und  er  hatte  von  Glück  zu  sagen,  dass  ihn  die  „Kostbarkeit"  von 
weiteren  Versuchen  abhielt. 

Weigel  hielt  es  für  Pflicht  seiner  Profession,  neue  Erfindungen  zu 
machen,  und  er  gab  sich,  wie  die  aufgezählten  „inventiones^*^  beweisen, 
nicht  geringe  Mühe  damit,  mnsste  aber  zu  seinem  Leidwesen  wahrnehmen, 
dass  bei  der  Menge  der  bereits  gemachten  „so  vielen  herrlichen  Erfin- 
dungen" es  schwer  war,  etwas  Neues  auszudenken.  Dennoch  wurde  seine 
Brust  geschwellt  von  dem  Bewusstsein,  ,,wie  viele  inventiones  Gott  seiner 
Wenigkeit  beschert"  hatte  und  fühlte  sich  gekränkt,  dass  er  in  Jena  kein 
Glück  damit  und  vor  Allem  kein  Geld  daraus  machte.  Er  wandte  sich 
daher  1690  an  die  Erhalter  der  Universität  um  Urlaub,  um  nach  England 
zu  reisen  und  seine  sämmtlichen  philosophischen,  mathematischen,  astro- 
nomischen, physikalischen  Entdeckungen  der  königlichen  Societät  in 
London  vorzulegen.  Während  seiner  Abwesenheit  sollte  ihn  der  Privat- 
doccnt  Hamberger  vertreten,  Herzog  Johann  Georg  forderte  ein  Gut- 
achten von  der  Universität,  diese  aber  entschied,  dass  Weigel  die  Reise 
nach  London  vergeblich  machen  würde ^).  Es  war  vielleicht  gut  so,  denn 
diejenige  Erfindung,  welche  ihm  in  der  Culturgeschichte  einen  Ehrenplatz 
für  alle  Zeiten  gesichert  haben  würde  —  die  Schnellpresse  —  zog  er 
zurück,  um  die  Arbeiter  nicht  um  Arbeit  und  Brod  zu  bringen.  Die  Lei- 
stungsfähigkeit derselben  war  so  bedeutend,   dass   „ein  einziger  Arbeiter 


1)  Concentrirte  Wasserkunst.   Jena  1672. 

2)  Ein  Wasserschatz.   Jena  1671.   B.  3. 

3)  Acta  des  Mathematici  Weigels  etc. 
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mit  ihr  so  viel  prästiren  konnte ,  als  mit  der  Handpresse  kaum  zwei  der 
kräftigsten*'.  Aber  gerade  diese  grandiose  Erfindung  giebt  der  Ver- 
muthung  Baum,  dass  möglicher  Weise  auch  unter  den  übrigen  techno- 
logischen Erfindungen  Weigels  sich  die  eine  oder  die  andere  findet,  die 
ihrer  Zeit  unbeachtet  blieb  und  später  von  Neuem  gemacht  werden 
musste^). 


1)  Paul  Pater  Dissert.  de  miraculotypis  literaram  S.  106.  Paul  Pctcr,  ein 
Ungar,  kam  1705  als  Professor  nach  Danzig,  wo  er  im  ,, Poppenpfuhl"  eine 
Druckerei  anlegte,  in  welcher  arme  Schüler  in  ihren  Freistunden  arheiteten. 
Weigels  Presse  hatte  er  seihst  untersucht  und  daran  gearbeitet :  „Effo  tarnen  in 
aedtims  ejus  admirando  operi  non  semel  manum  admoüi.** 
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Von 

Maximilian  Curtze, 

ordentlichem   Lehrer  an  dieser  Anstalt. 


Durch  einen  Zufall  wurde  ich  im  Winter  18G4  —  65  auf  eine  Hand- 
schrift der  hiesigen  Königl.  Gymnasialbibliothek  aus  dem  XIV.  Jahrhun- 
dert aufmerksam,  die  im  Kataloge  der  Bibliothek  den  Titel  ^^Prohlemalum 
Euclidis  explicatio^^  führt.  Dieser  Titel  machte  meine  Neugier  rege,  und 
ein  eingehendes  Studium  derselben  Hess  mich  ihre  grosse  Wichtigkeit  für 
die  Geschichte  der  Mathematik  ahnen.  Da  mir  jedoch  damals  die  nöthige 
Literaturkenntniss  nicht  nur,  sondern  auch  die  technische  Fertigkeit  im 
Entziffern  fast  völlig  abging,  so  war  es  mir  erst  im  Sommer  1865  möglich, 
meine  Entdeckung  competenten  Richtern  mittheilen  zu  können  und  ihnen 
ein  ungefähres  Bild  meines  Fundes  zu  machen.  Vor  Allem  war  es  der 
tiefste  Kenner  mittelalterlicher  mathematischer  Literatur,  der  Fürst  Don 
Baldassarre  Boncompagni  in  Boro,  der  mich  veranlasste,  eine  ge- 
nane  Analyse  der  ganzen  Handschrift  auszuarbeiten.  Mancherlei  Berufs- 
geschäfte und  die  grosse  Schwierigkeit,  die  sich  mir  in  der  Beschaffung 
ausreichender  literarischer  Hilfsmittel  darbot,  —  so  war  es  mir  z.  B.  un- 
möglich, eine  Ausgabe  der  Geometria  spectüativa  des  Bradwardinus  zu  er- 
halten; ja  selbst  die  Berliner  Bibliothek  besitzt  nur  die  theologische  Schrift 
desselben  „Z)e  caussa  Dei  contra  Pelagium  et  de  virtule  caussarum  libri  III^^ 
—  haben  die  Vollendung  dieser. Abhandlung  länger  verzögert,  als  ich  es 
gewünscht.  Ich  hoffe  jedoch,  dass  auch  jetzt  noch,  nachdem  eine  knrze 
Notiz  über  die  Handschrift  gleich,  nachdem  ich  zu  dieser  Arbeit  angeregt 
wurde,  in  einem  Provinzialblatte*)  und  hieraus  abgedruckt  in  Grunerts 
Archiv**)  erschienen  ist,    eine    genaue  Analyse  nicht  überflüssig  sein 


*)  Altpreussische  Monatsschrift  herausg.  vonpReicke  und  Wiehert. 
Bd.  2.    8.  467  ff.  und  8.  66t  ff. 

**)  Grunerts  Archiv  Th.  44.    8.  371  und  601. 
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dürfte.   Sie  wird  mir  Gelegenheit  geben,  manche  falsche  Conjectur,  die  in 
dieser  Notiz  mit  an  texgelaufen,  nach  jetzt  besserem  Wissen  zu  berichtigen. 


§1. 

Aeussere  Beschreibung  der  Handschrift. 

Die  üandschrift,  um  die  es  sich  handelt,  hat  im  Kataloge  der  Biblio- 
thek die  Nummer  R.  49  2.  und  den  Titel  ^^Problemaium  Euclidis  explicaiio^^ 
Sie  besteht  aus  222  Seiten  in  klein  Quart,  welche  mit  einer  Pergament- 
schale zusammengeheftet  sind.  Die  Seiten  1,  2,  207 — 222  sind  ohne  Pagi- 
nierung und  auch  mit  Ausnahme  von  Seite  1  nicht  beschrieben.  Seite  3  — 
206  aber  sind  von  einer  ganz  modernen  Hand  mit  den  Zahlen  3  —  206  am 
äussern  obem  Kande  bezeichnet.  Der  Codex  enthält  im  Ganzen  13  ver- 
schiedene Stücke  von  grösserem  oder  geringerem  Umfange.  Der  oben  ge- 
nannte Titel  schien  mir  anfänglich  vollkommen  incorrect  —  er  befindet 
sich  auch  auf  der  Seite  1 ,  aber  von  sehr  moderner  Hand ,  vielleicht  durch 
den  ersten  Beschreiber  unserer  Bibliothek,  Petrus  Jaenichius  (Jae- 
nichen),  im  Jahre  1723  hinzugefügt — ,  da  ich  einige  wirklich  Euklidi- 
sche Stücke  der  Handschrift  zuerst  verkannte;  jedenfalls  wäre  ein  anderer 
vorzuziehen.  Die  Schriftgattung  des  Manuscriptes  ist  die  gewöhnliche  des 
XIV.  Jahrhunderts,  zum  Theil  durch  die  Abbreviaturen"  sehr  unleserlich, 
Vielfach  sind  auch  Randglossen  von  derselben  Hand  vorhanden,  überhaupt 
ist  das  Manuscript  von  einer  und  derselben  Hand  geschrieben. 

Auf  der  äussern  Seite  des  vordem  Umschlags  findet  sich  ein ,  wie  es 
scheint,  nur  um  ein  Geringes  jüngerer  Titel  in  gothischer  Schrift:  Perspecliua 
item  Geomeiria  Braswardini  (sie!)  |j  w.  p.  v.  a.  —  Ein  ähnlicher  Titel,  der 
dem  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  anzugehören  scheint,  findet  sich  auch  auf 
der  Seite  1 .  Er  lautet:  hoc  liber  10*^  compUctilur  plures  iractalus  perspectiue 
el  geometriam  |{  Bradwardini  etiam  de  latittidine  formarum.  Die  Lehrsätze  und 
Aufgaben  sind  zum  grössten  Theile  bis  Seite  128  in  grösserer  Schrift;  ge- 
geben und  nachher  mit  Roth  unterstrichen.  Auch  die  Initialen  sind  roth 
geschrieben  und  die  Anfangsbuchstaben  der  Zusätze  und  Absätze  roth 
durchstrichen.  Von  Seite  128  an  fehlen  die  Initialen  gänzlich,  und  zuletzt 
ist  auch  der  Unterschied  zwischen  den  Theoremen  und  dem  Texte  fallen 
gelassen.  Nur  das  zweite  Stück  und  der  Tractatus  de  coniinuo  Bradwardini 
sind  ohne  zugefügte  Figuren.  Sonst  besitzen  alle  übrigen  Stücke  des  Ma- 
nuscriptes dergleichen  in  mehr  oder  weniger  guter  Ausführung.  Am  iunern 
Rande  werden  die  einzelnen  Theoreme  mit  arabischen  ZifPem  numeriert  in 
der  um  jene  Zeit  üblichen  Form.  Ein  paar  deutsche  Sprüchworte,  die  sich 
auf  der  innem  Seite  d^s  vordem  Umschlags  und  auf  Seite  1  finden ,  über- 
gehe ich  als  für  meinen  jetzigen  Zweck  unwesentlich.  Wen  dieselben  in- 
teressieren sollten,  findet  sie  an  den  beiden  oben  citierten  Orten. 
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Seite  3 — 30  umfasst  zunächst  einen  der  auf  dem  Titel  erwähnten  Tra- 
ctatus  Perspectiue,  dem  freilich  die  Einleitung  fehlt  und  ebenso  das  Ende. 
.  Dieser  Mangel  der  Einleitung  in  Verbindung  mit  dem  Umschlagstitel  Per- 
specliua  item  geometria  Brastvardini  liessen  mich  lange  diese  Abhandlung  fiir 
eine  bis  jetzt  völlig  unbekannte  Perspective  dieses  berühmtesten  Mathema- 
tikers des  XIV.  Jahrhunderts  halten.  Bestärkt  wurde  ich  in  meiner  Mei- 
nung noch  durch  zwei  Handschriften ^  die  Montfaucon*)  als  im  Besitze 
der  Bibliothek  des  Vatican  befindlich  angibt,  so  dass  ich  sie  gewichtigen 
Autoritäten  gegenüber  in  der  oben  angezogenen  Notiz  für  bradwardinisch 
festzuhalten  mich  berechtigt  glaubte.  Um  mir  jedoch  Gewissheit  zu  ver- 
schaffen,  wandte  ich  mich  an  Fürst  Boncompagni  mit  der  Bitte,  in  der 
Bibliothek  des  Vatican  nach  den  beiden  Handschriften  Montfaucons: 
Tractatus  de  Geometria  Perspectiua  autore  Guilielmo  Brudxiardino  und  Guillemi 
Vradrvardin  Geometria  et  Perspectiua  nachsuchen  zu  lassen  und  mir  das  Re- 
sultat mittheilen  zu  wollen.  Der  Fürst  mit  seiiler  bekannten  Liberalität 
beauftragte  Herrn  Enrico  Narducci  mit  der  Untersuchung,  und  dieser 
fireschätzte  Gelehrte  übersandte  mir  die  nachfolgenden  Zeilen  in  Betreff 
dieser  Codices,  die  ich  auch  wegen  späteren  Gebrauchs  hier  abdrucken 
lasse: 

Bome,  29  novembre  1865. 
Monsieur, 

Ayant  rci^u  de  M. le  prince  Boncompagni  la  commission  d^examiner 
quelques  manuscrits  de  la  Biblioth^que  du  Vatican,  k  Taide  desquels 
pouvoir  repondre  aux  questions  qui  se  trouvent  dans  votre  lettre  du  15  no- 
vembre 1865,  c^est  avec  plaisir  que  je  m^acquitte  de  cette  commission  en 
vous  dcrivant  ci-apris  les  r^sultats  de  ces  recherches. 

Les  deux  manuscrits  indiqu(Ss  par  Montfaucon  (Bibliotheca  Biblio- 
thecarum  Manuscriptorum  nova^  Paris,  1739,  T.  I.  p.  38  et  88)  existent 
encore  dans  la  Biblioth^que  du  Vatican ,  et  sont  actuellement  cot^s  Regina 
Suecorum  n£f  1235  et  1253.  Seulement  il  y  a  confusion  dans  les  titres,  car 
aucun  de  ces  deux  manuscrits,  ni  aucun  autre  manuscrit  de  la  m^me  biblio- 
th6que  (ainsi  que  j'ai  pu  m^assurer  en  examinant  les  catalogues  manuscrits) 
ne  contient  aucun  exemplaire  d'une  Perspectiua,  portant  le  nom  de  Brauar- 
din^  Braduardin,  Bruduardin  ou  Vradtvardin  pour  auteur. 

Le  premier  des  deux  ihanuscrits  ci-dessus  mentionncSs,  c^est-ä-dire 
celui  cot^  Regina  Suecorum  n?  1235  est  in  4?   p9  ,  de  67  feuillets  en  parche- 


*)  Montfanoon,  Bibliotheca  Bibliothecarum  Manuscriptorum  nova,  T.  1.  Paris,  1739, 
Fol;  p.  38  und  88.  Man  vergleiche:  Heilbronner,  llistoria  Matheseos  Universae, 
Lipsiae,  1724.    4".    p.  543  und  544. 
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min,  dont  les  11 — 4%  67®  ne  sont  pas  namärot^s  ni  Berits,  et  les  5*  — 66r 
sont  num^rot^s  dans  les  marges  sup^rieures  des  rectos  avec  les  chiffres 
1  —  62.    Les  feuillets  num^rotds  1 — 31   de  ce  mannscrit  contieDuent  nn 
exemplaire  de  la  g^om^trie  de  Brauardin.    Cet  exemplaire  commence  (fenil- 
let  1  rectOj  lig.  1-^8):  ^fieomelR'a  Ißsp^iiva-  (sie!)  \\  guülemi  braduadini*) 
„GEomet'a  asseculiua  est  |]  arismel'ce  a^admodü  rheto*^?   ||  dyaletice,     nam  et 
,,pos(eri*ois  \\  Est  et  nuo%passioncsmagtudinib^  \\deseruiüt  jip.qd'  euclidesgeo- 
„me/e  ||  arismefcam  intposuit  i*^*"  etfinit  (feaillet  31  verso^  lig.  17 — 19):  „aw/  cü 
jyeqli  arcu  de  zo^?  oVt^  9^9 i  plus  qtifß  plus  qnqi  ||  mi'  de  eqnocciali  cculo  s1  ^ma 
„^  harte  y*^"*  II  euidenter  Xc  e  finis  nri  apis  t  ^."    Tont  cela  correspond  ei- 
actement,  ä  quelques  variantes  pr^s,  k  1' Edition  ^fieometria  speculaliua 
Thome  brauardini,  etc.  impressa  parisP  etc.    Anno  dmi  1495.  die  20.  may'\ 
depuis  le  commencement  jusqu'k   la  ligne  9  du  verso  de  raTant-dernier 
feuillet.    S^ensuitent  dans.r^dition  et  manquent  dans  le  manuscrit  1?  „€  Re- 
collectio  otih  proportionum  numcralium^^  29  „Traclatus  de  quadralura  circiäi 
editus  a  quodam  archiepiscopo  ||  ordinis  frairum  tninorum.^^    La  note  suivante, 
^crite  h  Teuere  rouge  dans  le  feuillet  31  versoj  lig.  20 — 22,  nousdonnel'aige 
du  manuscrit:  ,,  Explicit  geomcta  venerabilis  doctdis  j|  ojgri  gwii  bradwardin 
äno  xpi  cj?  II  .ccc^,  Lxxxvj  In  vigilia  nalitatis  xpi.^^    L'^crit  anonyme  qui  suit 
dans  le  m^me  manuscrit  (feuillets  32 — 62)  est  rt^ellement  la  Perspective  de. 
Jean  Peckkam,  arch^v^que  de  Cantorb^ry.     Cet  ecrit  commence  (feuillet 
32  rectOj  ligne  1  —  3):  ^^phisice  perspectiua  ||  iNter  p'tiyce  ^sideracois  studia 
lux  jocüdius  afßcit  meditantes^\  et  finit  (feuillet  62  verso^  lig.  44  et  demiere): 
^^eade  röe  i  pt  appefe  expiict  GeometRa  psp^tiua^^ :  ce  qui  correspond  a  toat 
ce  qu'on  lit  dans  Tedition  intitulee :  „/o.  Archiepiscopi  Canluariensis  \  Per- 
spectiua communis.  —  Impressum  hoc  opus  Venetiis  per  Jo.  Baptistam  Sessam. 
Cal.  Junij  \\  MCCCCIIIL    Diligentissime  emendatü.   Per  L.  I  Gauricum  Neapoli 
ianum^*^   (feuillet  2  rectOy  ligne  5  jusqu'au  feuillet  19  verso,  ligne  41)  c'est- 
ii-dire  le  traitd  entier,  sauf  des  variet^s  de  mots. 

„Le  manuscrit  cot(^  Regina  Suecorum  1253,  qui  est  le  second  des  denx 
manuscrits  cites  ci-dessus,  est  aussi  en  parchemin,  in  4?  p9  de  77  feuillets, 
dont  les  1',  2^,  77^  ne  sont  pas  numerott^s  ni  dcrits,  et  les  3® — 76*  sont 
numerotes  dans  les  rectos  avec  les  nunn^ros  1—74.  II  est  de  plusienrs  ecri- 
tures,  qui  paraissent  toutes  du  commencement  du  XIV^  si^cle.  Les  feuillets 
34 — 61  conti^nnent  un  exemplaire  complet,  peut  s'enfaut,  de  la  Perspective 
de  Peckkam.  Cette  exemplaire  commence  (feuillet  34  recto,  ligne  1  —  3): 
„Ä  .  .  .  pacham.  albumae  (sie!)  alhnaco  (?)  psp"!***)  \\  iNler  pHice  cfsid^almis 


*)  Les  mots  „guWemi  braduadinV^    sont  d^ane  main  differente  et  beancoop 
plus  moderne. 

**)  Ce  titre  a  dto.  Joint  posterieuremcnt.     Malheurcuscmcnt  un  relienr  Igno- 
rant a  empörte'  la  partie  sapdrienrc  des  mots  formant  ccs  titros4^  ainsi  ane  d'antre 
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yjSludia  lux  iocüdV  affic^  medila\des^' ;  et  finit  (feuillet  61  verso,  lig.  28 — 29) : 
„^  Oll  falso  dhr  de  yride  mlUü  p^sJ  \  ^lipt  äi'  lapidibi  ptepiam^'^  co  qui  cor- 
respond  k  tont  ce  qiron  lit  dans  Tddition  indiquec  dans  la  ligne  25  de 
la  pago  48  (feuillet  2  recio,  ligne  5  jusqu'au  feuillct  19  verso^  lig.  21 
—  22).  Ce  qui  suit  dans  les  lignes  23  —  41  du  m^mo  feuillet  19  verso  est 
ainsi  rdcapitule  dans  le  manuscrit  (feuillet  61  verso,  lig.  29  —  32):  „C  Gnatom 
^^yridis  ca  thaclismü  exclude^  €  Luce  solare  t  sid^ale  t  pspicuo  ||  puro  efßce 
,,galaxiam  J  Quidam  tliptto  ^ira\^lice^  non  uerenlutC^.  —  Les  feuillets  70 — 74 
du  meme  manuscrit  contiennent  un  cxemplaire  du  Liber  Karaslonis.  Cet  ex- 
emplaire  commence  (feuillet 70 /ec^o,  lig.  1—4):  ..cOntinuel  deits  pfuatione  (uä 
y^'t  tnit\plicei  ex  saluie  portione  tuä  t  nö  puerj  ego  germane qualis  tu  esquiabslegü 
y^meles  cum  inquisitionc  sua  t  excitat  aim  ad  speculand^  ^^ ;  et  finit  (feuillet  74 
rectOy  lig.  30 — 31):  „T  facü  te  vid^e  locü  resliiutöts  t  facit  ie  cognosce^ casü 
.^erroris  j  Finitus  Est  liber  Karastonis.^''  Cette  lection  est  conformc  k  celle 
donnee  par  M.  Steinschneider  (Intomo  al  liber  Karastonis,  Letter a  di  Mauri- 
zio  Steinschneider  a  D,  Baldassarre  Boncompagni,  Roma  1S63;  page  8)  du 
commmencement  et  de  la  fin  du  Liber  Karastonis,  d*apr^s  un  manuscrit  con- 
serv^.  dans  la  Bibliotheque  du  Couvent  de  S.  Marc  de  Florence  (feuillets 
112  verso  —  119  recto).  M.  Steinschneider  dans  son  opusculo  ci-dessus 
mentionnd,  k  Tappui  de  documents,  croit,  que  co  liber  Karastonis  soit  une  tra- 

ductiou  faitoparGe'rarfif^/t'Cr^'moned'apresl'original  arabc  (oj**-*'  j^JJ  v^*-^) 
de  Thabit  ben  Corra,'' 

Die  weiteren  Worte  sind  ohne  Interesse  für  das  Folgende,  weshalb 
ich  sie  hier  überg'ehe.  Nach  dem  Mitgetheilten  ist  der  Irrtimm  Montfau- 
cons  in  Betreff  des  ersten  Manuscriptes  Regina  Suecorum  1233  leicht  zu 
entschuldigen ,  da  Anfang  und  Ende  desselben  in  den  Worten  Geometria 
Perspectiua  bestehen.  In  Betreff  des  zweiten  Manuscriptes  Regina  Sueco- 
rum 1253  ist  freilich  die  Möglichkeit  eines  Irrthums  beinahe  ausgeschlossen, 
obwohl  die  Blätter  1 — 33  desselben,  deren  Inhalt  oben  nicht  mit  angegeben 
ist,  denselben  vielleicht  noch  involvieren  können.  Jedenfalls  hoffe  ich 
Andere  durch  das  Obige  vor  meinem  Trrthum  zu  bewahren. 

Während  des  Druckes  dieser  Abhandlung  erhielt  ich  durch  die  Güte 
des  Fürsten  Boncompagni  noch  Nachrichten  über  einige  Handschriften 
der  Vaticana,  aus  denen  erstens  hervorgeht,  dass  das  Maliuscript  Regina 
Suecorum  1253  gar  nicht  das  Manusciipt  ist,  welches  Montfaueon  a.  a.  0. 
p.  88  citiert,  sondern  ein  anderes,  das  auf  p.  26  desselben  Werkes  ange- 
fiihrt  wird.  Das  wahrscheinlich  mit  dem  auf  S.  88  aufgeführten  identische 
Manuscript  der  Valicana,  dessen  Katalognummer  ist :  Codex  Vaticanus  3102, 


tiires  tres-intf^ressants ,   cur  ils  faisaient  connaitrc  les  ouvragcs  nuxquelles   ils  so 
rnpportaient. 
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enthält  nun  aber  wirklich  von  Blatt  110^  Zeile  26  —  Blatt  111^  Zeile  13 
eine  Perspective,  die  .dort  dem  Bradwardin  zugeschrieben  wird.  Es  heisst 
nämlich  Blatt  110''  Zeile  25—26  :  .^Explicit  Geomei'a  hrauardi  tC  Quadraia 
circuli  II  Incipii  ^speiia  eigdem.  Ueber  den  Inhalt  kann  ich  leider,  da  ich  die 
weitere  Auskunft  noch  nicht  erhalten  habe,  Näheres  nicht  angeben. 

Aus  der  Abhandlung  Steinschneiders  in  der  „Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik"  X.  Jahrg.  S.  456—498:  „Die  mitttem  Bü- 
cher der  Araber  und  ihre  Bearbeiter",  fand  ich  jedoch  bald,  dass 
die  fragliche  Perspective  nichts  Anderes  sei,  als  die  Optik  des  Eukli- 
des,  die  unter  dem  Namen  Euclidis  über  de  uisu  sich  in  lateinischer  Ueber- 
setzung  in  hunderten  von  Manuscripten  des  Mittelalters  findet.  Unter  die- 
9em  Titel  is.t  unser  Werk  auch  in  dem  zweiten  Stücke  der  Handschrift  wört- 
lich citiert.  Zur  Vergleichung  stand  mir  nur  die  Pariser  Ausgabe  von  1557  zu 
Gebote :  Euclidis  \\  Optica  et  Catoptrica  e  Greco  \\  uersa  per  loannem  ||  Penam 
Regium  \\  Mathematicum  etc.  \\  Parisiis  ||  Ex  Officina  Andreae  WeckelH,  2  Bll. 
und  64  S.  4^  Was  ich  Abweichendes  gefunden  habe,  werde  ich  nachher 
mittheilen.  Jetzt  zunächst  die  Bemerkung,  dass  Steinschneider  im  Irr- 
thum  ist,  wenn  er  in  der  citierten  Abhandlung  S.  467  Zeile  19  von  oben  der 
Optica  und  Catoptrica  zusammen  64  Figuren  gibt ,  da  diese  Zahl  der  Optik 
allein  zugehört. 

Unser  Manuscript  beginnt  Seite  3,  Zeile  1  —  2:  ^^SUpponatur  ab  oculo 
eductas  lineas  reclas  ferri  spatiorum  ||  magniludinem  et  mensurarum^^  \  das 
heisst,  es  fehlt  die  ganze  Einleitung,  die  in  andern  Manuscripten  vorhan- 
den ist,  und  es  beginnt  also  bei  uns  das  liber  de  uisu  sogleich  mit  den  The- 
sen. Von  diesen  zähle  ich  13.  Die  erste  bis  achte  stimmen  mit  den  Thesen 
der  Pariser  Ausgabe,  unsere  neunte  ist  dort  die  elfte,  unsere  zehnte  dort 
die  zwölfte.   Auf  sie  folgen  bei  uns  noch  folgende  drei  Thesen: 

11.  Omnes  uisus  equeveloces  esse  qui  secundum  equales  angulos  defini- 

untur; 

12.  Non  autem  sunt  equeveloces  qui  secundum  inequales  lineas  definiuntur: 

13.  Non  sub  quocunque  angulo  rem  uideri. 

Die  Thesen  9  und  10  der  citierten  Ausgabe  von  1557  fehlen  bei  uns  voll- 
ständig. Bei  den  nun  folgenden  Theoremen  ist  es  merkwürdig,  dass  die 
meisten  neben  dem  mehr  oder  weniger  zutreflFenden  Wortlaut  genannter 
Edition  jedesmal  noch  einen  anders  gefassten  Ausspruch  desselben  Satzes 
in  sich  schliessen.  So  heisst  z.  B.  der  erste  Satz  bei  uns:  ^^Nullum  uisorum 
simul  totum  uidetur.  In  eodem  momento  non  uideri  plura^^,  während  der  Pariser 
Druck  einfach  als  Theorema  I  aufführt:  Nullum  aspectabile  simul  totum  cer- 
nitur.  Mit  dieser  Eigenthümlichkeit  hängt  es  wohl  auch  zusammen,  dass 
zum  grössten  Thcile  bei  uns  die  Beweise  bei  weitem  ausgedehnter  sind,  als 
in  dem  gedruckten  Exemplare.  Die  Figuren  stimmen  fast  immer  mit  der 
Ausgabe,  nur  sind  an  Stelle  der  griechischen  Buchstaben  entsprechende 
lateinische  getreten.    Bis  Lehrsatz  6  stimmen  beide  Ausgaben;  Lehrsatz  7 
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der  Handschrift  findet  sich  nicht  im  Druck;  bis  Lehrsatz  16  bei  uns  stimmt 
dann  wieder  der  um  je  eins  niedrigere  Lehrsatz  bei  Pena;  Satz  17  ist  wie- 
der beiden  gemein;  18  fehlt  im  Druck;  19 — 26  entspricht  18 — 24  der  Aus- 
gabe; Satz  25  in  dieser  fehlt  bei  uns;  dann  ist  wieder  26  —29  in  beiden 
Kedactionen  gleichlautend.  Satz  30  im  Manuscript  fehlt  im  Druck;  31  — 
38  ist  gleich  30  —  37.  Satz  38  des  Druckes  fehlt  bei  uns;  l'heorem  39 
stimmt  beiderseitig.  Der  Satz  40  ist  bei  uns  zweimal  gezählt;  40 **  ist  gleich 
40  der  Ausgabe,  40 ^  41  respective  gleich  44,  45  der  Edition  ;  42  bei  uns 
fehlt  ganz  bei  Pena;  43 — 45  ist  gleich  41  —  43  der  Ausgabe.  Der  Satz  46 
entspricht  sich  wieder  in  beiden  Exemplaren;  47  entspricht  dem  Satze  49. 
Die  Satze  47  und  48  der  Edition  fehlen  uns  also  völlig,  dagegen  ist  unser 
Satz  48  bei  Pena  nicht  vorhanden.  Die  Sätze  49 — 59  endlich  entsprechen 
den  Sätzen  50 — 60  des  Pariser  Druckes.  Satz  61  der  Ausgabe  fehlt  uns 
völlig  und  auch  Satz  59  lautet  bei  uns  Seite  29  Zeile  39—41  bis  Seite  30 
Zeile  2:  „Si  tetragoni  contactis  dyametrorum  ad  rectos  trahator  recta  in 
ipsa  uero  oculus  ponatur  latera  tetragoni  equalia  apparebnnt  et  dyametri 
equales  apparebnnt  Esio  ielragonus  m,  h.  g,  d.  et  protrahenlur  in  eo  dyagom 
,d.  b,  g,  a.  et  protrahntur  perpendicularis  ah  .c,  puncto  empipedo  eleuata  recta 
.e.  in  qua  oculus  ,m,  iaceat  et  accidant  radij  .m.  a.  m.  b.  m,  d.  m,  g.^\  das  heisst, 
CS  ist  mitten  im  Beweise  abgebrochen.  Auf  der  Seite  30  würde  aber  gerade 
Kaum  genug  sein,  dass  der  vollständige  Beweis  und  der  fehlende  letzte 
Lehrsatz  der  gedruckten  Ausgabe  noch  Platz  finden  würden. 

§3. 

Zweites  Stück:  UTruni  uisio  corporis  que  fit  per  radiorum  reflexionem  et 
refractionem  possit  esse  equalig  nisioni  qne  flt  per  rectam  radiorum 

radiationem« 

(Seite  31  Zeile  1-2.) 

Das  Stück  erstreckt  sich  von  Seite  31  Zeile  1  bis  Seite  33  Zeile  31  und 
endigt  (Zeile  29  —  31):  Omfiis  piramis  est  angulata  igitur  omnis  pyramis  est 
lalcrata  quia  anguli  non  sunt  sine  lateribus,  aus  patet  quia  omnis  pyramis  habet 
conum  et  basim.  Den  Verfasser  zu  ermitteln,  ist  mir  nicht  gelangen;  mit 
grösserer  Wahrscheinlichkeit  lässt  sich  die  Zeit  der  Abfassung  bestimmen. 
Auf  Seite  30  Zeile  32  —  37  werden  nämlich  als  Beweismittel  citiert:  1.  jEu- 
clidis  liber  de  uisu^  wie  schon  oben  angegeben  wurde;  2.  Witilo,  Perspe- 
ctiua  Hb,  3.  prop.  75*);  3.  Bacon,  Cap.  2  dislinct.  (?.;  4.  Joh,  de  pysano  p.  L 


*)  Es  sei  mir  erlaabt,  über  diesen  berühmten  Optiker,  der  freilich  unter  dem 
Namen  Vitellio  bekannter  ist,  hier  in  längerer  Anmerkung  einige  Bemerkungen 
zu  machen.  Herr  Prof.  Cantor  in  Heidelberg,  an  den  ich  mich  ebenfalls 
wegen  der  Handschrift  gewandt  und  ein  in  derselben  abgezeichnetes  Auge  mit 
eingelegt  hatte,  sprach  in  einem  Briefe  vom  3.  August  1865  die  Vermuthung  aus, 
dass  etwa  dieser  Oelehrte  der  Verfasser  der  darin  enthaltenen  Perspective  sei. 
Wenn  dies  sich  auch  nicht  bestätigte,  so  ergab  sich  doch  bei  den  Nachforschungen, 
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prp.  40^  über  welches  letztere  Werk  wir  gleich  nachher  zu  handeln  haben. 
Witelo  und  Job.  Peckkamus  werden  auch  auf  Seite  31  an  mehreren 


die  der  Custos  der  Königl.  und  Universitätsbibliothek  zu  Königsberg,  Herr  Dr. 
R.  Reicke,  für  mich  anzustellen  die  Güte  hatte,  das»  es  vielleicht  möglich  sei, 
dieser  Optiker  Vitellio  sei  ein  geborncr  Thorner.  In  der  Widmung  seines 
Werkes  nämlich  sagt  er:  V^ritath  amatori  fratri  GuiMmo  de  Morheka  WUelo  filiui 
T/turingortim  et  Polonorttm  cet,  -Nun  meint  Frasrtag,  Anatecia  liUeraria  de  tibris  rarto- 
ribus  Lipsiae  1750.  8"  S.  978,  man  müsse  hier  für  Thuringo-P'üonus  lesen  Tkoringu- 
Polonus' und  dies  solle  heissen  T/ununii  natus^  d.h.  in  Thorn  geboren.  Dass  diese 
Ansicht  eine  blosse  Conjectur,  ist  wohl  sclion  daraus  sicher,  dass  zu  Lebzeiten  des 
Witelo  (Mitte  bis  Ende  des  Saec.  XIII)  Thorn  als  Stadt  noch  gar  nicht  existierte, 
ausserdem  würde  es  dann  auch  Thoruniits  statt  Thoringus  heissen  müssen.  Die 
Widmung  aber  in  Verbindung  mit  einer  Stelle  im  X'®"  Buche,  nämlich  Theorem» 
LXXiV:  Quoniam  enim  non  est  possibile  soiis  vel  lunae  (guorum  solum  modo  corpo- 
rum,  ut  70  th.  hulus  dixi/nus,  radij  iridem  fnciunt)  centra  in  horizonte  exisierCy  nisi  in 
Oriente  uel  occideniet  in  nosira  terra  y  scUicet  Poloniney  habilabili^  quac  etl  circa  falitu- 
dinem  50  gradtaim  cet.j  hat  die  Polen  veranlasst,  den  Witelo  als  einen  der  Ihrigen 
zu  reclamteren.  Sie  haben  sogar  eine  vollstUndigo  Geschichte  seines  Lebens  con 
struiert,  dass  er  bei  Krakau  ein  Observatorium  gehabt  u.  s.  w.,  obwohl  wir  über 
seine  Lebensumstände  nur  auf  einige  dürftige  Nachrichten  seines  Werkes  ange* 
wiesen  sind.  Fast  alle  Schriftsteller,  die  über  Geschichte  der  Optik  geschrieben, 
haben  der  liislorya  liieralury  Polskiey  des  Felix  Bcntko\vski,  Warschau  und 
Wilna  1814.  8".  2.  Band  S.  290,  297,  einfach  nachgeschrieben,  ohne  sich  auf  eigne 
Untersuchungen  einzulassen.  Nach  Bentkowsky  ist  YiteUio  —  diese  Namens- 
form mussten  sie  noth wendig  beibehalten,  um  ihre  Sache  zu  stützen  —  eine  blosse 
Uebersetznng  des  polnischen  Wortes  Ciolak,  was  Kalb  bedeutet  und  gleichzeitig 
der  Name  einer  der  berühmtesten  polnischen  Adelsfamilien  ist.  Nun  haben  aber 
die  ältesten  Handschriften  niemals  diese  Form  YiteUio,  sondern  wie  schon  Poggen- 
dorff,  biogr.-litterar.  Handwörterbuch  zur  Gesch.  der  exactcn  Wis- 
sensch.  Bd.  II.  Sp.  1212,  bemerkt  hat,  stets  entweder  die  Form  Witilo  oder 
Witelo.  Unsere  Handschrift  z.  B.,  die  von  1359  datiert  ist,  hat  viermal  die  Form 
Witilo  deutlich  ausgeschrieben.  Auch  Fürst  Boncompagni  besitzt  in  seiner 
reichen  Manuscriptsammlung  Nr.  358  einen  Pergamentcodex  dieser  Optik  aus  dem 
Xiy.  Jahrhundert.  In  diesem  heisst  es  nach  der  Bescbreibung  des  Herrn  Nar 
ducci  (Cataiogo  di  manoscfitti  cet.  p.  167  Zeile  16— -18  und  Zeile  24—25):  „C  Jnripit 
protogus  in  primum  Librum  perspeciiue,  Eritatii  amatori  fratri  Vilhelmo  de  morbeka 
Witelo  pliu»  thuringorum  et  colonorum  cet**  und  ,jlncipit  liber  ,Y«J*  conlinu»  (sie)  et  sine 
exceptionis  de  perspectiua  demonstrata,  Magistri  Onittelonis**.  Beidemal  also  haben 
wir  auch  hier  die  Form  Witelo,  denn  auch  das  zweite  Mal  steht,  wie  sonst 
immer  im  Lateinischen,  Gu  für  W.  Auch  von  den  G  Handschriften,  die  Heil- 
bronner  a.  a.  O.  auffuhrt,  haben  drei  die  Form  Witelo  oder  Wytelo  für  den  Na- 
men des  Verfassers,  die  deshalb  auch  von  ihm  nicht  dem  Vitellio  zugetbeilt 
werden.  Von  den  drei  übrigen  ist  es  ebenso  ungewiss,  ob  der  Titel  der  Hand- 
schrift mit  der  Form  des  Namens  in  derselben  übereinstimmt,  da  z.  B.  auch  die 
Handschrift  des  Fürsten  Boncompagni  den  Katalogtitel  Vitellionis  Optica  führt, 
obwohl  die  daselbst  angewendete  Namensform  Witelo  ist.  Von  den  beiden  Hand- 
schriften der  f^alicana:  Codex  Vatic.  Urbin.  265  und  Cod.  Fat.  Urbin.  296  hat  nach 
gütigen  Mittheilungen  des  Fürsten  Boncompagni  der  erstere  die  Namensformen 

V  i 

Wytelo  und  üitello;  im  zweiten  steht  einmal  Bitelo,  an  zweiter  Stelle  Witello,  doch 

macht  Herr  Narducci  dazu  die  Bemerkung:  II  ett  ä  observer  qu*on  lisait  attpara- 
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am  Ende  des  XIII.  Jahrhunderts,  so  dass  also  das  uns  vorliegende  Stück 
nicht  vor  Anfang  des  XIV.  Jahrhunderts  verfasst  sein  kann. 

Was  jetzt  den  Inhalt  anbetrifft,  so  wird  zuerst  behauptet,  gebrochne 
und  reflcctierto  Strahlen  gäben  mehr  Licht  als  directo  Strahlen.  Der  Ver- 
fasser führt  als  Beweis  an,  1.  dass  viele  Menschen  durch  Gläser  läsen,  die 
bei  directem  Lichte  nicht  lesen  könnten;  2.  dass  die- Schreiber,  die  bei 
einer  Kerze  in  einem  leeren  Zimmer  schreiben  wollten,  die  Kerze  vor  einen 
Spiegel  stellen,  um  dadurch  das  Licht  zu  verstärken.  Er  sagt  dann,  er 
wolle  in  der  Art  vorgehen,  dass  er  zunächst  De/tnittoties,  2.  aliquas  distincUo- 
tieSj  3.  aliquas  pelilioties*  4.  conclusiones  cum  suis  corrolariis  setzen  will,  und 
dann  5.  redirc  adrationcs  proponeulis.    Seine  Definitionen  beziehen  sich  auf 


1 
vant  „witelo"*  et  qiCon  u  corritjc  heaucoup  plus  tard  ,,witello*'.     Das  Manudcript  265  ist 

aus  ticin  XIV.,  das  Manuscript  290  aus  dem  Anfange  des  XV.  Jalirliuuderts.  Wir 
linden  also  liier  ebenfalls  nur  die  Form  Witelo.  Auch  F.  Uicsner  verbessert  die 
von  den  ersten  Ausgaben  1533  und  1551  gegebene  Namensform  Vilellio  in  seiner 
Ausgabe  von  1572  in  Fi7ff//o,  walirscheinlicli,  da  er  nach  seiner  Angabe  alle  Ma- 
uuscriptc  benutzte,  weil  diese  die  Form  H'ilelo  oder  ähnliche  darboten,  obwohl 
er  den  Verfasser  selbst  als  Polen  betrachtet.  Dagegen  macht  die  Form  Wilclo  es 
sehr  wahrscheinlich,  dass  unser  Optiker  ein  geborner  Thüringer  war.  Dieser 
Name  ist  nämlich  im  XIII.  Jahrhundert  einer  der  verbreitetsten  in  Thüringen,  so 
dass  man  fast  keine  Urkundensamnilung  aus  jener  Gegend  und  Zeit  aufschlagen 
kann,  ohne  auf  eine  der  Formen  Witilo^  ff'itulo,  WidilOy  Hldelo,  Widnlo  (abge- 
leitet als  Diminutiv  von  H'ido  oder  H'ito)  zu  stossen,  und  dieser  Name  ist  also 
bestimmt  ein  deutscher.  Wäre  Witelo  ein  Pole,  so  würde  sicher  fllius  Folono- 
mm  et  Thuringorom  stehen  müssen.  In  diesem  Wahne  befindet  sich  z.  B.  Ber- 
nardino  Baldi  —  auch  Riesner  dreht  in  seiner  Vorrede  die  Reihenfolge  um, 
damit  er  um  so  eher  sich  für  seine  polnische  Abkunft  entscheiden  könne  —  in 
dem  bis  jetzt  noch  nicht  veröffentlichten  Werke  De  le  vUe  dt*  Mafemaiici,  von  wel- 
chem das  Original  im  Besitze  des  Fürsten  Boncompagni  sich  befindet,  und 
von  dessen  caito  106  —  107  ich  eine  genaue  Abschrift  besitze,  die  gerade  die  Le- 
bensbeschreibung des  Witelo  enthalten.  Er  sagt  nämlich  gleich  zu  Anfang: 
lefjqendovisi  con  modo  barharo  figliuolo  de  Puloid  e  de  Tmingiiy  kehrt  also  das  wirk- 
lich Vorhandene  geradezu  um.  Nachdem  er  sich  aber  im  Allgemeinen  für  die 
polnische  Abkunft  ausgesprochen,  gibt  er  doch  zu:  Pud  essere  anco  che  ?ion  egli 
via  cht  fece  Ciiiscriltione  ul  opera  lo  chiamasse  fiyüuolo  de  Poloni  e  de  Thuringi  per  crescer 
gloria  a  quelle  nalioni;  ovvero  que^  s'egti  fu  que  lo  fece,  s'inducesse  a  cid  per  acquistarsi 
It:  gralia  d'amhedue  quei  popoli;  o  forse  perchc  egli  nascesse  in  Turingia  e  fasse  allevalo 
in  PolofUdt  overo  per  il  contrario  nascesse  in  Polonia  e  fosse  allevalo  fra  i  Turingii, 
öehon  Rogiomontan  und  dessen  Schüler  Walther  nennen  denselben  noster 
Vilellio  Thuringns,  sind  also  bestimmt  der  Ansicht,  einen  Thüringer  vor  sich  zu 
haben.  Die  Stelle  im  10.  Buche,  die  ich  oben  habe  abdrucken  lassen,  würde  doch 
nur  PO  viel  beweisen,  dass  er  bei  Abfassung  seines  Werkes  vielleicht  in  dieser 
Gegend  gewesen  sei,  und  dass  man,  um  in  Polen  zu  leben,  nicht  dort  geboren  zu 
sein  braucht,  ist  wohl  selbstverständlich,  noch  dazu,  da  es  grosse  Wahrschein- 
lichkeit hat,  dass  Witelo  ein  Geistlicher  geweseu,  der  also  dahin  gehen  mnsste, 
wohin  seiue  Obern  ihn  schickten. 


54    Uober  die  Handschrift  R.  4?  2,  Problematum  £uclidiB  explicatio,  der 


Visio  recla,  die  nach  den  kürzesten  Linien  ins  Auge  gelangt,  Fi«io  reflexa, 
bei  der  die  Ferception  sowohl  durch  einfallende  als  reflectierte  Strahlen 
geschieht,  Visio  refracla,  bei  der  ebenfalls  die  Wahrnehmung  durch  directe 
und  gebrochne  Strahlen  gleichzeitig  geschieht.  DisUnciioncs  sind  folgende: 
Visus  vera^  wenn  die  Sache  selbst  in  die  Augen  fallt;  Visus  ficla^  wenn  nur 
ein  Abbild  gesehen  wird. 

Pctilioncs  hat  ey  drei.  1.  Per  fortiores  radios  cerlius  uideri.  2.  Radium 
oblique  incideniem  diucrsarum  densitatum  medijs  refringi.  3.  Speciem  in  spe- 
culo  appareniem  reflexe  uideri. 

Es  folgen  die  conclusiones,  1.  Omnis  uisio  fit  mediante  pyramide  cuius 
Conus  est  in  oculo  et  basis  in  re  uisa.  Dazu  das  Correlar:  Duo  in  equalia  pos- 
sunt  apparere  equalia.  2.  In  uisione  que  fit  per  radiorum  refraciionem  uel  re- 
flexionem  radiorum  fit  notabilis  deceptio  et  error  ^  und  der  Zusatz  Visio  de 
rebus  per  radios  fractos  uisis  debililer  fieri.  3.  Visionem  que  fit  per  radios 
rectos  uisioni  que  fit  per  radios  refractos  et  reflexos  esse  cerliorem,  mit  dem 
Oorrolar  Visio  que  fit  per  radium  rectum  non  est  equalis  uisioni  que  fit  per  ra- 
dium  refractum  uel  rcflexum:  d.  h.  die  aufgestellte  Frage  wird  verneint. 

Jetzt  beginnt  der  fünfte  Theil,  der  sich  nur  damit  beschäftigt,  Alles, 
was  bis  dahin  bewiesen  zu  sein  schien ,  als  falsch  nachzuweisen.  Der  Ver- 
fasser geht  hier  den  umgekehrten  Gang  und  wendet  sich  zunächst  gegen 
die  3^  conclusio  und  so  rückwärts  weiter  bis  zu  den  Distinctionen.  Dieser 
fünfte  Theil  der  Abhandlung  ist  der  interessanteste,  und  es  scheint  dem 
Verfasser  gelungen  zu  sein,  die  scheinbar  von  einem  Andern  aufgestellten 
Sätze  zu  entkräften. 

§^- 

Drittes  Stück:  Joannis  Peckkami  Archlepiscopi  Cautiiariensis  Perspectiue 

communis  libri  tres* 

Seite  34  ist  leer  geblieben.  Von  Seite  3«5  bis  68  Zeile  20  folgt  dann 
das  eben  genannte  Werk,  das  im  Mittelalter  für  classisch  galt,  und  das  auch 
in  einer  grossen  Anzahl  von  Handschriften  und  Ausgaben  existiert.  Die 
älteste  mir  bck«innte  ist  ohne  Ort  und  Jahr  circa  1490  erschienen  und  vor 
ungefähr  2  Jaliron  von  der  Friedländerschen  Buchhandlung  in  Berlin  ange- 
zeigt worden.  Ehe  ich  mir  dieselbe  aber  verschaffen  koni^te,  war  sie  scbon 
anderweitig  verkauft.  Dann  kommen  2  Ausgaben  im  Jahre  1504  zu  Leip- 
zig impressa  arte  ei  sollertia  Martini  Herbipolensis  und  Venedig  impressa  cura 
J,  B.  Sessa,  (Letztere  schon  oben  in  dem  Briefe  Narducci*s  erwähnt.) 
Ich  selbst  habe  zur  Vergleichung  nur  eine  Ausgabe  Coloniae  Agrippinac 
MDLXXX  48  Blatt.  Ausserdem  kenne  ich  noch  zwei  Kölner  Ausgaben 
von  1592  (Narducci,  Catalogo  di  Manoscrilti ^.  112,  Zeile  7— 10)  und  1627 
(Kästner,  Geschichte  der  Mathematik  Bd. 2, S.270).  Auch  inNürn- 
berg sollen  nach  Montucla  mehrfache  Ausgaben  erschienen  sein.  In 
allen  diesen  Editionen  und  den  besonders  häufigen  Handschriften  ist  der 
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daraus  bei  den  Schriftstellern  über  Geschichte  der  Mathematik  grosse  Ver- 
wirrung entstanden  ist.  Ich  habe  mir  z.  B.  die  Formen  notiert:  Pecha- 
mus,  Pcchebam,  Pethanus,  Pisanus,  Pathhan,  Pichanus,  Pet- 
san*);  Cameracensis  für  Caniuaricnsis.  Durch  Vergleichung  der 
Ausgaben  kam  aber  schon  Montucla  zu  derUeberzeagung,  dassalle  diese 
verschiedenen  Formen  ein  und  denselben  Mann  bedeuten  sollten,  nämlich 
den  Erzbischof  von  Canterbury,  Johannes  Peckkamus.  Derselbe  ist 
nach  Cave**)  zu  Chichester  im  südlichen  England  geboren  von  niedri- 
gen Eltern.  Da  er  einsah,  dass  es  ihm  schwer  fallen  würde,  in  seinem  Va- 
tcrlande  sich  hervorzuthun,  ging  er  nach  Paris,  beendigte  dort  seine  Stu- 
dien und  kehrte  dann  erst  nach  England  zurück.  Hier  hielt  er  in  Oxford 
mit  solchem  Beifall  Vorlesungen ,  dass  er  von  seinen  Ordensbrüdern,  den 
Franciscanern,  zum  Provincial  für  England  gewählt  wurde.  Er  blieb  aber 
nicht  lange  in  England,  sondern  wandte  sich  wieder  nach  Paris  und  von 
dort  nach  Leiden,  wo  ersieh  die  Canonikats würde  erwarb.  Von  hier 
begab  er  sich  nach  Rom  und  wurde  dort  bald  als  Lector  Palatinus  an- 
gestellt. Als  bald  darauf  der  Erzbischof  von  Canterbury,  Robert  Kil- 
warby,  die  Cardinais  würde  erhielt,  wurde  P  eckkam  gegen  den  Willen 
des  Capitels,  wie  es  scheint  durch  Simonie,  vom  Papste  zum  Erzbis.chof 
von  Canterbury  geweiht  am  6.  März  1279.  Gleich  n^ch  seiner  Inthroni- 
sation musste  er  wenigstens  bei  Strafe  des  Bannes  4000  Mark  nach  Rom 
senden,  wie  Cave  a.  a.  0.  mittheilt.  P eckkam  starb  am  8.  December 
1292.  Das  Datum  seiner  Weihe  und  seines  Todes  verdanke  ich  dem  Ober- 
bibliothekar Prof.  Dr.  C.  Hopf  in  Königsberg,  der  mir  überhaupt  bei 
meinen  Studien  sehr  förderlich  gewesen  ist. 

Unser  Manuscript  beginnt  (Seite  35  Zeile  1 — 3):  Assil  principio  sancla 
maria  meo  ||  iNier  phisice  consideralionis  sludia  lux  iocundius  afßcH  medilan- 
tes  II  inter  magnalia  mallemalicorum  cerlitudo  demonsiralionum  preclarius  ex- 
tollit  invesliganles ;  und  endigt  (Seite  68  Zeile  15 — 17):  Que  aulem  dicuniur  || 
false  de  yride  mtdlum  possunt  refelli  per  hoc  quod  in  huius  lapidibus  j'  conlem- 
plamus.  Das  in  allen  Ausgaben  und  den  meisten  Handschriften  dann  Fol- 
gende ist  gerade  so  wie  in  der  oben  von  Herrn  Narducci  erwähnten 
Handschrift  des  Vatican,  Regina  Suecorum  1253^  in  folgender  Weise  zusam- 
mengefasst  (Seite  68  Zeile  17  —  20):  Generalionem  yridis  caihaclismum  ex- 
cludcre.  ||  Lucem  solarem  et  siderabilem  in  perspicuo  puro  efficere  ||  Galaxiam, 
Quidam  in  hoc  paragrapho  conlradicere  non  verenttir.  Ü  Explicil  »e  amen  deo  gra- 
cias.    Soweit  ich  sonst  verglichen  habe,  stimmen  sammtliche  Proposiliones 


*)  Auch  den  Anfan&^  des  Manuscriptes  Regina  Suecorum  1235:  phisice  perspectiua 
bin  ich  geneigt  so  zu  verstehen,  dass  phisice  eine  Verdrehung,  vielleicht  von  Pi- 
sanus  sein  soll. 

*♦)  Cave,  ScripCorum  F.cclesiastic,  Histoi ia  liieraria,  Genevae  1705.  Fol.  p.  647 
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unserer  Handschrift  mit  der  oben  citiertcn  Ausgabe  überein.  Das  liber  1 
enthält  S4  propositiones,  das  Über  II  Ö6 proposilioneSy  endlich  liber  III  2t prop.^ 
weil  die  in  den  Ausgaben  getrennten  letzten  beiden  Lehrsätze  in  unserem 
Manuscript  als  Ein  Satz  gerechnet  werden  und  mit  21  unmeriert  sind. 

§5. 

Yicrtes  Stiicic  roHtreina  duo  Theoremata  libri  de  Speeulis  Euclidis. 

Von  Zeile  21 — 42  derselben  Seite  G8  finden  sich  nun,  merkwürdig 
genug,  noch  die  beiden  letzten  Lehrsätze  der  Katoptrik  oder  des  liber  de 
spcculis  des  Euclides,  nämlich:  1.  Possibile  est  speculum  consirui  et  in  eodem 
apparere  plurcs  facics,  has  qtüdcm  maiores  illcts  uero  minores^  has  quidem  pro- 
pius  Utas  uero  longius  et  liic  quidem  dexlras  illic  uero  sinisiras.  2.  Ex  concauis 
speculis  ad  solem  positis  igtiem  accendere.  Sie  weichen  ebenso,  wie  ich  dies 
oben  vom  liber  de  uisu  gesagt  habe,  ziemlich  bedeutend  von  der  Pariser 
Ausgabe  von  1557  ab. 

§6. 
Fünftes  Stück:  Carastouis  liber  editus  a  Thcbltb  fllio  Tliore. 

Dieses  Werk ,  über  welches  S  t  e  i  n  s  c  h  n  e  i  d  e  f .  in  den  Annali  di  3/ate- 
malica  (1\  V.  No.  1.  Gennaio  1862)  ausführlich  gehandelt  hat,  erstreckt 
sich  in  unserem  Codex  von  Seite  69  Zeile  1  bis  Seite  73  Zeile  24.  In  Be- 
zug auf  das  von  Steinschneider  Mitgethcilte  kann  ich  mich  einfach  auf 
ihn  beziehen.  Ich  notiere  hier  zunächst  nochmals  seine  Ergebnisse,  wie  er 
sie  auf  Seite  6  und  7  des  durch  13oncorapagni  besorgten  Separatdruckes 
genannter  Abhandlung  zusammenstellt: 

1 .  cir***'J^  ''"ö'  ^"*^  bilancia,  la  voce  araba  e  dforigine  greca,  tna  la  rocc 
greca  e  ancora  da  trovaj^si,  —  Senza  arrischiare  una  cnngellura  ccrla,  lasciandu 
queslo  ai  filologi  classici^  voglio  soUanlo  accennare^  che  quesla  voce  era  forse 
primamente  xisata  nel  Siriaco,  e  quc  la  voce  greca  c  forse  composta  di  x^^Q 
mano?  —  E  vero  che  ii  traduUore  latino  scrivcva  caraston  con  due  a,  leggeva 

Ol      I 

dunque  0-?^*'J^  i  ^^^^  9^^  arabi  amano  la  vocalc  a,  c  non  di  rado  hanno  promin- 
dato  le  consonanti  dunu  voce  csolica  con  qualche  vocale,  che  i  Iraduttori  latini 
hanno  poi  espresso  colla  vocale  a,  quando  non  trovavano  la  vocale  indicata  nel 
loro  testo,    Cercando  dunque  il  suono  greco^  e  da  tcnersi  alle  consonanti*). 

2.  Giä  esistevano  almeno  4  opere  trattanti  della  bilancia^  vale  a  dire: 

a)  d'uno  dei  figli'di  Mnsa  ben  Sciachir, 

b)  di  Thabit  ben  Corra  (mori  neir  anno  001). 


*)  Nach  schriftlicber  Mitthcilung  des  Iforru  Steinschneider  an  mich,  hat 
Herr  Staatsrath  Dorn  in  Petersburg  die  llerleitung  des  Wortes  Karaston  vom 
X€ip  vollständig  durchgeführt. 
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c)  di  Costa  ben  Liroa  (See,  IÄ%  se  non  X)^ 

il)  cTIbn  Heithem  (che  c  il  cclcbre  „Alhazen^^  c  mori  nelVanno  103S), 
Non  si  sa  certamente  quäle  di  questi  auiori  abhia  impiegato  la  i>oce  caraston, 
que  poi  era  commune  fra  i  doUL 

3.  11  über  oaraBtonis,  esistente  almeno  in  4  manoscritti^  e  di  Thabit,  ma 
non  si  irova  nei  cataloghi  delle  sue  opere,  conosciuii  finora, 

^  4.  Oherardo  di  Cremona  iradusse  un  liber  carastonis  daWarabo,  ed  e  da 
presumere  que  sia  Vopera  di  Thabit  ancora  esistente^  c/iegli  abbia  tradoUo^ 
finche  non  si  trovi  altro  nome  di  iraduUore  nominato  in  uno  dei  manoscritli 
(leifopera  di  Thabit. 

Den  unter  3.  erwähnten  Manuscripten :  No.  184  der  Bibliothek  des 
Klosters  San  Marco  in  Florenz,  und  No.  73778»,  7434«,  8680A  der 
Kaiserlichen  Bibliothek  zu  Paris,  reihen  sich  noch  einige  Handschriften 
au,  auf  die  ich  zuerst  aufmerksam  gemacht  habe,  nämlich:  1.  Unsere  Hand- 
schrift R.  4?  2^,  das  Manuscript  Regina  Suecorum  1235  und  ein  Manuscript, 
das  ich  nur  ans  dem  Verzcichniss  kenne,  was  Heilbronner  in  seiner 
Historia  Matheseos  aus  der  Bibliotheca  Bibliothecarum  von  Montfaucon 
ausgezogen  hat.  Auf  Seite  540  §  8  No.  5  nennt  er  darin  als  in  der  Biblio- 
thek des  Vatican  vorhanden  ein  Liber  Carastonis  de  ponderiblis,  letzterer 
Zusatz  ein  Gegenstück  zu  dem  Titel  Liber  Carastonis  sive  de  Statera  der 
einen  Pariser  Handschrift.  Dieses  Manuscript  ist,  wie  ich  später  gemerkt 
habe,  eben  das  Manuscript  Regina  Suecorum  1235,  Die  Bemerkung  sive  de 
pondcribus  findet  sich  in  demselben  von  einer  Hand  des  XV.  Jahrhunderts 
auf  dem  untern  Rande  des  Blattes  70*  mit  Bleistift  geschrieben  und  fast  un- 
leserlich, nämlich :  J-'Ufi  Karastonis  edit*  a  ihebit  ben  chorao  dcüs  Uponderiby 
Der  Codex  Vaticanus  2075  aus  dem  XVI.  Jahrhundert  enthält  ebenfalls 
(Blatt  176 — 183)  ein  Exemplar  dieses  AVerkes.  Dasselbe  beginnt  in  gleicher 
Weise  mit  den  Worten :  Incipit  liber  Karastonis  de  ponderibns.  Dabei  ist  es 
uoch  interessant,  dass  Heilbronner,  wie  sich  ans  dem  Index  III  sub 
verbo  Carasto  ergibt,  den  Titel  so  auffasst,  als  habe  ein  gewisser  Ca- 
rasto   ein  Buch  über  Gewichte  geschrieben. 

^  Liber  Carastonis  heisst  also  Buch  über  die  Handwage,  und  der 
Inhalt  des  Schriftchens  lässt  diesen  Titel  als  völlig  gerechtfertigt  erschei- 
nen. Nach  den  Worten  eines  Briefes  des  Fürsten  Boncompagni  vom 
5.  Aug.  1865:  „(7c  manuscrit  doit  etre  ires-precieux,  Les  ouvrages  intitules 
„Verba  filiorom  Moysi  filii  Schaker,  Mahnmeti,  Hameti,  Hasan''  et  „Liber 
Carastonis''  n^ont  ete,  que  je  sacke ^  Jamais  publies  entierement  et  on  en  connait 
ires  peut  d'exemplaires,  Les  auteurs  de  ces  traites  sont  des  geömetres  tres  ce- 
lebtes,  Vous  feriez,  Je  crois,  une  chose  tres-utile  et  tres-agreable  aux  savants 
en  redigeant  une  description  tres-detaillee  de  ce  manuscrit^  et  en  la  faisant 
eusuite  imprimer^\  glaube  ich  annehmen  zu  dürfen,  dass  der  vollständige  In- 
halt des  Werkchens  noch  niemals  veröffentlicht  ist,  und  dass  daher  eine 
genaue  Angabe  desselben  vielleicht  mit  Daok  aufgenommen  wirds->  j 
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Auf  Seite  8  der  oben  citierten  Schrift  Steinschneiders  über  das 
librr  Karastonis  gibt  derselbe  den  Anfang  und  den  Schlass  des  fraglichen 
Werkes  nach  der  Lesart  der  Handschrift  No.  184  der  Bibliothek  des  Klo- 
sters San  Marco  in  Florenz.  Ans  diesem  Bruchstück  entnehme  ich  zn- 
nächst  die  Eigenthümlichkeit,  der  wir  in  unserem  Codex  noch  öfter  begeg- 
nen werden  und  einmal  schon  begegnet  sind,  dass  nämlich  die  Einleitung 
sowohl  als  der  Epilog  bei  den  meisten  Stücken  derselben  als  unwesentlich 
weggelassen  ist  und  nur  die  wichtigen  Theile,  Erklärungen  und  Theoreme, 
der  Mittheilung  für  werth  geachtet  sind. 

Unser  Manuscript  beginnt  (Söite  69  Zeile  1  —  2)  mit  den  Worten: 
Omtiium  diiorum  spatiorum  que  duo  mola  secant  in  (empöre  vno  \\  proportio  est 
sicud  proportio  uirtuium  mouenliutn  huius  et  spatia  secantium,  d.  h.  es  beginnt 
erst  mit  dem  dritten  Worte  der  27.  Zeile  auf  Seite  8  des  genannten  Wer- 
kes. Auch  stimmt  der  Wortlaut  in  beiden  Exemplaren  nicht  vollständig 
überein,  und  die  beweisenden  Zeilen  stimmen  erst  recht  nicht,  wenn  auch 
der  Sinn  derselbe  ist.  .  Der  zweite  Satz,  den  Steinschneider  auch  noch 
mitthcilt,  und  der  mit  dem  14.  Worte  der  33.  Zeile  beginnt,  lautet  bei  uns 
(Seite  69  Zeile  6  — 13):  Omnis  linea  que  diuiditur  in  duas  sectiones  et  figitur 
punctus  (sie!)  eins  secans  et  mouetur  linea  Iota  penilus  mota  quo  non  recedit 
ad  locutn  suum  tuuc  ipsa  facit  acadere  duas  sectores  similes  duorum  circuiorum 
quorum  medietas  dy  ante  tri  vnius  est  linea  longior,  medietas  dyametri  secundi  est 
linea  breuior  ita  quod  proportio  arcus  que  signat  punctum  extremitatis  vnius 
duarum  harum  ad  arcum  quem  signat  punctum  extremitatis  linee  secunde  sicud 
proportio  linee  reuoluentis  illum  arcum  ad  lineam  secundam.  Er  lautet  also 
mit  wenigen  Aenderungen  genau  so  wie  a.  a.  0.  Der  Sinn  ist,  wie  man 
leicht  übersieht:  Die  Bogen  gleicher  Centriwinkel  verhalten 
sich  wie  die  zugehörigen  Radien.  Dieser  Ausspruch  des  Satzes 
findet  sich  auch,  eingeleitet  durch  die  Worte:  Scnsus  stat  in  hoc^  als  Margi- 
nalbemerkung  neben  dem  zugefügten  Beweise. 

Von  hier  an  verlässt  uns  der  Steiuschneiderscho  Text.  Wir  fahren 
in  der  Art  fort,  dass  wir  den  Wortlaut  der  8  Lehrsätze,  aus  denen  in  un- 
serer Handschrift  das  liber  Carastonis  besteht,  angeben  und  an  jeden  «ine 
kurze  Erklärung  anschliessen,  was  mit  dem  betreffenden  Satze  gemeint  sei. 

8.  Satz.  Omnis  linea  que  diuiditur  in  duas  sectiones  et  ymaginabimus  quod 
linea  suspendatur  per  punctum  diuidens  ipsam  quod  duorum  ponderum  propor- 
tionalium  sicud  proportionalitas  duarum  partium  linee  vnius  ad  conparem  suam 
secundum  altcrnationem  suspendatur  vnum  in  extremitate  vnius  duarum  sectio- 
num  et  secundum  in  extremitate  altera  tunc  linea  equaiur  secundum  equidistan- 
tiam  orizontis.  Es  ist  dies  offenbar  der  Ausspruch  des  Satzes  von  der  Gleich- 
heit der  statischen  Momente,  dass  sich  also  die  Gewichte  umgekehrt 
verhalten  müssen  wie  die  Hebelarme,  an  denen  sie  wirken, 
damit  Gleichgewicht  hergestellt  wird.  Auch  hier  gibt  eine  Rand- 
glosse dieselbe  Bemerkung. 
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4.  Säte.  Omnis  linea  que  diuidiiur  in  duas  sectiones  diuersas  suspensa  ex 
puncto  secante  posilo  quoque  pondere  in  extremitaie  alterius  lalen's  eins  et 
altera  pondere  posito  in  puncto  alio  inter  hanc  extremitatem  et  punctum  diui- 
dens  ex  loco  suspensionis  et  pondus  tertium  in  extremitate  altera  et  equatur 
linea  super  equidistantiam  orizontis  tunc  quum  aggregantur  duo  pondera  que 
suspenduntur  in  uno  duorum  laterum  et  permutantur  de  loco  suo  et  snspendan- 
tur  in  puncto  medio  ex  eo  quoi  est  inter  ea  equatur  Uta  linea  super  equidistan* 
tiam  orizontis.  •  Aas  den  Erlänterangen ,  dioThabit  hierzu  gibt,  folgt  so- 
gleich ,  dass  die  beiden  auf  einem  Arme  angebrachten  Gewichte  als  gleich 
anzunehmen  sind,  unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  der  Satz  aber 
etwa  Bo  aussprechen:  „Befindet  sich  ein  Hebel  durch  drei  Ge- 
wichte im  Gleichgewicht,  von  denen  zwei,  die  einander  gleich 
sind,  an  dem  einen  Arme  wirken,  so  kann  man  statt  dieser 
beiden  auch  im  Halhierungspuncte  der  Verbindungslinie 
ihrer  Angriffspuncte  das  doppelt  so  grosse  Gewicht  wirken 
lassen,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  gestört  wird."  Auch  ein 
spccieller  Satz  von  der  Resultante  paralleler  Kräfte  liegt  in  dem  Theoreme. 

5.  Satz.  Omnis  linea  que  diuiditur  in  duas  seclores  diuersas  suspensa 
linea  a  puncto  diuidente  ipsam  posito  in  uno  latere  pondere  aliquo  et  in  alio 
pondera  ponuntur  equnlia  et  conparites  linearum  que  sunt  inter  pondera  sunt 
equales  ut  postrema  prime  et  sequens  postrema  equalis  sequenti  primam  sie  que- 
libct  sue  conpari  et  equidistat  linea  orizonti  tunc  isla  pondera  aggregata 
suspensa  in  puncto  medio  uel  ex  eo  que  est  inter  pondus  primum  et  postremum 
cquidistabit  linea  orizonti.  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  dahin,  dass  statt 
zweier  gleicher  Gewichte  mehrere  aufgehängt  werden,  die  paarweise*  von 
den  Enden  gleich  sind  und  auch  von  den  Enden  gleich  weit  abstehen. 
Auch  in  diesem  Falle  bleibt  das  Gleichgewicht  ungestört,  wenn  man  im 
Halhierungspuncte  der  Verbindungslinie  der  beiden  äussersten  Angriffs- 
puncte die  Summe  sämmtlicher  Gewichte  angreifen  lägst. 

'6.  Satz.     Recla  linea  in  duas   sectiones   diuersas  fdiuisaj  suspensa  ex 

o  e 

puncto  diuidente  ipsam  suspensa  quoque  pondera  aliquo  in  vno  extremitate  et  in 
allero  cius  latere  sit  pondus  expansum  equalis  crassitudinis  continuum  tum 
punctum  huius  lateris  secundum  illitd  semper  quod  inuenitur  crassitudo  in  per- 
pendiciüari  trutine  et  quod  illam  crassitudo  rectiftcat  pondus  quod  est  in  extre- 
mitate linee  dotrec  sit  equalis  super  equidistantiam  orizontis.  Quid  si  opprime- 
relur  in  lineam  portionis  habentis  crassitudinem  diuidi  ex  isto  pondere  continuo 
equalis  expansionis  et  suspendetur  in  puncto  medio  linee  portionis  tunc  linea 
remanet  super  illud  super  quod  fueril  equalis  super  equidistantiam  orizon- 
tis. Der  Satz  ist  dahin  zu  verstehen:  Es  sei  ab  die  gegebene  Linie, 
g  der  Theilpunct.  Im  Puncto  a  sei  ein  Gewicht  r  angehängt 
und  auf<76  sei  ein  Stück  db  abgeschnitten  und  dieses  Stücksei 
HO    völlig   gleiclimässig  mit  Gewicht  belastet;   dass  iiH^ jedem 
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Puncte  das  Gewicht  dieses  Punctes  und  das  des  Wagebalkcns 
(Irulina)  in  demselben  Puncte  zusammen  gleich  der  entspre* 
chendcn  Summe  in  irgend  einem  andern  Puncte  sei,  dann  ist 
es  erlaubt,  das  ganze  Gewicht  des  Stückes  ^^  im  Halbierungs- 
puncte  h  dieser  Strecke  augreifen  zu  lassen,  ohne  dass  das 
Gleichgewicht  aufgehoben  wird.  Er  ist  also  die  Ausdehnung  der 
früheren  Sätze  auf  eine  continuierliche  Verthc'ilung  der  Gewichte. 

7.  Satz.  Omnis  linea  que  dhiidiiur  in  duas  seclores  diuersas  in  cuius  ear- 
iremitate  pondere  suspenso  et  in  laiere  eins  secunde  parlem  pcrpendictUaris 
plana  continua  secundam  equaliiatem  dcmonstralam  sr^.  qua  perpcndicularis 
trutinarum  in  parte  vna  iliius  laleris  fixa  in  ea  et  equidistat  linea  orizonti  quod 
proporlio  pofideris  suspensi  ex  puncto  extremitatis  linee  ad  pondus  porlionis 
perpendicularis  fixe  in  quadam  parte  linee  est  sicud  proportio  linee  que  est  intcr 
Suspensorium  et  inter  punctum  medium  portionis  habentis  crassitudinem  ad 
lineam  secundam.  Erweiterung  des  Satzes  3.  von  den  statischen  Momenten 
dahin,  dass  bei  der  im  voiigen  Satze  angenommenen  Vertheilung  des  Ge- 
wichtes, der  Halbierungspunct  des  mit  Masse  belegten  Theiles  ded  Wage- 
balkens als  Angriffspunct  des  einen  Gewichtes  angesehen  wird. 

8.  Satz.  Quando  est  perpendicularis  recta  equalis  crassitudinis  et  substantie 
et  suspenditur  perpendicularis  tum  punctum  ipsius  non  super  medium  erit.  Die  Er- 
klärung dieses  Satzes  ist  mir  nicht  gelungen.  Damit  dies  Andern  möglich  ist. 
setze  ich  den  Beweis  unseres  Manuscriptes  noch  hierher.  Derselbe  lautet 
(Seite  73  Zeile  11 — 23) :  Assumpta  conclusione  i|  prccedente  illud  quod  hocdicitur 
non  fit  nisi  si  esset  linea  ,a,b»  sicud  ,10.  et  .a,g.  duo  et  g.d.  duo  l  et  ,d.b. 
resiiUua  perpendicularis  .d.b,  .12,  et  ,a,d,  linea  cui  non  est  pondus  et  perpendi- 
cularis II  .d.h,  est  cum  pondere  continuo  cum  portionc  linee  .a.b.  Patet  igilur 
quod  proportio  ponderis  \  quod  suspenditur  cum  puncto  .a.  ul  sit  rectificans 
pondus  portionis  et  pondus  portionis  ||  .d.b.  est  equalis  .g.v.  ad  .g.a  quia  .  v, 
est  medium  .d.b.  et  .g.v.  est  medietas  [  .a.b.  quia  .d.b.  est  super fluitas  cius 
quod  est  inter  duas  seclores  ita  diuisimus  cam  |  in  due  medietates  et  addidimus 
medietates  eius  secundum  lineam  breuiorem  ergo  .g.v.  est  |  medietas  totius 
linee  et  proportio  eius  ad  .g.a,  est  sicud  proportio  totius  linee  ad  |.  duplum  linee 
.a.g.  ergo  cum  multiplicamus  pondus  .d.b.  in  longiorem  .a.b.  et  diuisimus 
quod  proueniet  secundum  subduplum  'U.g.  est  illud  quod  egreditur  ex  diuisione 
ipsum  pondus  |j  quod  rectificat  pondus  super fluens  perpendicularis  donec  remanet 
equalis  secundum  equidistantiam  j  orizontis. 

Im  Codex  Regina  Suecorum  1253  heisst  dieser  Satz :  Dico  ergo  quod  quo- 
niam  est  perpendicularis  recta  equalis  grossitudinis  et  substantie  et  suspenditur 
perpendicularis  in  puncto  ipsius  non  super  medium  et  uolumus  scire  quamlibct 
accipiamus  quantitatem  ponderis  quod  cum  suspenditur  in  extremitate  sectoris 
breuioris  ex  duabus  sectoribus  perpendicularis  equalur  super  equidistantiam 
orizontis?  sie  nos  scimus  pondus  alius  perpendicularis  et  scimus  langitu^nem 
eius  et  longitudinem  cuiusque  duarum  sectionum  eius.    Et  accwiemus  superßuum 
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quod  est  inier  duas  sectores  ei  multiplicahimus  ipsum  in  pondus  perpendicülaris  el 
diuidimus  quod  aggregatnr  super  longiiudinem  perpendicülaris  quod  ergo  egre- 
fliiur  ex  diuisione  est  illud  pondus  superflucialis  que  est  inier  duas  sectiones  ei 
est  proportio  perpendicülaris  super fluens  super  equalitaiem  deinde  accipiamus 
pondus  huius  portionis  el  mulliplicahimus  in  longiiudinem  perpendicülaris  el 
quod  aggregatur  diuidimus  ipsum  super  duplum  secloris  breuioris  duarum  seclio- 
num  perpendicülaris  quod  ergo  aggregalur  ex  diuisione  erit  quanlitas  que  cum 
suspendiiur  cum  exlremilale  secloris  breuioris  duarum  sectiomim  perpendicüla- 
ris equalur  pondus  eius  super  equalitaiem  orizonlis. 

Hier  ist  natürlich  der  Sinn  unmittelbar  gegeben. 

Das  Ende  des  Ganzen,  wie  es  Steinschneider  a.  a.  O.  mittheilt, 
stimmt  wieder  gar  nicht  mit  dem,  was  bei  uns  das  Ende  bildet.  Denn  nach 
den  eben  angeführten  Worten  des  Beweises  von  Satz  8.  folgt  bei  uns  ein- 
fach (Seite  73,  Zeile  23  und  24):  El  sie  disceme  mirificum  C  Explicit  cara- 
Btonis  über  ,|  editns  a  thebith  filio  thore.  Betrachten  wir  die  oben  mitge- 
theilten  Satze  in  der  Hinsicht  genauer,  als  darin  eine  Theorie  der  Hand- 
wage  liegen  soll,  so  sieht  man  sogleich,  dass  dies  nicht  die  sogenannte  rö- 
mische Schnellwage  sein  kann,  bei  der  der Aufhängepunct  fest  ist;  und 
das  Gewicht  verschoben  werden  kann,  sondern  dass  das  liber  caraslonis 
sich  mit  der  schwedischen  Schnellwage  beschäftigt,  bei  welcher  das 
Gewicht  einen  Theil  des  Wagebalkens  bildet,  und  der  Aufhängepunct  ver- 
schoben wird. 

§7. 

Sechstes  Stück:  Yerba  filioitim  Bloysi  iUii  Seliyr.i.Marmeti  (Bie!).Haineti. 

Hasen. 

Von  Seite  73  Zeile  25  bis  Seite  79  Zeile  35  befindet  sich  in  unserer 
Handschrift  weiter  ein  Stück,  neben  welchem  auf  dem  rechten  Rande  die- 
oben  als  Inhaltsangabe  gesetzten  Worte  sich  befinden,  während  auf  dem 
linken  Innern  Rande  zwei  andere  Worte  stehen:  .?"/" /rarf "•  Es  ist  also 
wohl  keinem  Zweifel  unterworfen ,  dass  dieses  Stück  ein  Exemplar  des  für 
die  Geschichte  der  Geometrie  so  wichtigen  Werkes  sein  soll,  das  von 
Chasles  in  seinem  Apercu  hislorique  an  vielen  Stellen  hervorgehoben 
wird.  Um  so  wunderbarer  für  mich  war  die  Bemerkung,  dass  alle  bis  jetzt 
von  diesem  Werke  veröffentlichten  Bruchstücke  sich  absolut  in  unsrer 
Handschrift  nicht  nachweisen  lassen.  So  fehlt  z.  B.  der  Lehrsatz,  den 
Chasles  besonders  heryorhebt,  und  dessen  Uebersetzung  nach  dem  Basler 
Codex  Kinkelin  in  Grunerts  Archiv  Th.  XXXIX,  186  gibt,  voll- 
ständig, obwohl  er  nach  Chasles  der  einzige  den  Brüdern  eigentliümliche 
Satz  ist. 

Nach  Steinschneider  (diese  Zeitschrift  X.  Jahrg.  S.  488)  ist  nun 
nur  derjenige  Theil  der  Handschriften  als  Verba  filiorum  etc.  zu  bezeichnen, 
dessen  Ucberschrift  ist:  Traclalus  de  mensuratione  super ßcierum  el  solidorum 
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inprimis  autem  circuli  et  sphaerae.  Aber  auch  die  Worte,  mit  denen  dieser 
Theil  beginnt:  Proplerea  quod  uidimus  quod  conueniens  est  necessiias 
scientiae  mensurae  figurarum  lassen  sich  bei  uns  nicht  nachweisen,  wohl  aber 
beschäftigt  sich  die  Abhandlang  mit  der  Ausmessnng  der  Flächen,  insbe- 
sondere des  Kreises,  und  der  Körper.  Da  ich  weitere  Yerglcichungsmittcl 
nicht  besitze,  so  muss  ich  mich  begnügen,  hier  diejenigen  Bemerkungen 
folgen  zu  lassen,  die  unsere  Handschrift  nöthig  zu  machen  scheint. 

Leider  ist  meine  Bitte  an  Herrn  Professor  Kinkelin  in  Basel  um 
einige  Auskunft  über  die  Baseler  Handschrift  der  Verba  fiiiörum^  die  vor 
länger  als  einem  Jahre  gemacht  ist,  vollständig  unbeachtet  geblieben. 
Vielleicht  war  sie  etwas  zu  kühn ,  da  aber  die  hervorragendsten  Personen 
mir  gern  und  bereitwillig  Auskunft  gegeben  hatten,  so  hoffte  ich  auch  hier 
keine  abschlägige  Antwort  zu  erhalten.  Wie  schon  gesagt  blieb  ich  ganz 
ohne  Erwiederung. 

Die  Verba  filiorum  Moysi  cet.  beginnen  in  unserem  Codex  (Seite  73 
Zeile  25 — 26) :  Longitudo  est  illud  quod  extenditur  secundum  rectitudinem  in  duas 
partes  \\  simul  terminum.  Darauf  folgen  die  Erklärungen  von  latitudo  und  alti- 
tudo  sowie  der  Flächen-  und  Körpereinheit  ^rt/iW  longitudo  est  vna  et  latitudo  est 
vna  cuius  anguli  sunt  recti;  cuius  longitudo  est  vna^  latitudo  est  vna  et  cuius 
allitudo  est  vna  et  eleuatio  super ficierum  eins  quarundem  super  alias  est  secun- 
dum angulos  rectos).  Darauf  folgen  Lehrsätze  und  Aufgaben  am  Innern 
Rande  von  1 — 6  und  dann  nochmals  von  1 — 5  numeriert.  Diese  Sätze  und 
Aufgaben  lauten: 

1.  Omnis  figure  laterale  contingentis  circulum  mtdtiplicatio  medietatis  dya- 
metri  circuli  in  medietatem  omnium  lalerum  figure  contingentis  circulum  est 
embadum  figure  laterale. 

2.  Medietatis  dyametri  circuli  muUiplicatio  in  medietatem  omnium  laterum 
omnis  figure  in  circulo  contente  est  minor  embado  superficiei  circuli, 

3.  Si  fuerit  omnis  linea  terminaia  et  circulus  tunc  si  fuerit  linea  terminaln 
breuior  linea  conlinente  circulum  tunc  possibile  est  quod  fiat  in  circulo  altera 
laterata  quam  contingat  circulus  et  sunt  latera  eius  coniuncti  longius  linea  ier- 
minata  et  si  fuerit  linea  terminata  longior  linea  conlinente  circulum  tunc  possi- 
bile est  ul  fiat  supra  circulum  figura  laterata  contingens  cum  et  erunt  latera  eius 
aggregata  breuius  linea  terminata. 

4.  Medietatis  dyametri  cuiuslibet  circuli  multiplicatio  iti  medietatem  linee 
continentis  ipsum  est  embadum  superficiei  ipsius. 

5.  Proportio  dyametri  omnis  circuli  ad  lineam  cqntinentem  ipsum  est  vna. 

6.  Que  igitur  sit  proportio  dyametri  ad  lineam  continentem  ipsum  operabi- 
mus  sicud  Archinienides  solus  ita  quod  non  fallatur  inquisitor  in  propinquitate 
ueritatis  proponens  vnius  ad  alierum  nisi  minus  minuto  quod  est  pars  ßO^.  dya- 
metri. Et  si  uoluerit  quod  non  medium  nisi  minus  secundo  quod  est  pars  00^ 
dyametri  minuti  et  plus  illa  ut  perucniat  ad  quamcumque  Urnen  uoluerit  compu- 
iator  terminare.    Hierzu  erlaube  ich  mir  die  Berechnung  des  Manuscriptes 
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im  Wortlaut  folgen  zu  lassen:  Sit  eirculus  ,a.c.b.  cuius  dyameler  ,a.b.  cen- 
trum  .g.  et  protraham  ex  ceutro  lineam  .g.z,  coniinenlem  cum  linea  .g.b. 
terliam  anguli  recti  et  erigam  super  punctum  .6.  linee  .g.b,  lineam  .b.z. 
ortogonaJiter  manifestum  est  quod  arcus  gm  subtenditur  angülo  ,b,g,z.  est  medic- 
las  sexte  circüli  .a,c,b.  et  quod  linea  ,b,z»  est  medietas  lateris  exagoni  cou' 
iingentis  circulum  .a.c.b,  et  diuidam  angulum  .g.b.z,  (muss  heissen  .b.g.z.) 
in  duo  media  cum  linea  ,g.n.  et  diuidam  angulum  .g.b.n.  in  duo  media  per 
lineam  .g.d,  ei  diuidam  angulum  ,b.g,d.  in  duo  media  per  lineam  .g.h.  Mani- 
festum est  quod  arcus  qui  subtenditur  angulo  .b.g,h,  est  pars  centesima  et 
92*t  circüli  .a.c.b.  et  quod  linea  ,b,h,  est  medietas  lateris  figure  habentis  06 
latera  contingentis  circulum  .a,c,b.  Tunc  prefacientes  vsus  numeri  in  eo  quod 
compulatur  ponamus  lineam  .g.z,  3  centum  et  .6.  cuius  linee  quadratum  nu- 
mero  erit  nonaginta  tria  millia  et  sex  centum  et  triginta  sex  et  erit  linea  ,b,z. 
centum  et  quinquaginta  tres  quia  angulus  .b,g.z,  tertia  anguli  recti  et  angulus 
.g.b.z .  est  angulus  rectus  et  erit  quadratum  linee  .g,z.  viginti  tria  milia  et 
quadringenta  et  nouem  et  quadratum  linee  -g.b,  septuaginta  milia  et  ducenta 
et  uiginti  Septem  igitur  linea  .g.b,  est  plus  ducentis.  Obwohl  hier  die  Rech- 
nung offenbar  noch  nicht  zum  Ende  gelangt  ist,  so  schliesst  sich  doch  an 
die  hier  mitgetheilten  Worte  unmittelbar  ohne  jeden  Zwischenraum  die 
zweite  mit  1  —  5  bezeichnete  Eeihe  von  Sätzen  an,  und  zwar  beginnt  die- 
selbe mit  der  letzten  Zeile  der  Seite  76.  Diese  zweite  Reihe  von  Sätzen 
behandelt  den  Körperinhalt.    Ihr  Wortlaut  ist  der  Folgende : 

1.  Si  fuerint  quelibet  quantitates  quarum  numeratio  sit  par  et  fuerit 
augmentum  super  alias  equales  fueritque  prima  earum  maior  composito  prime 
medictatis  earum  adderil  super  compositionem  secunde  medieiaiis  eorum  secun- 
dum  equalitatem  multiplicationis  medictatis  summe  numerationis  earum  in  se  et 
par  ea  in  vnam  additionem.  Arithmetischer  Lehnsatz.  Er  gibt  die  Regel  für 
die  Summe  einer  arithmetischen  Reihe. 

2.  Quando  a  centro  circüli  super  dyamelrum  medietas  dyametri  perpendi- 
culariter  educetur  a  cuius  termino  superiore  vna  equalium  cordarum  totam  cir- 
cidi  quartam  per  equalia  diuisam  cordarum  donec  extra  circulum  cum  dyametro 
concurrat  protrahetur  longitudo  que  inter  centrum  comprehenditur  et  concur- 
sum  lineis  omnibus  que  a  sectionibus  quadranie  equedistanlis  protrahuntur  int7*a 
circulum  dyametro  medio  que  dyamelris  penilus  adequatur. 

3.  Si  fuerit  intra  circulum  poligona  superficies  quod  ex  medietaie  laterum 
eius  in  vnam  lineam  coniunctorum  medio  circüli  dyametro  producitur  circulo 
minus  esse  si  uero  fuerit  extra  maius. 

4.  Cum  rotunde  pyramidis  aocis  centro  basis  orthogonaliter  obstiterit  linea 
que  ad  circulum  dyamelris  basis  a  uertice  eadem  in  medielate  circumferentie 
ducta  Pyramide  exteriori  reddit  super ficiem  quia  nee  in  maior em  nee  in  mino- 
rem. Quid  per  poligona  declaratur  ut  supra  vnam  manifestum  est  quod  si  resecta 
fuerit  pyramidis  a  pyramide  erit  residui  superficies  ex  ductu  linee  duas  dtiorum 
circulorum  dyamelros  continualis  ex  altera  parte  in  medietates  duarum  circum- 
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ferentiarum.    Die  bierin  definierte  abgekürzte  Pyramide  benennt  der  Ver- 
fasser frutellunty  und  gibt  nun  endlich  hierüber  noch  folgenden  Satz. 

5.  Cum  fruteüis  et  pyramide  superpostla  compositum  corpus  in  emisperio 
(d.  h.  hemisphaerio)  concludetur  aliudque  conctudens  emisperia  fueritque pyra- 
midis  el  frulellorum  reuolutiones  eiusdem  longitudinis  erit  eius  exterior  super- 
ficies minor  duplo  circuli  qui  basis  est  eiusdem  corporis  emisperii  maioris  auiem 
duplo  basis  emisperii  minor.  Mit  dem  Beweise  dieses  Satzes  schliesst  unsere 
Abhandlung.  Die  letzten  Worte  lauten  (S.  79  Zeile  35):  Ex  kijs  mani- 
festum est  superficiem  circuli  maiorem  quam  ptani  reperiri.  Die  einzige  Stelle, 
die  eine  entfernte  Aehnlichkeit  mit  dem  bekannten  Werke  rerba  ßio- 
rum  cei,  hat,  ist  der  Satz  2.  der  zweiten  Reihe.  Derselbe  stimmt  nämlich 
im  Anfange  des  Beweises  und  im  Ende  desselben  mit  dem  von  Stein- 
schneider a.  a.  0.  S.  489  mitgetheilten  Anhange,  dessen  Ueberschrift 
ist:  Iste-  modus  est  sufficiens  in  arte  heptagoni  cadentis  in  circulo,  doch  ist 
dieser  Satz  mit  seinem  Beweise  allein  sicherlich  nicht  diesem  Anhange 
adäquat. 

§8. 
Siebentes  Stück:  Demonstratio  magistri  Campani  de  fignra  sectore. 

In  Bezug  auf  diesen  Gegenstand  kann  ich  mich  kurz  fassen.  Was  ins 
Besondere  die  Geschichte  der  Figura  secior  betrifft,  so  sehe  man  den  drit- 
ten Brief  Steinschneiders  an  den  Fürsten  Boncompagni*)  und  die 
schon  genannte  Abhandlung  „Ueber  die  mittlem  Bücher  der  Ara- 
ber" in  dieser  Zeitschrift  Jahrg.  X.  Der  in  dem  ebengenannteu  Briefe 
als  Anhang  abgedruckte  Tralalello  De  Figura  Sectore,  dort  für  das  Werk 
des  Thabitben  Corra  gehalten,  obgleich  in  der  Abhandlung  in  dieser 
Zeitschrift  S.  496  diese  Ansicht  fallen  gelassen  ist  mit  Hinblick  aaf  das 
uns  vorliegende  Manuscript,  ist  nun  mit  wenigen  Varianten  wörtlich  mit 
dem  in  der  Ueberschrift  dieses  Paragraphen  genannten  Stücke  unserer 
Ilcindschrift  identisch.  Im  Folgenden  beziehe  ich  mich  deshalb  einfach  aaf 
diesen  Abdruck  und  gebe  nur  die  hauptsächlichsten  Varianten  an.  Zu- 
nächst mache  ich  auf  die  verschiedene  Zahl  der  Figuren  aufmerksam.  Die 
erste  Figur  des  Abdrucks,  ein  Halbkreis  mit  einer  auf  dorn  Durchmesser 
stehenden  Senkrechten,  fehlt  bei  uns  gänzlich,  ebenso  der  durch  zwei  senk- 
rechte Durchmesser  getheilte  kleine  Kreis.  Die  Figur  auf  Seite  37  des 
obigen  Abdruckes  ist  bei  uns  die  erste,  die  auf  Seite  36  gegebene  bei  uns 
die  dritte,  aber  gerade  umgekehrt;  ausserdem  sind  aber  bei  uns  noch  drei 
Figuren  vorhanden,  die  in  dem  Abdrucke  sich  nicht  finden. 

Unser  Manuscript  beginnt  Seite  79  Zeile  36  —  39  in  Uebereinstimmung 
mit  dem  Abdrucke  „Cum  aliquis  semicirculns  diuiditur  in  duos  arcus  quolibei 


*)  Intomo  a  Na$awi  ed  Abu  Sota  El-Kuhi  etc.  Roma  1864. 
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alterius.  hoc  enim  ||  patet  si  perficias  iotum  circulum  et  perpendicularem  pro- 
trahas  ad  perficiendum  cordam  ||  nam  erit  corda  dupli  utriusque  arcus.  —  Nur 
das  grösser  Gedruckte  ist  bei  uns  durch  grössere  Schrift  ausgezeichnet. 
Auch  die  Zeilen  17 — 21  von  Seite  36  des  Abdrucks  und  der  Beweis  bis 
Seite  37,  Col.  1,  Zeile  1 :  chorde  dupli .  ce,  stimmen  bis  auf  ein  paar  Wortver- 
schiedenheiten vollständig  überein.  Die  dann  folgenden  Zeilen  bis  zum 
Zeichen  C  sind  bei  uns  ein  besonderer  Absatz,  und  dann  bilden  die  Zeilen 
12 — 21  bis  zu  den  Worten  dupli  arcus,  cb.  einen  neuen  Lehrsatz,  der  grösser 
geschrieben  und  mit  Roth  unterstrichen  ist.  Bis  Zeile  33  intendimus  ist  dann 
Gleichheit  vorhanden,  dann  aber  bei  uns  der  Beweis  in  drei  Theile  getheilt, 
die  am  Rande  mit  1,  2,  3  gezählt  sind.  Der  erste  beginnt  mit  den  Worten : 
Sit  igiiur  residuum  semicirculi  und  endigt  mit  den  Worten  des  Abdrucks  (S. 
37,  Col.  1,  Zeile  57):  arcus, cb.  Der  zweite  Theil  beginnt  dann  wieder  mit: 
Sil  ut  residuum  semicirctäi  und  reicht  bis  zum  Zeichen  C  Col.  2,  Zeile  34^ 
Der  dritte  Theil  endlich  stimmt  mit  dem  Schlüsse  des  Tratatello  vollständig 
tiberein.  Zuletzt  steht  bei  uns  noch  die  Bemerkung  (Seite  82,  Zeile  4): 
Explicit  demonstratio  magistri  campani  de  ßgura  sectore.  Dass  unser  Manuscript 
recht  hat,  wenn  es  so  eintheilt,  wie  ich  angegeben  habe,  sieht  man  leicht, 
da  der  Satz,  um  deswillen  der  ganze  tractatus  geschrieben  ist,  eben  der  bei 
uns  hervorgehobene  Satz  3.  ist,  was  man  aus  dem  Abdrucke  bei  Stein- 
schneider ohne  Weiteres  wenigstens  nicht  erkennen  kann*). 

§  9. 
Achtes  Stück:  Algorismas  proportionum  magistri  Nieolay  Orem. 

Wir  sind  jetzt  zu  einem  der  wichtigsten  Theile  unsrer  Handschrift  ge- 
langt, über  den  ich  mir  sehr  ausführlich  zu  berichten  erlauben  werde.  Die 
fragliche  Abhandlung  erstreckt  sich  von  Zeile  5,  Seite  82  bis  zum  Ende  der 
Seite  93.  Den  Verfasser  finde  ich  in  den  Werken  über  Geschichte  der  Ma- 
thematik nur  erwähnt  bei  Montucla,  Histoire  des  Mathematiques,  2®  edition 
T,  L  p,  530,  Hier  sagt  er  unter  Anderm :  Nicolas  Oresme  fit  une  traduction 
ou  iraite  original  de  la  sphere,  et  traduisit  le  livre  ,,rf^  Mundo^^  d^'Aristote.  II 
ftU  aussi  auteur  d'un  traite  „de  Proportionibus  proportionum'*  ou  „de  Pro- 
portionibus'S  reste  manuscril.  Selbst  in  Händen  gehabt  zu  haben  scheint 
Montucla  dieses  Werk  nicht,  da  er  sonst  wohl  etwas  mehr  darüber  gesagt 
haben  würde.  In  den  mir  zugänglichen  Handschriftenkatalogen  habe  ich 
nur  zwei  andere  Manuscripte  entdecken  können ,  eins  in  der  Bibliothek  des 
Sam.  Pepys**)  nämlich  ^^Tractalus  de  proportionibus  proportionum  magistri 

*)  In  der  Bibliotkeca  Mediceo  -  Lauremiana  befindet  sich  ebenfnils  ein  Manu- 
script unter  dem  Titel:  Tractatus  Campani  de  proportione  et  proportion  alitate  et  de 
flgura,  das  offenbar  auch  mit  nnserm  Tractate  identisch  sein  dürfte.  (M.  s.  Heilbronner, 
liistoria  matheseos  uniuersae  p.  553,  §  44,  N.  16.) 

♦•)  M.  8.  Catalogus  librorum  manuscriptormn  Angliae  cet.  Oxoniae  1697  Fol.  T.  II 
part.  1.    Cat.  MS.  D.  Sam.  Pepysii  pag.  209  N^  6780«'. 
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Nicolai  Orem,^^  das  andere  in  der  BihUoteca  Magliabe Chiana  in  Florenz*). 
Aus  dem  Werke  des  Francis  Mennier,  Essai  sur  la  vis  et  les  ouvrages 
de  Nicole  OresmCy  Paris  IS 57  entnehme  ich  noch,  dass  die  Kaiserliche  Biblio- 
thek in  Paris  e1)enfall8  eine  Handschrift  besitzt,  die  möglicherweise  dif 
Originalhandschrifl  sein  dürfte.  Die  Katalogsuummer  derselben  ist  Ancien 
fond  laiin  737 J.  Wenn  aber  Herr  Me unier  hinzufügt:  iraile  conire  fasiro- 
logie^  so  kann  das  nur  daher  rühren,  dass  er  als  Nichtmathematiker  \m 
dem  Inhalte  gar  nichts  verstanden  hat.  Aach  Chasles  muss  diese  Hand- 
schrift nicht  gekannt  haben,  da  er  sonst  sicherlich  in  seinem  Apercu 
hislorique  dieses  für  das  XIV.  Jahrhundert  ausgezeichneten  Mannes,  der 
auch  in  die  politische  Geschichte  thatkräftig  eingegriffen  hat,  Erwähnung 
gethan  hätte.  Das  Werk  speciell,  was  wir  vor  uns  haben,  entbält, 
wie  ich  nachher  nachzuweisen  hoffe,  die  ganze  Rechnung  mit  Po- 
tenzen für  ganze  und  gebroohne  Exponenten  in  einer  Bezeieb- 
nungsweiso,  die  mit  derunsrigen  die  grösste  Aehnlichkoit 
hat.  Ehe  ich  jedoch  zu  dem  Manuscripte  selbst  übergehe,  von  dem  ich, 
während  diese  Abhandlung  in  den  Händen  der  Redaction  war,  zur  Jubel- 
feier des  300jährigen  Bestehens  des  hiesigen  Gymnasiums  im  Auftrage  des 
hiesigen  Copcrnicus-Vereins  für  Wissenschaft  und  Kunst  einen 
Abdruck  besorgt  habe,  der  nachher  im  Verlage  von  S.  Calvary  &Cmp. 
in  Berlin  im  Buchhandel  erschienen  ist,  will  ich  Einiges  über  den  Ver- 
fasser hier  beibringen  und  darin  nach  der  in  diesem  Puncte  sehr  gründ- 
lichen Arbeit  Me  uniers  das  berichtigen,  was  in  obiger  Ausgabe  zumTheil 
Unrichtiges  mitgetheilt  ist**). 

Nicolaus  Oresmius  (Synonyma  finden  sich:  Orem,  Oresmns, 
Oresimus,Oremius,Oranus,  Hören), auf  französischNicole  Oresme 
genannt,  ist  um  das  zweite  Jahrzehnt  des  XIV.  Jahrhunderts  geboren;  ob 
das  Dorf  Allemagne  bei  Caen  in  der  Normandie  sein  Geburtsort  ist, 
bleibt  völlig  ungewiss  und  beruht  lediglich  auf  einer  Localtradition.  Wir 
wissen  von  ihm  nur,  dass  er  im  Jahre  1348  in  das  College  de  Navarre  in 
Paris  eintrat,  um  Theologie  zu  studieren  und  dass  er  allgemein  für  einen 
Normannen  galt.  In  Paris  erwarb  er  sich  auch  die  Doctorwürde  und  wird  daher 
auch  wohl  docteur  de  Paris  oder  —  wie  in  unsrem  Manuscripte  —  Parisius 
genannt.  In  dem  College  de  Navarre  blieb  er  als  Schüler  und  spater  als 
Lehrer  bis  zum  4.  Oct.  1356.    Von   dieser  Zeit  an  bis  zum  4.  Dec.  1361 

*)  Die  Katalogsnummer  ist  Convenii  Sopressi  I.  IX.  26  früher  N*?  123  der  Bi 
bliothek  des  Klosters  San  Marco  in  Florenz. 

**)  Quellen  waren  ausser  dem  citierten  Werke  Meuniers:  Gallia  clirisliana 
T.  XI,  Paris  1769  p.  788-89;  Biographie  universeHe  T.  32  p.  62—64  Paris  1822  8^ 
Hisloire  liUeraire  de  la  France  T.  XXIV  Qualorzieme  siede.  Paris  1862.  4?  an  ver- 
schiedenen Stellen,  wieder  abgedruckt  in  Victor  le  Clero  et  Smest  Benan,  Hulwre 
liUeraire  de  la  France  au  XIV  siede  T.  edit.  T.  I,  II,  Paris  1865  8?,  Du  Pii,  Di- 
hliotheque  des  auteurs  ecdesiastiques  du  S,  XIV.   Utrecht  1731.    T^XI.  S.  82. 
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erhielt  er  das  Amt  als  Grand  maitre  dieses  College,  1361  znm  Dekan  der 
Kirche  zu  Ronen  gewähU,  musste  er,  wenn  auch  nach  langem  Streuben, 
jenes  Amt  niederlegen.  Sechzehn  Jahre  verwaltete  er  das  Dekanat  zu 
Konen  bis  zum  16.  Nov.  1377.  Während  dieser  Zeit  hielt  er  dem  Papste 
und  den  Kardinälen  in  Avignon  die  berühmte  Predigt  über  den  Text: 
^^Jttxla  est  Salus  mea  ut  veniat^  ei  justitia  mea  ui  revelelur^"-  und  zwar  am 
24.  Dec.  1363.  Seine  Sendung  durch  Oharle  V  le  Sage  im  Jahre  1366, 
um  den  Papst  von  seiner  beabsichtigten  Flucht  zurückzuhalten,  ist  apokryph, 
ebenso  wie  die  Behauptungen,  dass  er  Lehrer  Carl  V.  gewesen  sei  oder 
Archidiakonus  von  Baycux  oder  Schatzmeister  der  St.-Chapelle  zu 
Paris.  Meunier  zeigt  die  Unhaltbarkeit  dieser  Angaben  auf  schlagende 
Weise.  Während  seines  Aufenthaltes  in  Paris  verfasste  er  seine  lateini- 
schen Schriften,  als  Dekan  von  Eouen  auf  Veranlassung  des  Königs 
Charle  le  Sage  die  französich  geschriebenen.  Nachdem  er  durch  die  Für- 
sprache seines  königlichen  Gönners  am  16.  Nov.  1377  zum  Bischof  von 
Lisicux  geweiht  war,  fehlte  ihm  ferner  die  Müsse  zu  solchen  Arbeiten  und 
es  sind  auch  dergleichen  aus  seinem  spätem  Leben  nicht  bekannt. 

Oresme  starb  am  11.  Juli  1382.  Du  Pin  lässt  ihn  im  Jahre  1384 
sterben  und  fügt  noch  hinzu  7  Jahre  nach  seiner  Investitur,  aber  mit  Un- 
recht. Folgende  Stelle  der  Gallia  christiana  (S.  788) :  Defxtnctus  die  11.  Jtdii 
1382,  septdturam  accepii  in  caihedrali  juxta  sinislram  chori  portam  et  die  se- 
quenti  fit  eins  obitus  in  ecclesia  Lexoviensi.  Et  certe  vacabai  sedes  an,  J3S2 
die  5.  Augusti  ex  reg.  123  Caroli  VI  in  quo  Nicolai  Lexoviensis  bonae  memoriae 
episcopi  fit  fnentio,  lässt  über  den  11.  Juli  1382  als  Todestag  ^es  Ores- 
mius  keinem  Zweifel  Raum. 

Von  seinen  Werken  führe  ich  die  mathematisch-physikalischen  an : 

1)  Traite  de  la  sphere  gedruckt  Paris  s.  ä.,  1608,  1546  in  50  Capitehi, 
in  den  Handschriften  meistens  lateinisch  übersetzt. 

2)  Tractatus  de  latitudinibus  formarum  oder  de  uniformitate  et  difformi- 
late  inientionum  gedruckt  in  dem  Werke  Questio  de  modulibus  Bassani  Poliii 
etc.  Veneliis  sumptibus  heredum  etc.  D.  Octaviani  Scoli  etc.  1505  unter  dem 
Titel :  Incipit  perutilis  tractatus  de  latitudinibus  formarum  secundum  Reveren- 
dum  magistrum  Nic/iolaum  Hören*).  Auch  dieser  Tractat  befindet  sich  in 
unserer  Handschrift  und  wird  von  Meunier  fälschlich  als  traite  contrc 
Vaslrologie  bezeichnet. 

3)  Algorismus  proportionum,  das  Werk,  mit  dem  wir  uns  zu  beschäftigen 

*)  Wie  ich  soeben  aus  Fabricius,  JHbliotheca  mediae  et  infimae  lotinitalis  ersehe, 
ist  diese  Ausgabe  bis  jetzt  unbekannt  geblieben.  Aus  derselben  Quelle  theile  ich 
noch  mit,  dass  die  Bibliothek  des  Collige  de  Navarre  zu  Paris  von  diesem  Werke, 
das  dort  aber  gerade  wie  bei  uns  de  latitudine  formarum  beisst,  ein  Mannscript, 
wahrscheinlich  das  Original,  besitzt.  Von  dem  Algorismus^ proper donum  hat  er 
nur  Kunde  durch  Johannes  Picus,  Miraudulanus,  aus  dem  wahrscheinlich 
auch  Montucla  seine  Notiz  geschöpft  hat.  Auch  Meunier  kennt  obige  Ausgabe 
nicht. 
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haben.  Dies  ist  der  Titel,  den  Oresmius  selbst  zweimal  citiert.  {Trad.  des 
PoliUques  d'Aristoie,  VIII,  7.  —  Trad.  du  tr,  du  Ciel  ei  du  Monde,  II,  IS), 
Augenblicklich  gedruckt.    Berlin  1868. 

4)  Traciaius  de  proporlionalüate  moiuum  coelesiium,  Pariser  Hand- 
schrift Ancien  fond  laL  737S  A.  —  Codex  Vaiicanus  40S2, 

5  —  7)  Raiiones  et  causae  mirabilium  in  natura,  —  Plura  quodlibeia  et 
diversae  quaesiiones.  —  Solutiones  praedictorum  problematum.  Alle  drei  ent- 
halten in  dem  Pariser  Manuscript  Fond  St,  Victor  439, 

8)  Uebersetzung  des  Buches  de  coelo  et  mundo  des  Aristoteles. 
Pariser  Manscrpt    Anc,  fond,  francais  7065*), 

Ich  gehe  über  zu  der  Betrachtung  des  Inhalts  des  Algorismus  proportio- 
num,  dessen  ausführliche  Darlegung  ich  auch  nach  der  Herausgabe  des 
ganzen  Werkchens  nicht  für  überflüssig  halten  kann. 

a)  Der  Algorismus  proportionum  ist  in  drei  Tractate  getheilt.  Hiervon 
beschäftigt  sich  jedoch  nur  der  erste  mit  dem  wirklichen  Algorismus, 
eine  Regel,  die  sich  im  zweiten  Tractat  findet,  ausgenommen.  Die  beiden 
letzten  Tractate  behandeln  nur  Anwendungen  der  gegebenen  Regeln  auf 
die  verschiedenen  Zweige  der  Mathematik. 

Der  erste  Tractat  beginnt  (S.  82,  Zeile  1—2):    VNa  media  debet  sie 


scribi 


vna  tertia  sie 


et  due  tertie  sie  l\^\  et  sie  de  alijs.   Der  Be- 


.3. 

griff  proportio  ist  nicht  definiert,  doch  ist  er  in  dem  im  Alterthum  und  Mit- 
telalter bekannten  Sinne  von  geometrischem  Yerhältniss  verstanden. 
Es  hat  diesen  Namen  bei  Oresme  aber  nur  dann,  wenn  es  ein  fallendes 
ist,  d.  h.  wenn  der  Antecedent  grösser  ist  als  der  Consequent.  Ist 
das  Yerhältniss  ein  steigendes,  so  heisst  es  stets  fractio.  Die  Namen  der 
verschiedenen  Verhältnisse  sind  die  des  Boethius,  wenn  auch  nicht  voll- 
ständig; er  führt  dabei  aber  neue  Begriffe  und  neue  Bezeichnungsweisen 
ein.   Die  proportio  dupla,  tripla  etc,  bezeichnet  er  durch  2^,  3^  oder  2  •*,  3  * 

u.  s.  w.,  die  proportio  sesquialiera ,  sesquitertia  cet,  dagegen  durch  I  ttö  1  » 
^^   ,  cet.  oder  auch  durch    1^  ^     »     1^  -.,     ,   cet.  also  gerade  noch  wie 


wir  auch  bezeichnen.   Die  Verhältnisse  5  :  3,  8  :  3  d.  h.  proportio  superpar- 
iiens  duas  iertias,  proportio  dupla  superpartiens  duas  tertias  etc.  bezeichnet 


er  entsprechend  durch    —-^   »     2~3    ^^''  ^^®'  *^*^^  durch    1^  o"    »  P^  Y 

*)  Dass  die  Franzosen  von  diesen  Uebersetzangen  selbst  nichts  mehr  wissen, 
kann  man  aus  dem  im  Jahre  1863  bei  Ladrange  in  Paris  erschienen.  Bache 
„Tratte  du  Ciel  d'Aristote  traduit  en  frangais  ponr  la  premi&re  foii  cet,  par  J,  Bar- 
thilemy  St.  Hüaire  ersehen,  während  gerade  das  Französiche  des  Oresmius  in 
diesen  Uebersetznngen  sehr  gerühmt  wird  (Histoire  litt,  de  la  France  T,  XXI T 
p.  182).  Auch  lonrdain,  Sur  le»  traductions  latines  d'Aristote  hat  nicht  einmal  den 
Namen  einer  Erwähnung  werth  gehalten. 
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diese  Grössen  die  Zeichen  ^-1,  —1,  —2  d.  h.  gerade  die  umgekehrten  des 

Oresmo,  wenigstens  ist  so  in  Libri's,  Histoire  des  Mathemaliques  en  Ilalie 
gedruckt.     Diese  Zeichen  des  Leonardo  Pisano  benutzt  Oresme  in 

2 
einem  ganz  andern  Sinne.    Das  Zeichen     2,  oder  wie  Oresme  schreiben 

ö 

würde     -q  2^    ,  heisst  nichts  weiter  als  2T,  um  unsre  Zeichen  zu  gebrauchen. 

Mit  Worten  ausgedrückt  heisst  das  bei  Oresme:  due  teriie  proportionis 
duple  oder  auch  kurz  duo  teriie  duple.  Wir  werden  später  sehen,  auf  wel- 
chem Grundgedanken  diese  Bezeichnung  beruht.  Die  Potenzen  mit  ge- 
brochenen Exponenten,  von  deren  Gebrauch  man  bis  jetzt  annahm,  dass 
derselbe  durch  Vieta  zuerst  in  Anwendung  gekommen  sei*),  treten  aber 
wohl  an  dieser  Stelle  zuerst  auf.  Dergleichen  Verhältnisse  heissen  bei  un- 
serm  Schriftsteller  proporiiones  irrationales ,  die  gewöhnlichen  dagegen  pro- 
portiones  rationales,  Bezeichnungen,  die  noch  gäng  und  gebe  sind. 

Die  Rechnung  mit  solchen  Verhältnissen  gibt  Oresme  nun  in  9 
Kegeln,  zu  denen  dann  die  im  zweiten  Tractat  als  zehnte  tritt.  Der  Algo- 
rismus  ist  aber  nicht  etwa  die  Rechnung  mit  Brüchen,  sondern  die  Auf- 
suchung der  zusammengesetzten  Verhältnisse,  wenn  die  einfachen  oder 
zusammensetzenden  Verhältnisse  gegeben  sind.  Die  Zusammensetzung 
directer  Verhältnisse  heisst  Addition  derselben,  die  Zusammensetzung 
eines  directen  und  eines  indirecten  dagegen  Subtraction  der  Verhält- 
nisse. Diese  Bezeichnung  findet  sich  schon  bei  Jordanus  Nemorarius 
und  zieht  sich  bis  in  Card  ans  Werk  über  Proportionen  hinein.  Die 
Regeln  des  Oresme  für  diese  Rechnungen  sind  nun  folgende: 

1.  Regel.  Proportionem  rationalem  proportioni  rationali  addere,  d.  h. 
also,  das  zusammengesetzte  Verhältniss  zweier  gleichartiger  Verhältnisse 
bestimmen.  Vorausgesetzt  wird,  dass  die  Verhältnisse  in  den  kleinsten 
Zahlen  gegeben  sind.  Dann  lässt  sich  die  Regel  des  Oresme  in  unsrer 
Art  zu  sprechen  so  ausdrücken:  Man  multipliciere  die  beiden 
grössten  Zahlen,  d.  h.  die  Zähler,  und  ebenso  die  beiden  klei- 
nem Zahlen,  d.h.  die  Nenner,  die  gefundnen  Zahlen  bilden 
die  Glieder  des  gesuchten  Verhältnisses.  Auf  diese  Weise, 
fährt  er  fort,  kann  man  auch  zvei,  drei,  vier  und  überhaupt  eine 
beliebige  Anzahl  von  Verhältnissen  addieren,  d.  h.  zu  einem 
einzigen  Verhältniss  zusammensetzen.  Sind  die  Verhältnisse,  die  man  zu- 
sammensetzen soll,  einander  gleich,  so  heisst  die  Operation  nach  Oresme 


*)  Klügeis  Wörterbuch  sub  verbo  Potenz.  Nach  Prouhet,  Sur  Vinvenlion 
des  exposants  fractionnaires  ou  incommensurables  (Nonv.  Ann.  de  Math.  T.  18.  Bull, 
de  Bibl.  p.  42)  war  Simon  Stevin  von  Brügge  der  Erfinder.  (Briefliche  Mitlhei- 
lung  des  Herrn  Prof.  Cantor  in  Heidelberg). 
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proportionem  duplan\  Iriplari  cel.  Die  proportio  duplala,  triplata^  u.  s.  w.  ist 
nun  aber  offenbar  nach  dem  Obigen  das,  was  wir  als  quadratisches, 
cu bisch  es  u.  s.  w.  Verhältniss  bezeichnen..  Der  technische  Ausdruck  für 
das  quadratische,  cubische  Verhältniss  von  2  :  3  oder  jjroporlio  sesquialtera 
ist  nun  aber  bei  O  res  ine  folgendes:  dtie  sesquialtere  ^  Ires  sesquiaiiere^ 
u.  s.  w.,  wo  überall  proporiiancs  zu  ergänzen  ist.  Nun  ist  es  auch  klar,  wie 
Oresme  auf  die  irrationalen  Verhältnisse,  mcdiclas  scsquiallcre y  lertia  pars 
sesqundtere  u.  dgl.  gekommen ,  und  dass  diese  Begriffe  wirklich  das  bedeu- 
ten, was  ich  ihnen  oben  als  Sinn  unterlegte. 

Für  den  Beweis  bezieht  der  Verfasser  sich  auf  die  Arithmetik  des 
JordanusNcmorarius*).  In  dieser  befinden  sich  die  hierher  gehörige« 
Sätze  im  5.  Buche.  Darin  ist  jedoch,  wie  in  dem  ganzen  Werke  des  Jor- 
dan us  nur  gesagt,  wie  man  zwei- Verhältnisse  addieren  und  wie  subtrahie- 
ren muss,  irrationale  Verhältnisse  und  alle  .übrigen  Sätze  des  Oresmius 
sind  ihm  aber  eigen thümlich,  und  finden  sich  nicht  in  jenem  Werke.  Auch 
bei  Card anus**)  habe  ich  sie  vergeblich  gesucht,  sowie  in  andern  mir  zu 
Gebote  stehenden  Werken  aus  den  Zeiten  der  Erfindung  der  Buchdrucker- 
kunst. Als  selbstverständlich  nimmt  Oresme  an,  dass  z.  B.  due  duplc  und 
tres  duple  zur  Summe  quinquc  duplc  haben;  darin  liegt  aber  offenbar  der 
Satz  der  neuern  Arithmetik: 

(1)      .     .      .     a     '  a    =  a       . 

2.  Begel.  Proportionem  rationalem  a  proportione  rationali  subtrahere^ 
d.  h.  das  zusammengesetzte  Verhältniss  zweier  anderer  Verhältnisse  be- 
stimmen, wenn  das  eine  direct,  das  andere  indirect  ist.  Die  obige  Voraus- 
setzung ist  natürlich  hier  ebenfalls  massgebend.  Die  vom  Verfasser  ge- 
gebne Lösung  iässt  sich  folgen dermassen  aussprechen:  Man  stelle  die 
Verhältnisse  als  Brüche  geschrieben  neben  einander  und  mul> 
tiplicicre  übers  Kreuz,  die  so  bestimmten  Zahlen  sind  die 
Glieder  des  gesuchten  Verhältnisses.  Von  den  beiden  ge- 
gebenen Verhältnissen  ist  dasjenige  das  grössere,  dessen 
Zähler  mit  dem  Nenner  des  andern  multipliciert  das  grössere 
Product  gibt.  Von  diesem  ist  dann  natürlich  das  andere  zu  subtrahieren. 
Z.  B.  subtrahiert  er  die  proportio  sesquialtera  von  der  proportio  sesqmtertia 
d.  h.  er  dividiert  f  durch  |.  Er  findet  3-3  =  9,  2-4  =  8  und  das  zu- 
sammengesetzte Verhältniss,  hier  natürlicli  excessus  genannt,  ist  9  :  8  d.  h. 
proportio  sesquioctava.    Nach  seiner  Erklärung  ist  |^  >  |^,  wie  es  sein  muss. 

Aehnlich  wie  oben  schliesst  aber  Oresme,    dass  z.  B.  quinque  duple 

*)  Jordani  Ncmorarii  Clarissimi  viri  Elementa  Aritkmetica:  cu  demonsiralioi^bus 
Jacohi  Fahrt  Stapulensis.  Parisiis  1496.  Blatt  13»»— 15^.  (NB!  die  Blätter  sind  nicht 
numeriert.)    Jordanu«  Nemorarius  lebte  um  1236. 

•♦)  Hicronymi  Cardard  Mediolanensis  etc.  Opus  novum  de  proportionibus  wimerorum 
cet,  praeterea  Artis  magnae  sive  de  regulis  atgebraicis  über  vnus  cet,  item  De  Aliza 
regula  Über  cet.    Basileae  1570. 
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weniger  duc  duplc  gleich  Irvs  dtiple  sind ,  damit  bringt  er  aber  die  Formel 
unsrer  Arithmetik  io  Anwendung: 


a" 


Hier  rauss  natürlich  m  >  n  sein,  da  negative  Zahlen  für  ihn  nicht 
existieren. 

3.  B.egel.  Si  proporlio  irratiomdis  fuerit  partes  (dicuius  mtionalis^  ipsam 
possibüe  est  parlcm  notare.  El  hoc  allerius  rationalis  licet  non  ciusdem.  vniim 
competentius  tiominatur*)  pars  quam  partes.  Der  Sinn  dieser  Worte  lässt 
sich  am  leichtesten  durch  eine  Formel  veranschaulichen.  Sie  bedeuten 
nämlich  nichts  anderes  als: 

(3)     .     .     .     «"•   =    0'")'"- 
Er  hat  z.  B.  das  Exempel:  due  terlie  quadruple  sind  gleich  una  tcrtia  qua- 
druple duplicalc  vel  una  tcrtia  sedecuple^  d.  h.  4^  =  (4^)i  =  16^. 

AberOresme  geht  noch  weiter.  Er  fügt  nämlich  hinzu:  Vnivcrsalc 
vna  iertia  iotius  est  due  tertie  medietatis  vel  subduple  und  umgekehrt:  due  ter- 
iie  subduple  sunt  vna  tertia  duple  et  sie  de  quibuslibet  partibus.  Darin  liegen 
die  beiden  Formeln: 

(4)  .      .      .      am  =  {am)p  , 

±  P  1 

(5)  .     .     .     {ap)m  =  a»Ä. 

4.  Begel.  Denominatorem  proportionis  irrationalis  proprissime  assignare. 
Der  Nenner  eines  irrationalen  Verhältnisses  ist  dabei  als  der  Nenner  des 
Brachexponenten  aufgefasst.  Die  Aufgabe,  deren  Lösung  hier  0  r  e  s  m  e  gibt, 
ist  in  der  Formel  ausgedrückt: 

p  nip      1 

(6)  (a^)g  =  {u~^)qTk 

dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  dass  m  und  q  beide  durch  n  ohne  Rest  auf- 
gehen, n  ist  dabei  das  grösste  gemeinschaftliche  Vielfache.  Oresme  unter- 
scheidet hier  zwei  Arten  rationaler  Verhältnisse:  1)  Proportio  rationalis  pri- 
maria^ 2)  Proportio  rationalis  secundaria^  d.  h. Verhältnisse,  deren  Glieder  sich 
nicht  als  dieselben  Potenzen  zweier  Zahlen  darstellen  lassen,  und  solche,  bei 
denen  dies  möglich  ist.  Zur  ersten  Art  gehören  proportio  tripla  und  proportio 
sesquialtera ^  zur  zweiten  Art  proportio  quadrupla  gleich  due  duple  oder  pro- 
portio octupla  gleich  ires  duple  oder  proportio  16  ad  0  gleich  due  sesquitertie 
u.  8.  w.    In  unsern  Zeichen  sind  seine  Regeln  folgende:  Ist  zu  transfor- 

*)  So  hat  die  Handschrift.  Es  ist  nur  der  grossen  Eile  des  Druckes,  der 
des  oben  angegebnen  Zweckes  halber  in  8  Tagen  vollendet  sein  musste,  zuzu- 
schreiben, dass  notatur  stehen  geblieben.  Ich  benutze  die  Gelegenheit  noch  um 
zwei  unangenehm  auffallende  Druckfehler  zu  notieren.  Auf  S.  5  Zeile  6  v.  o. 
muss  es  heissen:  Seite  82  statt  Seite  32  und  in  der  Unterschrift  auf  der  beige- 
gebenen photographischen  Tafel:  Seite  82  statt  Seite22.  ^^  . 
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mieren  («"*)«  und  sind  m  und  q  relative  Primzalilen,  so  ist  nach  der  letzten 
Regel 

P  1 

(7)       (a«)  «  =  («"''')  ^. 

Sind  aber  m  und  q  nicht  relative  Primzahlen,  sondern  ist  m=^r.n^  q=s.n^ 

^  i 

so  erhält  man  die  Formel  (6)  in  der  Form  (a"*)^  =  {n''P)s,     Als    Beispiele 

findet  man: 

5/  Begel.  Proportionem  irrationalem  proportioni  rationali  addere.  Diese 
Regel  enthält  das,  was  man  bei  der  Wurzelrechnung  das  Bringen  einer 
Zahl  unter  das  Wurzelzeichen  nennt.  Das  irrationale  Verhältniss  wird  da- 
bei nach  Regel  4.  als  proprissime  assignata  angenommen.    Die  algebraische 

Formel,  die  unsre  Regel  ausdrückt,  lässt  sich  folgend ermassen  schreiben 

1  1 

(8)  .     .     .     a  •  6"  =  («".ft)"«. 

Darin  liegt  natürlich  auch  die  andere  Formel 

_i 

(9)  .     .     .     (««)«  =  a. 

Als  Beispiele  findet  man : 

2*  •  *  =  [2  •  (D'J*  =  (V)^  =  (6*)*  =  QT:!]- 

6.  Begel.  Proportionem  irrationalem  a  proportioni  rationali  subtrahere. 
In  dieser  Regel  ist  auch  die  Lösung  des  umgekehrten  Problems  enthalten, 
je  nachdem  nämlich  das  rationale  oder  das  irrationale  Verhältniss  das 
grössere  ist.  Dieselbe  gibt  die  Anweisung  zu  folgenden  beiden  allgemeinen 
Formeln : 


<-)  •■•  f-a)-"> 


a  /a^V 


(11)       .      .      . 

Daraus  zieht  Oresme  aber  auch  noch  die  allgemeinere  Formel: 

1 

TT  1 

a  a  — 

(12)  wenn    i=  ^  ist,  so  ist  auch  — y  =  c". 

7.  und  8.  Begel.    In  additione  irrationalis  ad  irrationalem  et  suhtraxione 
irrationalis  ah  irrationali  sunt  regule  generales  pro   quibuslibct  quantiiatibus. 

Man  findet  2  Fälle  erledigt,  nämlich  1.  addendo  (Regel  7.);  2.  subtrakendo 

i_  1 

(Regel  8.).  Es  sei  c  =  a  '^ ,  d=  6^ ,  dann  hat  man  zunächst  nach  Oresme 

L  1. 

c  =  rt'^/^und  d  =  ¥^^  d.  h.  die  allgemeine  Formel: 
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1         f' 
(13)     .     .     .     a**"  =  aP^, 

Aus  dieser  Formel  folgt  nun  zunächst  addendo : 

11  j^ 

(14)     .     .     c  .d=a^  .br  =  {a^  .  b'^yr 
und  zweitens  subtrahendo: 

6/- 

9.  Begel.     Si  autem  partes  habent  eandem  denominatorem.    Dies  ist  ein 

specieller  Fall  der  beiden  letzten  Regeln.    Die  gegebne  Auflösung  liefert 

unsere  Formeln : 

1        1^  1 

(16)     .     .     .     a«  .  6"  =  {aby  ; 

("> -;-(#■ 

Letztere  Formel  identisch  mit  Formel  (12). 

Es  folgt  die  allgemeine  Bemerkung:  Proporlio  dupiatur,  triplatur  et 
quomodolibet  multiplicetur  et  sesquialteraiur  aut  quomodolibet  aliter  proportiona- 
liter  augetur  per  additionem  proportionis  ad  proporlionem,  Eodem  modo  per 
subtraxionem  subduplatur ,  subtriplatur ,  sübsesquialteratur  etc.  Darin  liegen 
offenbar  die  Formeln 


(18)     . 

.     .     ö"* 

1                ,11 

1                    1,1                     W'-f  1 

fli»    =    a'H      n    ^^    ^fH.n 

(19)     .     . 

..««•; 

1                 11. 

w — 

\  a**  =  a      '*;  ö"*  : 

1                  1 _ l                n-m 

;   a«  =  a"*     *»  ==  «"*•", 

specielle  Fälle  der  Formeln  (1)  und  (2),  oder  Ausdehnung  derselben  auf 
gebrochne  Exponenten. 

Wir  haben  endlich  die  Schlussworte  des  ersten  Tractats  (Seite  85, 
Zeile  32 — 38) :  Vna  vero  proportio  per  alteram  non  multiplicatur  f  nee  diuiditur 
nisi  inproprie  sicud  mültiplicare  duas  duplas  per  duas  duplas  sunt  quatuor  duple  || 
sed  hoc  non  est  nisi  mtUtiplicatio  numerorum  quoniam  mültiplicare  duas  duplas 
per  duas  triplas  ||  nichil  est  sicud  nee  mültiplicare  homines  per  asinum  et  eodem 
modo  de  diuisione.  \\  ergo  nulla  species  algorismi  habet  locum  in  proportione  ad- 
ditio  et  subtraxio  ut  |,  determinatum  est  sufficient.  Explicit  algorismns  propor- 
tionum  magistri  ||  Nicolay  orem.  parisius.  Incipit  secundos  tractatus. 

Betrachten  wir  jetzt  von  unserm  Gesichtspuncte  aus  den  Hauptinhalt 
dieses  ersten  Tractates,  so  sehen  wir  augenblicklich,  dass  derselbe  die  voll- 
ständige Theorie  der  Potenzen  mit  positiven  ganzen  und  gebrochnen  Expo- 
nenten enthält,  und  zwar  in  einer  Bezeichnung,  die  wie  die  unsrige  auf 
einer  Interpolation  der  ganzen  Potenzen  beruht,  überhaupt  .mit  der  unsri- 
gen  eine  nicht  zu  verkennende  Aehnlichkeit  besitzt.  Die  Formeln  (1) — (19), 
die  sich  augenblicklich  ergeben,  sobald  man  die  vorgeschriebenen  Opera- 
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tioneu  mit  allgcmeiuen  Symbolen  voruimmt,  enthalten  alle  Gesetze  der 
Potenzrechnnng,  und,  wenn  wir  die  Wurzelbezeichnung  in  Anwendung 
bringen,  auch  die  der  Wurzelrechnung.  Oresme  führt  ausserdem  seine 
Rechnung  an  vielen  Stellen  ganz  allgemein  mit  Buchstaben  aus,  z.  B.  die 
Rechnungen  der  Regel  7.  und  8.  gerade  so,  wie  wir  dieselbe  dargestellt 
haben.  In  einem  Anhange  erlaube  ich  mir,  einige  charakteristische  Stücke 
dieses  ersten  Tractatcs  in  diplomatisch  genauem  Abdrucke  mitzutheilen^). 

b)  Der  secundus  iracialus  enthält  ausser  noch  einer  weitern  Regel  nur 
Anwendungen  auf  die  verschiednen  Zweige  der  Mathematik.  Er  beginnt 
(Seite  86,  Zeile  1 — 3) :  Est  aatem  istarum  regolamm  de  algonsmo  proportio- 
num  ulilHas  ||  ualde  magna  quia  possuni  ad  inumerabilia  proposita  appiicari 
quorwn  ||  aliqua  nunc  occurrunt  que  ponuntur  pro  exemplis.  Ehe  ich  jedoch 
zu  diesen  Anwendungen  Übergehe,  werde  ich  vorher  noch  die  Regel,  welche 
sich,  wie  schon  gesagt,  in  diesem  Tractate  findet,  als  Supplement  des 
ersten  Tractats  hier  hinzufügen.  Dieselbe  steht  Seite  87,  Zeile  29  bis  Seite 
88,  Zeile  19,  und  lautet,  wie  folgt: 

Si  duarum  rerum  ftierit  proporUo  data  proportionem  quamlihet  sibi  multi 

piicetn  assf'gnare.  Das  Verhältniss  zwischen  a  und  A,  also  -  sei  c,  es  seien 
ferner  die  Grössen  d  =  a  .  e^  f=b.g  gegeben,  und  es  sei  auch  das  Ver- 
hältniss von  g  zvt  e  bekannt,  etwa  —  =  h.  Dann  verlangt  man  das  Ver- 
hältniss d  :  f.    Es  werden  drei  Fälle  unterschieden. 

1.  Man  hat  e  =  g^  also  ^  =  1.  In  diesem  Falle  findet  man  unmittel- 
bar d  :  f  =  a  :  b. 

2.  Es  ist  <?  >  ^  also  -=  ä,  weil  die  grössere  Zahl  stets  der  Zähler 

9 

ist.    Nach  Voraussetzung  ist      ==  c,  und  wenn  man  also,  um  Orcsmes' 

Ausdrucksweise  zu  gebrauchen,  die  beiden  Verhältnisse  c  und  A  addiert, 

ae 
so  entsteht     -  =  c .h  d.  h,  d:f  =  eh. 
bg 

3.  Es  ist  g  ">  Cy  folglich  jetzt  aus  dem  angegebnen  Grunde  -  =  ä. 
Man  unterscheidet  wieder  drei  Fälle,  (a)  c  =  ä  d.  h.  a  :  6  =  gr :  e  oder  als 
Product  geschrieben  ae  =  bg  oder  d  =  f.   —  (b)  c  >  A  dann  ist  —  =  c, 

-  =  A,  und  weil  c  >  Ä,  das  zweite  Verhältniss  vom  ersten  zu  subtrahie* 
e 

ac         c 
ren.    Man  erhält  ^    ==  -  oder  d:f=c:h.  —  (c)  Endlich  kann  auch  A>  c 
bg        h 


*)  Die  Einleitung  S.  82,  Zeile  5—21;  Kegel  4.  S.  83,  Zeile  9-42;  Regel 
7  und  8.    Seite  84,  Zeile  29.  —Seite  85,  Zeile  26.  ^  , 
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findet    -  =       oder  f  :  d  ==  h  :  c. 
ae         c 

Man  sieht  die  ganze  Procedur  stimmt  mit  der,  welche  wir  anwenden, 
vollständig  tiberein.  Bei  Cardanus,  a.  a.  O.  S.  2,  Z.  14 — 26  und  S.  6,  Zeile 
28  —  S.  7,  Z.  38  findet  sich  die  nämliche  Regel  unter  dem  Namen  Multi- 
plication  und  Division  zweier  Proportionen;  doch  ist  wohl  ein- 
leuchtend, dass  die  Multiplication  und  Division,  von  der  Oresme  behauptet, 
dass  sie  unmöglich  sei,  mit  dieser  Eegel  nichts  zu  schaffen  haben. 

Die  Anwendungen,  die  Oresme  macht,  beziehen  sich  in  diesem  zwei- 
ten Tractate  auf  Geometrie,  Musik,  Würfelspiel,  Mechanik,  im 
dritten  auf  die  Theorie  der  regulären  ein-  und  umgeschricbnen 
Polygone  und  die  Astronomie. 

1.  Was  ist  das  Verhältniss  dreier  Würfel,  wenn  das  Ver- 
hältniss  der  Grundflächen  gegeben  ist?  Gegeben  ist  Basis  a  :  Basis 
^  =  2:1,  Basis  a  :  Basis  c  =  3:1.  Man  findet  Ctibus  a  :  Cuhus  6  =  8^, 
ctibus  b  :  cubus  c  =  (f)^,  Basis  b  :  Basis  c  =  (^)i;  Kante  a  :  Kante  6  =  2^, 
Kante  a  :  Kante  c  =  3^,  Kante  b  :  Kante  c  =  (f)i  Bemerkt  wird  noch, 
dass  sich  diese  Betrachtungen  direct  auf  die  Verhältnisse  von  mehreren 
Kugeln  ausdehnen  lassen,  bei  denen  man  das  Verhältniss  der  grössten 
Kreise  kennt.   Man  hat  deshalb 

2.  Es  ist  gegeben  Kugel  a  :Kugel  b  ==  2i,  GrössterKreis 
rt  :  Grösstem  Kreis  c  =  3»,  wie  heissen  die  Verhältnisse  der 
Kugeln,  der  grössten  Kreise  und  der  Durchmesser?  Oresme 
findet:  Kugel  a  :  Kugel  c  =  27i,  Kugel  b  :  Kugel  c  =  (V)^;  Kreis  a  : 
Kreis  b  =  2^,  Kreis  b  :  Kreis  c  =  (y)i;  Durchmesser  a  :  Durchmesser 
6  =  2«,  Durchmesser  a  :  Durchmesser  c  =  3*^  Durchmesser  b  :  Durch- 
messer c  =  (Vr^- 

3.  Die  folgende  Anwendung  ist  zum  Theil  der  Musik  entnommen;  am 
K&ndQ  bteht:  de  quadraiis  musicis.  Gegeben  sind  zwei  Quadrate  cd 
und  fg.  Ueber  dieselben  spannt  man  je  eine  Saite  und  zwar 
bei  dem  ersten  in  der  Diagonale,  bei  dem  zweiten  parallel 
einer  Seite.  Die  erste  Saite  gibt  den  Ton  mi,  die  zweite  den 
Ton  fa,  der  Unterschied  beider  Töne  ist  ein  halber  Ton  oder 
wie  Oresme  sagt  dyesis.  Verlangt  wird  das  Verhältniss  der  Qua- 
drate ed  und  fg.  Die  Diagonale  von  ed  heisst  «,  die  Seite  von  fg  ist  b 
genannt,  und  die  Seite  des  ersten  Quadrates  heisst  c.  Nach  Boethius*) 
hat  man  a  :  b  =  256  :  243  und  nach  der  Voraussetzung  «  :  c  =  2^  :  1. 


*;  Boethius,  De  Instituttone  musica  Hbri  ^um^ueetf.  Friedlein.  Leipzig  1867. 
Liberi,  cap.  17,  S.  204,  Zeile  8 — 9:  Estque  verum  semitonium  ndmts  ducentorum  qua- 
draginta  trium  ad '.  CCL  VI.  comparatio. 
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Also,  sagt  Oresme,  i8t6:c  =  J^ö9049  :  ^32768  also  das  Yerhältniss der 
Quadrate  fg:cd  =  /3486784401  :  /iÖ73741824. 

4.  Es  folgen  jetzt  Anwendungen  der  Kegel  dieses  zweiten  Tractates. 
Zunächst  eine  Aufgabe  aus  dem  Würfelspiele  (de  ludo  iaxillorum).  Man 
hat  zwei  Würfel  und  die  Grundfläche  des  ersten  ist  doppelt 
so  gross,  als  die  des  zweiten.  Man  macht  einen  Wurf,  und  es 
ist  die  Frage,  wie  ist  das  Yerhältniss  der  Anzahl  grosser  Wür- 
fel, die  auf  seiner  obern  Fläche  steht,  zu  der  Anzahl  kleiner 
Würfel,  die  auf  desselben  obern  Fläche  sich  findet?  Das  Yer- 
hältniss eines  grossen  Würfels  zu  einem  kleinen  ist,  wie  in  Qu estio  I  ge- 
funden, gleich  82  :  1.  Es  sei  nun  die  Zahl  auf  dem  grossen  Würfel  1,  auf 
dem  kleinen  3,  so  ist  das  Yerhältniss  von  3  kleinen  Würfeln  zu  einem  sol- 
chen wie  3:1.  Da  letzteres  das  grössere  Yerhältniss  ist,  so  findet  man 
subirahendo  das  Yerhältniss  von  3  kleinen  Würfeln  zu  einem  grossen  Wür- 
fel =  (l^)a.  Wäre  die  Zahl  auf  dem  grossen  Würfel  die  beträchtlichere 
gewesen,  so  hätte  man  a^^/icfo  operieren  müssen.  Oresme  macht  am  Ende 
die  Bemerkung:  Si  quis  autem  est  bene  promtus  in  hoc  ludo  bene  tntelligeret 
in  proportionibus.  Dass  überhaupt  dergleichen  Spiele  zur  Zeit  des  Oresme 
sehr  im  Schwünge  waren ,  kann  man  aus  dem  damals  gerade  ebenfalls  viel 
getriebenen  Spiele  Rythmomachia  d.  h.  Z ahlenk am  pf  sehen,  wobei  es  ancb 
der  Hauptsache  nach  auf  mittlere  Proportionalen  hinausläuft.  Eine  weit- 
läufige Auseinandersetzung  dieses  Spieles  findet  man  in  der  oben  citierten 
Ausgabe  desJordanusNemorarius  auf  den  zwei  letzten  Blättern. 

5.  Wie  verhalten  sich  3  Diagonalen  eines  Quadrates  zu  4 
Seiten  desselben  Quadrates?  Man  findet:  3  Diagonalen  zu  4  Seiten 

=  (*)^. 

6  und  7.  Das  Ende  des  zweiten  Tractates  besteht  endlich  in  zwei 
Aufgaben  aus  der  Mechanik,  die  im  Grunde  ein  und  dieselbe  Aufgabe  bil- 
den. Zwei  Kreise  a  und  6,  von  denen  der  eine  doppelt  so  gross 
ist  als  der  zweite,  drehen  sich  um  ihre  Mittelpuncte  und  zwar 
der  Kreis  a  um  sein  Centrum  5mal,  während  der  Kreis  b  um 
sein  Centrum  in  derselben  Zeit  sich  7m al  dreht;  was  ist  dasVer- 
hältniss  der  Geschwindigkeiten  beider  Kreise?  Oder  zweitens: 
die  Seite  und  die  Diagonale  eines  Quadrates  werden  in  resp. 
5  und  7  Tagen  von  zweiPuncten  aund  b  durchlaufen,  was  ist 
in  diesem  Falle  das  Yerhältniss  der  Geschwindigkeiten  ron 
aund  6?  Oresme  findet,  dass  der  Kreis  oder  Punct  a  sich  im  Yerhältniss 
(M)  scbn eller  bewegt  als  der  Punct  b.  Ei  ita  dicendum  est  de  simüibus 
guestionibus\[  Explicit  secundus  tractatns.  [Incipit  tertins].  So  endigt  der 
zweite  Tractat  (S.  89,  Zeile  12—13). 

c)  Es  folgt  der  dritte  Tractat.  Derselbe  beginnt  (Seite  89,  Zeile  13—14): 
Nunc  ergo  ludendo  in  alio  proposHo  ponatur  \\  triangulus  equilaterus,  a  ,  b  .  c. 
inscriplus  circtdo  cuius  dyameter  sil  .a,e.  Er  beschäftigt  sich  zunächst  mit  den 
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Verhältnissen ,  die  zwischen  den  regulären  ein-  und  umgeschriebenen  Viel- 
ecken eines  und  desselben  Kreises  bestehen.  Zunächst  beweist  Oresme 
einige  Lehrsätze,  die  er  als  Voraussetzungen  ftir  das  Folgende  benutzt. 
Wir  finden  9  Theoreme  dieser  Art,  von  denen  ich  im  Folgenden  den 
Wortlaut  gebe. 

Satz  I.  Im  gleichseitigen  Drei- 
eck ist  das  Verhältniss  zwischen 
demQuadrate  desDurchmessers  ae 
des  umgeschriebnen  Kreises  und 
dem  Quadrate  der  Seite  ac  des 
Dreiecks  wie  4:3.  (M.  s.  die  Figur.) 

Satzn.  Für  das  nämliche  Drei- 
eck ist  das  Verhältniss  zwischen 
dem  Quadrate  von  ac  zum  Quadrate  von  ad  gleich  4:3. 

Satz  m.  Es  ist  ferner  das  Quadrat  von  ad  gleich  dreimal 
dem  Quadrate  von  cd. 

Satz  IV.  In  derselben  Figur  ist  das  Verhältniss  des  Qua- 
drates von  ad  zum   eingeschrieben  Dreieck  abc  gleich  3^. 

Satz  V.  Das  umgeschriebne  Quadrat  ist  doppelt  so  gross 
als  das  demselben  Kreise  eingeschriebne  Quadrat. 

Satz  VI.  Das  umgeschriebene  reguläre  Dreieck  ist  das 
Vierfache  des  gleichseitigen  eingeschriebnen  Dreiecks. 

Satz  Vn.  Das  eingeschriebne  reguläre  Sechseck  ist  dop- 
pelt so  gross  als  das  eingeschriebne  reguläre  Dreieck. 

Satz  Vm.  Das  umgeschriebne  reguläre  Sechseck  verhält 
sich  zum  eingeschriebnen  regulären  Sechseck  wie  4:3. 

Satz  IX.  Das  eingeschriebne  reguläre  Achteck  ist  die  mitt- 
lere geometrische  Proportionale  zwischen  dem  ein-  und  um- 
geschriebnen Quadrate. 

Aus  diesen  Sätzen  werden  nun  nach  den  im  ersten  und  zweiten  Tractat 
gegebenen  Kegeln  die  Verhältnisse  zwischen  den  regulären  ein-  und  umge- 
schriebnen Polygonen  von  3,  4,  6  und  8  Seiten  entwickelt.    Oresme  stellt 
seine  Besultate  in  zwei  Figuren  zusammen,  die  jedoch  von  zu  grosser  Aus- 
dehnung sind,  als  dass  ich  sie  hier  mittheileu  könnte.   Ich  gebe  deshalb  im 
Nachfolgenden  in  anderer  Art  eine  Uebersicht  derselben,  wobei  ich  der 
Ktirze  wegen  überall  das  Wort  regulär  weggelassen  habe. 
Umg es chri ebnes  Dreieck: 
Eingeschriebnen  Dreieck  =  proportio  quadrupla  =  4:1, 
Eingeschriebnen  Viereck  =  medietas  proportionis  27  :  4  =  3/^3  :  2, 
Eingeschriebnen  Sechseck  =  pro/?or/m  dupla  =  2:1, 
Eingeschriebnen  Achteck  =  medietas  proportionis  27  :  8  =  3/^3  :  2^2, 
Umgeschriebnen  Viereck   =  medietas  proportionis  27  :  16  =  3/^3  :  4 , 
Umgeschriebnen  Sechseck  =  proportio  sesquialtera  3  :  ^5.jtizedby  GoOqIc 
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Umgeschriebnes  Viereck: 
EiDgescbriebncn  Dreieck  =  medietas  proporliotiis  256  :  27  =  16  :  Sy^^ 
Eingeschriebnen  Viereck  ==  proporiio  dupla  =  2:1, 
Eingeschriebnen  Sechseck  =  medietas  proporiionis  64  :  27  =  8  :  3^^3, 
Eingeschriebnen  Achteck  =  medietas  proportionis  dupie  ==  J/2  :  1 , 
Umgeschri ebnen  Sechseck  =  medietas  proportionis  sesi/uitertie  =  2  :  f'3: 

Umgeschriebenes  Sechseck: 
Eingeschriebnen  Dreieck  =  proportio  dupla  superparliens  5  =  8:3, 
Eingeschriebnen  Viereck  =  medietas  proportionis  tripie  ==  J/3  :  1 , 
Eingeschriebnen  Sechseck  =^  proportio  sesquitertia  =  4  :  3, 
Eingeschriebnen  Acbteck  =-=  medietas  proportionis  sesquitertie  =  2  :  f'*3; 

Eingeschriebnes  Achteck: 
Eingeschriebnen  Dreiectk  =  medietas  proportionis  128  :  27  =  8^2  :  3^^^^^:* 
Eingeschriebnen  Viereck  =  medietas  proportionis  dnple  =  /^2  :  1. 
Eingeschriebnen  Sechseck  =  medietas  proportionis  32  :  27  =  4^2  :  3f'3 

Eingeschriebnes  Sechseck: 
Eingeschriebnen  Dreieck  =  proportio  dupla  =  2:1 
Eingeschriebnen  Viereck  =  medietas  proportionis  27  :  16  =  3^3  :  4. 

Eingeschriebnes  Viereck: 
Eingeschriebnen  Dreieck  =  medietas  proportionis  64  :  27  =  8  :  3f^3. 
Oresme  roacht  hierzu  noch  die  Bemerkung,  dass  in  6  von  diesen  Propor- 
tionen ^27  als  ein  Glied  vorkommt,  und  dass  stets  auf  der  Seite  des  Ver- 
hältnisses eine  Quadratzahl  unter  dem  Wurzelzeichen  steht,  auf  welcher 
(las  Quadrat  das  zu  Vergleichende  ist.    Das  andere  Glied  ist  dann  jedesmal 
eine  Cubikzahl.    Z.  B.  das  umgeschriebene  Dreieck  verhält  sich  zum  einge- 
schriebnen Quadrat  wie  yW^ :  J^2^;  ebenso  das  umgeschriebne  Quadrat  zum 
eingeschriebnen  Dreieck  wie  //l6^  :  //P  u.  s.  w.    Auch  den  Satz  bemerkt 
er,  dass  bei  den  umgeschriebnen  Figuren  diejenige  die  kleinere  ist,  welche 
die  grössere  Seitenzahl  hat,  und  dass  es  bei  den  eingeschriebnen  Figuren  um- 
gekehrt sich  verhält.  Die  beiden  folgenden  speciellen  Fälle  eines  allgemeinen 
Satzes  finden  sich  bei  ihm:  Das  eingeschriebne  reguläre  Sechseck 
ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  ein-  und  umge- 
schriebnen regulären  Dreieck  und  der  analoge  Satz  vom  regulären 
eingeschriebenen  Achteck,  der  schon  oben  (Satz  IX.)  angemerkt  ist. 
Die  beiden  Keihen  von  Zahlen  in  stetiger  Proportion 
1,  2,  4,     8,  16,     .     .     . 
1,  3,  9,  27,  81,     .     .     . 
nennt  er  harmonische  Eeihen,  und  jedes  Verhältniss  zwischen  zwei  Glie- 
dern derselben  Reihe  oder  zwei  Gliedern  verschiedener  Reihen  heisst  ihm 
ein  harmonisches  Verhältniss.    Alle  jene  obigen  Verhältnisse  sind  also  ar- 
monice  oder  medietates  armonicarum. 

Den  Schluss  des  ganzen  Werkes   endlich  bildet  die  Aufsuchung  der 
Verhältnisse   der  vier  Aspecten:   De  proporlionibus  aspecHium  celi.    Seine 
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Resaltate  stellt  er  wieder  in  einer  Figur  zasamnien ,  aus  der  ich  dieselben 
hier  wieder  in  anderer  Form  mittheile.    Er  findet: 

Aspecius  oppositus: 
Aspeclus  iertms  =  medietas  proportionis  sesquilerlie  =  2  :  ^3 , 
Aspecius  quarlus  =  medietas  proportionis  duple  =  ^2:1, 
Aspeclus  sextilis  =  proporlio  dupla  =  2:1; 

Aspecius  tertius: 
Aspecius  quarlus  ==  medietas  proportionis  sesquiallere  =  J/3  :  ^2 , 
Aspecius  sextilis  =  medietas  proportionis  Iriple  =  ^3:1; 

Aspecius  quarlus: 
Aspecius  sextilis  =  medietas  proportionis  duple  =  ^2:1. 

Die  Endworte  dos  Ganzen  lauten  (Seite  93,  Zeile  17 — 18):  Sic  igitur 
sc  habenl  aspecius  signorum  celi  secundum  ]  hanc  considerationem  et  palet  in 
figura.   Darauf  kommt  noch  die  oben  ei wähnte  Figur. 

Ich  will  hier  noch  darauf  hinweisen,  dass  in  den  Schlussworten  der 
Handschrift  der  Biblioteca  Magliabechiana  der  Satz  IX.  auf  alle  regulären 
»-Ecke  erweitert  ist,  wie  ich  dies  schon  in  meiner  Ausgabe  des  Algonsmus 
proportionum  y  Berlin  18G8  näher  angedeutet  habe. 

X 

§10. 
Neuntes  Stück:  Theorica  motus  longitudinum  Septem  planetarum. 

Dieses  Stück  beginnt  (Seite  94,  Zeile  1  —  8)  mit  den  Worten:  IS phi- 
sica  singulari  et  excellentissimo  doclori  Magislro  Joanni  ||  de  ganduno  Petrus  de 
guclina  malhemalicorum  et  uariabus  disciplinis  ||  cum  studio  incendere  Quia  ea 
que  de  motibus  planelarum  et  in  tkeorica  narlratione  quidem  habenl  ex  geomelris 
demonstralionibus  idcirco  conclusiones  aliquas  quas  ||  girandus  in  sua  tkeorica 
nurrando  proponit  maxima  imbecülitate  mei  \\  irigenii  laboraui  premöm  theorema- 
tum  demonstralione.  In  quibus  minus  |;  bene  diclo,  vnum  ingenij  claritas  ac  mcHrc 
sollertia  corrigat  resecando  \\  resecat  supplea  et  suppienda. 

Wer  die  beiden  zuerst  genannten  Männer  Joannes  de  Ganduno 
und  Petrus  de  Guclina  gewesen  sind  ,  habe  ich  nicht  ausfindig  machen 
können^).  Auch  Fürst  Bon  comp  agni  hat  sich  vergebens  bemüht,  mir 
darüber  Auskunft  zu  verschaffen.  Der  weiter  unten  (Zeile  5)  genannte 
Girandus  ist  dagegen  ohne  Zweifel  Gerardua  Cremen ensis,  der  in 
eben  diesem  Fürsten  Boncompagni  einen  so  vortrefflichen  Biographen 
gefunden  hat.  Das  hier  vorliegende  Stück  unsrer  Handschrift  ist  nun  vor 
zugaweise  deshalb  interessant,   als  aus   dem  eben  Mitgetheilten  in  Ver- 


*)  Johannes  de  Gandnno  oder  de  Gandavo  lobte  um  1338.  Er  war  ein 
berühmter  Theolog  und  Philosoph  und  Vertheidiger  Ludwig  des  Baiern  gegen 
Johann  XXII.  Er  schrieb  unter  Andern:  Commenlarius  in  Aristotelis  de  anima  (Ve- 
netiis  1473,  1487,  1488  cet.);  Quaesliones  in  lihrum  physiconan  Aristotelis  (Venetiis 
1488,  1501,  1544);  nnd  Expoailio  super  tibro  de  substantia  orbis  (VenetiijB-4601).  j 
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gleichnng  mit  den  Schlnssworten  hervorzugeben  scheint,  dass  der  Verfasser 
desselben  gleichzeitig  derjenige  gewesen  ist,  der  überhaupt  unsem  ganzen 
Codex  geschrieben  hat.  Die  Schlossworte  setze  ich ,  um  dies  augenschein- 
lich zu  machen,  gleich  vollständig  hierher.  Dieselben  lauten  (Seite  105,  Zeile 
15 — 20) :  Hec  igitur  de  iheorica  moius  longitudinum  .  7.  pianetarum  ad  prius 
proposiias  \\  diuersas  et  inopinatas  agibilium  occupationes  demonstraia  {  suffi- 
ciant.  Ei  vos  amanU'ssimi  magisiri  qui  astrorum  et  omnis  ]  physice  contemfila- 
Hone  uacar  proponitis  et  poiestis  insufficieniiam  superpar\\cetis  quotiens  uide- 
rilis  hoc  opusculum  in  meam  commemorationem.  |{  Ezplioit  anno  domiiii  M? 
CCC.  UX?  Amen  deo  gpracias. 

Ich  füge  diesem  die  1 1  Lehrsätze  und  Aufgaben ,  aus  denen  unser  Ma- 
nuscript  zusammengesetzt  ist,  im  Wortlaute  hinzu.  Vielleicht  lässt  sich  da- 
durch aus  andern  Manuscripten  Näheres  über  den  Verfasser  ermitteln. 

1.  Solem  in  suo  ecentrico  equaliter  motum  in  orbe  signorum  inequalia  duci. 

2.  Lineam  exeuniem  a  ceniro  orbis  signorum  ad  ipsius  periferiam  equedis- 
iantetn  lineam  exeuntem  a  ceniro  ecenirici  ad  ipsius  periferiam  medium  motum 
solis  demonstrare, 

3.  Medium  motum  solis  ab  opposiio  augis  ecentrici  eius  usque  ad  augem 
minorem  esse  motu  uero  ab  ipso  uero  äuge  usque  ad  augis  oppositum  maiorem. 

4.  Lineam  ueri  moius  ei  medij  in  äuge  et  augis  opposito  vnam  semper  esse 
est  necessarium. 

5.  Maximam  equalionem  solis  alibi  quam  in  medij s  longitudinibus  esse  est 
impossibile. 

6.  Arcum  equaiionis  solis  in  orbe  signorum  notum  facere,    . 

7.  Centrum  epicicii  lune  super  centrum  defereniis  equales  angulos  in  tem- 
poribus  equalibus  describere  est  impossibile,  Super  uero  circuli  equalitatis  Dm- 
formes  angulos  describere  est  necessarium, 

8.  Arcum  equaiionis  ceniri  in  epiciclo  lune  patefacere.  arcum  quoque 
equaiionis  argumenti  lune  manifesiare. 

9.  Argumentum  equaiionis  centri  in  epiciclo  trium  superiorum  notificare. 
arcum  quoque  equaiionis  ceniri  eorundem  in  orbe  signorum  patefacere. 

10.  Ceniro  defereniis  mercurij  in  aliqua  linearum  a  ceniro  orbis  signorum 
exeuntium  que  paruum  circulum  quem  idem  centrum  defereniis  motu  describit 
coniinguni  exeunte  ceniro  epicicii  mercurij  maxime  propinquum  fore  ceniro  or- 
bis signorum  est  necessarium. 

Zu  diesem  Satze  gehört  als  Lemma  in  den  Beweis  desselben  einge 
schoben  der  letzte  Satz : 

11.  Si  a  puncto  extra  circulum  signaio  qui  tarnen  distal  a  circumferen- 
Ha  eius  quania  est  semidyameter  eiusdem  due  linee  ducantur  altera  circulum 
ipsum  coniingens  et  a  puncto  sectionis  ad  punctum  coniacius  ducalur  corda 
ipsa  corda  est  latus  exagoni  circulo  inscripii  eidem. 

Hierin  ist  offenbar  vor  aliero  circulum  coniingens  ausgefallen  altera  per 
centrum  circuli,  wie  der  Sinn  augenblicklich  ergibt.  ^  , 
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Von  Seite  105,  Zeile  21  bis  Seite  110  findet  sich  nichts  Oeschriebenes. 
Erst  auf  Seite  111  von  Zeile  1  an  beginnt  die  Geomeiria  Bradwardini,  Der 
Anfang  derselben  lautet  Zeile  1 — 10:  Geomeiria  hractardini  ||  Oeometria  as- 
secutina  est  arismetiee.  quodammodo  nam  \  et  posterioris  ordinis  est  et  numero- 
rum  passiones  deseruiunt  in  ma^iiudinibits  propter  quod  euclides  geomeirie 
arismeticam  interposuit ^  und  der  Schluss  (Seite  153,  Zeile  9  —  11):  Nunc  au- 
tem  cum  equali  arcu  de  zodiaco  oritur  quamque  plus  quamque  minus  ||  equino- 
ciali  circulo  sicud  conuincitur  per  kanc  conclusionem  euidenter.  Et  in  hoc  com- 
pleta  II  est  qoarta  et  ultima  pars  thome  Bradwardini. 

Chasles  in  seinem  Apercu  historique  S.  614  der  deutschen  Ausgabe 
würdigt  den  Werth  dieses  Mannes  nach  Gebül^.  Was  er  aber  von  seinen 
Lebensumständen  anführt,  ist  ziemlich  dürftig,  selbst  in  Hinsicht  auf  die 
Dürftigkeit  der  Thatsachen ,  die  wir  überhaupt  von  seinem  Leben  kennen, 
und  die  man  am  besten  zusammengestellt  findet  in  dem  Vorworte  H.  Sa- 
vile's  in  der  von  ihm  veranstalten  Ausgabe  der  theologischen  Schrift 
Bradwardins:i>«  causa  Bei  contra  Pelagium  et  de  uirlute  causarum  libri  111. 
Londini  1618  in  fol.  Aus  dieser  Vorrede  und  einigen  andern  Quellen  will 
ich  hier  zunächst  die  Hauptsachen  kurz  zusammenstellen. 

Thomas  deBrad  wardina,  eigen  tlichBr  edwardin,  aber  gewöhnlich 
Bradwardinus  genannt,  ist  geboren  zu  Hartfield  bei  Chichester  in 
England,  also  mit  seinem  berühmten  Vorgänger  auf  dem  erzbischöflichen 
Stuhle  zu  Canterbury,  Johann  es  Peckkam,  fast  an  demselben  Orte. 
Sein  Geburtsjahr  ist  nicht  nachweisbar,  doch  dürfte  dasselbe  wohl  noch  im 
XIII.  Jahrhundert  zu  suchen  sein.  Ebenso  zweifelhaft  ist  es,  ob  er  Francis- 
caner  oder  Dominikaner  gewesen,  doch  scheint  die  erstere  Annahme  die 
wahrscheinlichere.  Im  Jahre  1325  wurde  er  Pro  et or  oder  Procurator  der 
Universität  Oxford  und  las  über  Theologie,  Philosophie  und  Mathematik 
mit  solchem  Erfolge,  dass  man  ihm  den  Beinamen  Boclor  profundus  bei- 
legte. Nach  andern  Nachrichten,  die  aber  wohl  ziemlich  unwahrscheinlich 
klingen,  sei  ihm  dieser  Beiname  vom  Papste  gegeben.  Später  wurde  er 
Kanzler  der  St.  Paulskirche  in  London  und  auf  Anrathen  des  derzei- 
tigen Erzbischofs  von  Canterbury,  Johann  Stratford,  von  König 
Edward  III.  zu  seinem  Beichtvater  erwählt.  Als  solcher  begleitete  er  die- 
sen in  allen  Kriegen,  und  soll  durch  seine,  die  Soldaten  begeisternden 
Reden  viel  zu  den  Erfolgen  desselben  beigetragen  haben.  1348  wurde  er 
nach  dem  Tode  seines  Gönners  Stratford  zweimal  zum  Erzbischof  von 
Canterbury  gewählt,  weil  sein  königl.  Gönner  ihn  zuerst  nicht  von  sich 
lassen  wollte.  Als  aber  der  an  seiner  Statt  Gewählte  noch  vor  der  Weihe 
starb,  und  er  durch  das  Capitel  zum  zweiten  Male  gewählt  war,  gab  der 
König  ihn  frei,  und  am  19.  Juli  1349  wurde  seine  Weihe  in  Avignon 
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vollzogen.  Aber  sclion  am  2G.  August  desselben  Jahres  1349  starb  er. 
Seinen  Werth  als  Mathematiker  würdigt,  wie  schon  gesagt,  Chasles. 
Seinen  Werth  als  Theologe  findet  man  gebührend  gewürdigt  in  G.  V. 
Lechlers  Abhandlung  De  Thoma  Bradwarditio ^  die  in  Leipzig  1862  als 
Universitäfsprogramm  zum  Rectoratsweclisel  ausgegeben  ist.  Ausser  der 
oben  erwähnten  theologischen  Schrift  l)e  caus«  Dei  cet.  sind  von  ihm  ge- 
druckt, soweit  ich  darüber  Nachricht  habe:  Geometria  speciäatiua  Parisiis 
1495,  1496,  1Ö04,  1511,  1520  foL;  Arithmetica  speculaUua  Parisiis  149G, 
1505,  1512  fol.;  De  proportionibus  velocitalum  Veneliis  1505  fol.  Der  als  An- 
hang zu  seiner  Geometria  speculaiiva  gedruckte,  auch  besonders  herausge- 
gebne Traclatus  de  quadratura  circüli  editus  a  quodam  archiepiscopo  ordinis 
fratrum  minorum  ist  schon  von  Chasles  a.  a.  O.  S.  614  als  unecht  nachge- 
wiesen. Derselbe  geht  auch  unter  dem  Namen  des  Campanus,  dessen 
Ehrenrettung  in  Bezug  aqf  dieses  Machwerk  Chasles  ebenfalls  a.  a.  O. 
Seite  611  geführt  hat. 

Ich  kehre  zu  unserm  Manuscripte  zurück.  Dasselbe  weicht  von. dem 
gedruckten  Exemplare,  soweit  ich  durch  die  Güte  des  Fürsten  Boncom- 
pagni  davon  Nachricht  habe,  nur  unwesentlich  ab.  Jedoch  gibt  es  die 
Eintheilung  der  vier  iraclalus  oder,  wie  dieselben  bei  uns  hcissen,  partes 
in  Capitula  jedenfalls  richtiger  als  die  gedruckte  Ausgabe. 

Die  drei  ersten  Capitel  der  Ausgabe  müssen  aufhören ,  als  solche  ge- 
zählt zu  >\'erden.  Sie  enthalten  die  Supposiliones^  Di/finitiones  und  Petiiiones. 
Das  im  gedruckten  Exemplare  mit  capilulum  quartum  bezeichnete  hat  bei 
uns  richtig  die  Bezeichnung  Capilulum  primum  de  lineis  mit  7  conclusiones. 
Dann  folgt  bei  uns  ebenso  wie  in  der  Ausgabe  bezeichnet  Capilulum  secun- 
dum  de  figuris  angtdorum  egredientibus  mit  5  conclusiones :  hierin  sind  die  von 
Chasles  hervorgehobenen  Sätze  über  die  Sternpolygone  enthalten.  Das 
ist  der  Iraclalus  oder  pars  /. 

In  der  pars  secunda  muss  das  erste  Capitel  wieder  nicht  gezählt  wer- 
den, es  enthält  nur  Definitionen.  Dann  folgt  übereinstimmend  in  der  Aus- 
gabe und  dem  Manuscripte  Capilulum  lerlium  de  Iriangulis  mit  0  conclusiones: 
capilulum  quartum  de  quadrangtdis  mit  5  Conclusiones;  capilulum  quinlwn  de 
circülis  mit  /.?  conclusiones \  capilulum  sexlum  de  figuris  ysoperimetricis^  5  con- 
clusiones, Chasles  gibt  davon  nur  vier,  indem  die  erste  nur  eine  vorbe- 
reitende ist.   Damit  endet  der  Iraclalus  oder  pars  2. 

Bei  der  pars  lertia  müssen  die  beiden  ersten  Capitel  wieder  nicht  mit- 
gezählt  werden.  Sie  enthalten  nur  Definitionen.  Capilulum  primum^^^  capi- 
lulum 5  der  Ausgabe  de  proportionibus  ralionalibus  enthält  6  regulas:  Jas  ca- 
pilülum  secundum  =  capilulum  quartum  der  Ausgabe  de  proportionibus  irratio- 
nalibus  umfasst  7  conclusiones;  capilulum  lerlium  ^=^  capilulum  g'Mnlum  der 
Ausgabe  de  proportionibus  linearum  hat  5  conclusiones;  endlich  besitzt  das 
capilulum  quartum  =  capilulum  sexlum  der  Ausgabe  de  areis  quadrangulis 
5  conclusiones.    Hierbei  ist  die  Frage  gerechtfertigt,   ob  die  beiden  Capitel 
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de  proportionibus  raiionalibus  et  irrationalibus  nicht  etwa  die  Kesaltate  des  • 
Algorismus  proporiionutn  enthalten,   so  dass  also  die  beiden  Zeitgenossen 
beide  selbständig  auf  dieselbe  Idee  gekommen  wären.   Dass  dies  nicht  der 
Fall  ist,  kann  am  einfachsten  durch  ein  kurzes  Kesume  dieser  Regeln  und 
Lehrsätze  gegeben  werden ,  das  ich  deshalb  hier  folgen  lasse. 

1.  Begnla.  Quania  est  aliqua  quanittas  adaliam  tanta  denominatur  pro- 
poriio  eins  ad  ipsam, 

2.  Eegola.  Proportio  extremorum  ex  mediorum  eins  est  proportionibus 
composita.  Bezieht  sich  auf  mehrere  mittlere  Proportionalen  zwischen  zwei 
Zahlen. 

3.  Eeg^ola.    Proportiones  sunt  equales  quarum  denomtnaliones  equales. 

4.  Begnla.  Proportiones  sunt  inequales  quarum  denominationes  inequales 
et  in  multiplicibus  quidem  secundum  eundem  ordinem  se  habet  denominatio  et 
proportio  in  superparticularibus  uero  ordine  converso, 

5.  Regula.  Quantitates  sunt  equales  que  ad  vnam  quantitatem  conparate 
proportionem  habent  equalem, 

6.  Begula.  Quantitates  quarum  equimultiplices  sunt  equales  ipse  inter  se 
sunt  equales. 

Aus  der  5.  Regel,  sagt  Bradwardin  noch,  lässt  sich  schliessen,  dass 
alle  unendlichen  Grössen  einander  gleich  sind,  aus  der  6.  dagegen,  dass 
dies  unmöglich  ist.  In  dem  folgenden  Stücke  unseres  Codex,  dem  Trac- 
tatus  de  continuo  desselben  Verfassers,  ist  Über  das  Unendliche  umständlich 
gehandelt.  Ich  werde  daher  an  der  geeigneten  Stelle  darauf  zurückkommen. 

Das  folgende  Capitel  de  proportionibus  irrationialibus  enthält  Lehrsätze 
wie  folgende: 

1.  Omnis  quantitas  omni  quantitate  est  proportionalis  sed  non  omnis  omni 
commensuarabilis. 

2.  Omnium  duarum  quantitatum  communicantium  est  proportio  alterius  ad 
alleram  tanquam  numeri  ad  numerum,  Si  autem  earum  non  fuerit  proportio 
sicud  numeri  ad  numerum  incommunicantes  erunt.  Dabei  ist  communieans  = 
commensurabilis. 

3.  Dyametri  quadrati  ad  latus  eiusdem  est  proportio  irrationalis  quia  om- 
nis dyameter  coste  sui  quadrati  assimetrus. 

Diese  Sätze  sind  hinreichend,  da  die  folgenden  noch  weiter  von  den 
Untersuchungen  abweichen,  die  Oresme  im  Algorismus  proportionum  an- 
gestellt hat. 

Die  particula  quarta  enthält  zunächst  wieder  Definitionen  für  den 
Raum.  Diese  bilden  den  Inhalt  des  Capitulum  primum  des  Druckexemplars. 
In  uuserm  Manuscript  hat  erst  das  Capitulum  secundum  der  Ausgabe  die 
Bezeichnung  capitulum  primum  de  lineis.  Es  enthält  5  conclusiones.  Darauf 
folgt  capitulum  secundum  principia  solidorum  =  capitulum  tertium  et  quarlum 
der  Ausgabe  mit  7  conclusiones;  das  capitulum  tertium  de  repletione  loci  = 
capitulum  quartum  et  quintum  der  Ausgabe  (capitulum  quartum  ist  im  Drucke 
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doppelt  gezählt)  enthält  keine  Conclusiones.  Endlich  nmfasst  das  Schluss- 
capitel  des  ganzen  Werkes  capilülum  quartitm  de  spera  =  capiiulum  sextum 
der  Auegabe  9  conclusiones. 

Aus  dem  Mitgetheilten  geht  hervor,  dass  unser  Manuscript  dieses  Werk 
genau  in  demselben  Umfange  enthält,  als  die  Handschrift  Regina  Suecorum 
JV<?  1235  der  Bibliothek  des  Vatican.  Wie  diesem  fehlen  ihm  der  schon 
oben  erwähnte  Tracialus  de  quadratura  circuli  ceLy  der  bestimmt  unächt 
ist,  und  zweitens  die  Recolleciio  omnium  propofiionum  niuncralium^  von  der 
ich  deshalb  ebenfalls  glauben  möchte,  dass  sie  erst  durch  den  Heransgeber 
des  Druckexemplars  zugesetzt  ist.  In  der  Ausgabe  von  1496,  die  Chas- 
les  benutzte,  scheint  dieses  Stück  sich  gar  nicht  zu  befinden,  da  in  der 
ziemlich  genauen  Analyse  der  Geometria  speculaliua^  die  derselbe  gibt,  des- 
selben gar  nicht  Erwähnung  geschieht,  wohl  aber  des  Traclatus  de  quadra- 
tura circuli. 

Ehe  ich  zu  dem  nächsten  Stücke  unsrer  Handschrift  übergehe,  bemerke 
ich  noch,  dass  der  Codex  N?- 15  der  Handschriftsammlung  des  Fürsten  Bon-  . 
compagni  aus  dem  XV.  Jahrhundert  auch  ein  Fragment  einer  Geometrie 
enthält  {carto  162 — 169),  das  allein  aus  dem  XTV.  Jahrhundert  stammt, 
und  von  dem  ich  zuerst  behauptet  habe,  es  sei  ein  Fragment  der  Geometria 
Specülaiiua  des  Bradwardin.  Diese  meine  Vermuthung  fand  nach  ge- 
nauer Untersuchung  Ihre  Bestätigung,  und  zwar  nmfasst  dasselbe  den  An- 
fang derselben  bis  Carto  7  numerata  Bj  verso  Zeile  14,  der  Ausgabe  von 
1495.  In  unserm  Manuscripte  erstreckt  sich  dasselbe  bis  Seite  123,  Zeile  28. 
Ganz  vor  kurzer  Zeit  bin  ich  durch  Fürst  Boncompagni  mit  der  Bitte  nm 
Veröffentlichung  auf  eine  ziemlich  aufällige  Thatsache  in  Bezug  auf  die 
Geometrie  des  Bradwardin  hingewiesen  worden.  Sie  ist  kurz  die  folgende: 

Das  Manusciipt  der  Vaticana  C(w/<»a:  Oltobonianus  /.?6P,  Papierhand- 
schrift aus  dem  XV.  Jahrhundert,  in  klein  4?  von  92  Seiten,  die  auf  den 
Vorderseiten  mit  I— VIII,  1 — 84  bezeichnet  sind,  enthalt  von  Blatt  4*  bis 
Blatt  51*^  eine  Geometrie,  die  dort  dem  Petrus  de  Daeia  zugeschrieben 
wird,  der  am  Ende  des  XIII.  und  Anfang  des  XIV.  Jahrhundert«  lebte. 
Es  heisst  nämlich  Blatt  4*,  Zeile  8 — 10:  ^Jncipit  summa  artis  Geometrie  ual- 
de  bona,  edilta  a  magistro  petro  de  dacia/que  quidem  fuit  \  abslracla  a  Geometria 
Euclidis  pro  maiori  parte. ^'^ 

Diese  Worte  sind  roth  geschrieben.  Dann  heisst  es  weiter  (Zeile 
11  — 13):  gEometria  assecutiva  est  arismctice  ||  quodammodo  nam  et  posterioris 
or\dinis  est  ,  .  .  völlig  übereinstimmend  mit  der  Geometrie  des  Bradwar- 
din. Ebenso  lautet  derSchluss,  Blatt 51^,  Zeile 3 — 4  wie  bei  Bradwardin: 
El  in  hoc  est  completa  .  -J.  et  ||  vltima  pars  huius  tracialus  J  Deo  gracias  amen. 

Von  der  Hand  des  Abschreibers  hinzugeftigt  folgt  nun  Blatt 51%  Z.  5 — 10 
nochmals  dieselbe  Behauptung:  C  Explicii  hec  breuis  Tkeoria  Geometrie  valde 
bona  e\dita  a  magistro  petro  de  dacia/que  est  mültum  vtilis  viJjfenti  Intelligere 
quod  promittitur  in  opere  sequenti  (fuit  \  scripta  per  me  Beriholomeum  duliani 
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simo  II  cccc.  X  iiij  (Laudetur  deus  semper.  amen^  und  dann  findet  sich,  ge- 
nau wie  in  der  Handschrift  Regina  Suecorum  1235^  die  Perspectiua  Communis 
des  Johan;i  Peckkam  angehängt. 

Nach  der  Versicherung  des  Fürsten  Boncompagni  und  des  Herrn 
Narducci  ist  die  Uebereiustimmung  des  Mauusciiptes  mit  der  Ausgabe  der 
Geometria  speculativa  Braitardini,  wie  sie  1495  erschienen  ist,  mit  Ausnahme 
einiger  Wortveränderungen ,  eine  vollständige.  Ich  muss  mich  umsomehr 
jedes  weitern  ürtheils  enthalten,  als  das  Manuscript,  welches  die  Geome- 
trie dem  Petrus  de  Dacia  zuschreibt ,  Jüngern  Datums  ist,  als  sämmtliche 
Handschriften,  die  mir  von  der  Geometria  speculativa  des  Bradwardin  be- 
kannt sind.  Ich  möchte  aber  die  Vorstände  der  öffentlichen  Bibliotheken 
•bitten  darauf  Acht  zu  hahen ,  ob  etwa  eine  solche  Behauptung  sich  auch 
noch  in  andern  und  vielleicht  auch  in  früher  datierten  Manuscripten  findet. 
Jede  Mittheilung  dieser  Art  würde  ich  mit  dem  aufrichtigsten  Danke  an- 
nehmen. 

§12. 
Elftes  Stück:  Traetatns  de  continno  Bratwardini. 

Von  Seite  153,  Zeile  12  bis  Seite  192,  Zeile  15  folgt  nun  ein,  wie  es 
scheint,  bis  jetzt  völlig  unbekannt  gebliebenes  Werk  desselben  Verfassers: 
Tractaius  de  continuo  Bratwardini,  Wenigstens  ist  er  in  der  mehrerwähnten 
Vorrede  Savile's  zu  der  Ausgabe  der  Schrift  de  causa  Bei  contra  Pelagium 
et  de  uirlute  causarum^  in  der  die  übrigen  Werke  Bradwardins  aufgeführt 
werden,  nicht  erwähnt.  Derselbe  dürfte,  wenn  er  sich  auch  ziemlich  nega- 
tiv verhält,  doch  nicht  ohne  Interesse  sein.  Sein  Anfang  lautet  (Seite  163, 
Zeile  12 — 14):  Continnm  (sie!)  est  qnantam  cujus  partes  ad  inuiccm  capulan- 
lur,  Continuum  \\  permanens  est  continuum  cuius  partes  singule  manent  simul. 
continuum  ||  successiuum  est  continuum  cuius  partes  succedunt  secundum  prius 
et  posterius.  Diese  Warte  bilden  zugleich  die  drei  ersten  Definitionen.  Von 
diesen  zähle  ich  24.  Zunächst  kommen  die  Erklärungen  derjenigen  Formen, 
die  zu  dem  Begriff  Continuum  permanens  gehören.  Es  sind  dies  Körper, 
Flächen,  Linien;  Daran  schliesst  sich  die  Definition :  Indiuisibile  est  quod 
nunquaih  diuidi  potest,  und  dann  die  Erklärung  vonPunct:  Punctus  (sie!)  est 
indiuisibile  situatum.  Es  folgen  die  Erklärungen  für  die  Continua  successiua  ; 
1,  Tempus  est  continuum  successiuum  successionem  mensurans,  2.  Instans  est 
certus  athomus  temporis.  3.  Motus  est  continuum  successiuum  tempore  mensu- 
ratunu  4.  Motum  esse  est  indiuisibilis  series  motus.  5.  Materia  motus  est  quod 
per  motum  acquiritur.  6.  Gradus  motus  est  illud  materie  motus  suscitatis  magis 
,  et  minus  quod  acquiritur  per  aliquod  motum  esse.  Die  folgenden  Definitionen 
geben  au,  was  es  heisst,  eine  Linie  auf  einer  andern  auftragen; 
früher  gewesen  sein  als  etwa.s  Anderes;  was  ferner  die  Begrifie 
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Anfangen  und  Aufhören  [Incipere  und  desinere)  bedeuten .  Die  beiden 
letzten  Definitionen  endlich  betreffen  da»  Unendliche  und  es  folgt  dann 
ein  langer,  fast  drei  Seiten  füllender  Excurs  über  die  unendlichen  Grössen. 
Diese  Definitionen  sind:  1.  Inßnitum  caiheticc  et  simpliciter  est  quantum  sine 
fine.  2.  Infinitum  sinkathetice  est  seeundum  quid  est  quantum  finitum  et  finilum 
malus  isto  et  finitum  malus  Isto  malori  et  sie  sine  finc  ultimo  termlnante  et  hoc  est 
quantum  et  non  tamen  contra  malus.  Man  sieht  also,  dass  das  infinitum  ca- 
thetice  unendlich  ist,  ohne  dass  man  weiss,  wie  dasselbe  entstanden  ist, 
während  das  infinitum  syncathetlce  als  wachsende  Grenze  des  Zunehmenden 
aufgefasst  wird.  In  dem  längern  Excurse  weist  er  vorzugsweise  manche 
Einwürfe  zurück,  die  dahin  gemacht  werden  könnten,  dass  es  überhaupt 
nur  Unendliches  nach  der  ersten  Art  gäbe  und  nicht  nach  der  zweiten. 
Wenn  dem  so  wäre,  sagt  er,  so  könnte  man  viele  Probleme  der  Physik, 
nicht  lösen,  wie  z.  B.  das  über  Geschwindigkeit  der  Bewegung  u.  dergl. 
Ausserdem  sucht  er  durch  andere  Aussprüche  der  beiden  obigen  Erklärungen 
den  Begriff  des  Unendlichen  so  deutlich  als  möglich  zu  machen. 

Seine  supposltlones  sind  folgende:  1.  Omne  malus  posse  dluldl In  equale  et 
In  dlfferentiam  qua  excedlt.  —  2.  Sl  finitum  addatur  finito  totum  erlt  finitum.  — 
3.  vhl  diuersitatls  uel  dlsslmllltudlnls  nulla  est  tum  slmlle  Indicatur.  —  4.  Om- 
'  nes  scientias  neras  esse,  ubi  non  Bupponitur  continnnm  ex  indinisibilibos 
componi.  —  5.  Omnla  media  dlslare  omnia  dluisa  median.  —  6.  Omne  corpus 
superficies  atque  punctum  uniformlter  posse  motierl,  —  7.  Omnium  duorum  mo- 
tuum  localium  eodem  tempore  uel  equallbus  temporlbus  contlnuatorum  uelocl- 
tates  et  spacla  Ulis  perlranslta  proportionales  exlstere.  —  8.  Omnium  duorum 
moluum  localium  super  Idem  spaclum  slmul  equalla  dedltorum  proportionales  e 
contrario  semper  esse.  —  9.  Quacunque  uelocltate  uel  tardltate  polest  vnum 
mobile  motierl  uel  vnum  spaclum  quodcunque.  - —  10.  Esse  uel  non  esse  finitum 
certo  tempore  mensuratur. 

In  der  Thesis  Nr.  4  ist  eigentlich  der  ganze  Inhalt  des  Werkes  im 
Voraus  gekennzeichnet.  Derselbe  besteht  aus  einer  Durchnahme  der  Mei- 
nungen über  die  Zusammensetzung  des  Stetigen.  Vorangehen  eine  Anzahl 
Sätze,  die  Br  ad  ward  in  zur  Bekämpfung  dieser  Ansichten  benutzt.  Ich 
führe  davon  die  wichtigsten  an:  1.  Nullum  Indiulslblle  malus  allo  esse.  — 
3.  Nullius  contlnul  multa  indlulslbllla  in  eodem  situ  indluisIMl  sltuari.  Darin 
liegt  offenbar  der  Begriff  der  Undurchdringlichkeit.  —  8.  Inter  nullas  rectas 
slbl  superposltas  puncta  medlare.  —  9.  Llneam  rectam  seeundum  totum  uel  par- 
tem  magnam  rede  altert  superponl  et  habere  allquod  punctum  Inlra  secum  com- 
munem  cum  Ista  non  contlnglt.  —  10.  Llnee  rede  vnam  pariem  magnam  alle 
rede  Imponl  et  allam  partem  magnam  superponl  eldem  uel  aliud  ad  latus  disiare 
ab  lila  imposslbllc  comprobatur.  Hier  tritt  zuerst  eine  Eigenthümlichkeit  auf, 
dass  nämlich  die  Richtigkeit  des  Satzes  dadurch  nachgewiesen  wird,  dass 
eine  grosse  Zahl  von  Sätzen  angeführt  werden,  die  stattfinden  müssten, 
wenn  derselbe  nicht  richtig  wäre.    Diese  Sätze  sind  später  als  selbständige 
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Theoreme  aufgeführt,  hier  aber  nur  als  Theile  des  Beweises  am  Rande  mit 
1 — 5  bezeichnet.    Man  findet  darunter:  Wenn  dem  nicht  so  wäre,  so 
wäre  ein  Rechter  grösser  als  der  andere,  derTheil  wäre  gleich 
dem  Ganzen,   Scheitelwinkel  wären  nicht  gleich,  Parallelen 
schnitten  sich  u.  8.  w.    Es  folgen  dann  eine  ganze  Reihe  von  Conclusio- 
nes^   die  mit  den  letzten  beiden  nur  in  geringfügigen  Umständen  unter- 
schieden sind.   —  14.  Quelibei  recla  secans  rectam  secai  eam  in  aliquo  suo 
puncto  et  non  in  piuribus  quam  in  vno,  —  15.  Nulle  rede  in  aliquo  puncto  con- 
curenies  ad  punctum  intemum  Ulis  habent  optatum,   —  Dazu  das   Corollar: 
Nulle  rede  dude  a  basi  trianguli  ad  angulum  Uli  oppositum  se  tangere  citra  il- 
tum,  —  Für  angulus  steht  dabei  fälschlich  latus.  —  16.  Aufgabe :  Angulum 
rectilineum  assignatum  in  duos  angulos  redilineos  et  datum  latus  trianguli  rec- 
iilinei  in  duas  redas,  triangulum  rectilineum  totum  datum  inter  angulos  redili- 
neos per  rectam  parliri.  —  17.  Aufgabe:   Angulum  contingentie  quamlibet  in 
angidum  contingentie  et  angulum  periferie  super  rectam  basim  trianguli  contin- 
gentie oppositam  angido  contingentie  in  duas  redas  et  totum  triangtäum  contin- 
tingentie  in  triangulum  contingentie  minorem  et  triangulum  a  portionibus  circum- 
ferentie  et  rectam  contentum  per  circulum  maiorem  secare.    In  der  Auflösung 
wird  erwähnt  Themistij  de  speris  (d.  h.  spkaeris) pr.  3.  primi  libri,  ein,  soviel 
ich  weiss,  unbekanntes  Werk.    Den  Namen  finde  ich  nur  in  Heilbron- 
ner:  Historia  math.  univ,  S.  572.   Themist.  Alex,  in  Canones  Ptolemaei,   wo 
nach  dem  Index  Heilbronner  das  Wort  Themist.  als  Themistocles  liest. 
Es  könnte  die  hier  erwähnte  Handschrift  wohl  das  Werk  de  sphaeris  sein, 
sie  befindet  sich  nach  Heilbronner  in   der  Kaiserlichen  Bibliothek  zu 
Paris.  —  Die  folgende  Aufgabe  lehrt  über  einer  bestimmten  Geraden  einen 
Kreisabschnitt  kleiner  als  der  Halbkreis  zu  construieren ,   dann  folgt  der 
Satz:    19.  Si  super  eandum  cordam  uel  cordas  equales  portiones  inequales  cir- 
cumferentiarum  medietate  minoris  consistant  minorem  portionem  maioris  circuli 
circumferentieque  maioris.  maior  uero  minoris,    Si  vcro  circulorum  uel  circum- 
ferentiarum  inequalium  et  super   eandem  cordam  constitit  portiones  medietate 
minores  ille  erunt  necessario  inequales  et  maior  circulus  et  circumferentia  mino- 
rem portionem  habebit^  minor  uero  maiorem.    In  dem  Beweise  nimmt  B rad- 
ward in  auf  eine  Erscheinung  Rücksicht,  aus  der  er  zu  erklären  versucht, 
weshalb  das  Wasser  auf  der  Erde  trotz  der  Kugelgestalt  nicht  herunter- 
läuft, nämlich  auf  das,  was  wir  Capillarität  nennen.    Ich  kann  wenigstens 
die  folgenden  Worte  auf  andere  Weise  nicht  erklären:  Continuum  fluidum 
congregari  et  maxima  uasis  latera  uacua  derelinqui  atque  liquidi  semiplene  ultra 
uasis  dyamelrum  continue  eleuari.    Rursum  täte  uas  semiplenum  ascendens  fteri 
aliquotiens  magis  plenum  aliquotiens  uero  plenum  et  superius  cumulatum  et  ali- 
quum  intemum  quod  affluent  quedam  partes  descendens  effici  minus  plenum,    Si 
uero  tale  uas  ponatur  maxima  lo'!'  huius  per  totum  contraria  prioribus  euenire. 
—  20.  Rectam  perpendiculariler  exeuntem  a  puncto  medio  corde  ad  punctum 
medium  archus  portionis  circuli  medietate  minoris  circulum  in  duas  medietates 
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diuidere  et  uirumque  angulum  porlionis  minori  et  angulum  circumferenUe  par- 
tiri  ipsam  insuper  poriionem  minoris  tinealemque  secare,  —  21.  Silinee punctum 
aliquod  uel  pars  aliqua  moueatur  localiier  quamlibet  partem  magnam  et  quodlibel 
medium  punctum  quod  est  cum  eins  uno  extremo  necessario  commouen,  — 
24.  Quocumque  motu  locali  signalo  potest  motus  localis  uniformis  et  continuus 
in  omni  proportione  rede  finite  ad  rectam  finilam  uelocior  et  tardior  inveniri. 
Dazu  das  Corrollar:  Quodcumque  spacium  finitum  quocunque  tempore  finito 
posse  vniformiter  et  continue  pertransiri.  —  Lehrsatz  26  ist  derselbe  AassprQch 
für  motus  successiuus.  Der  26.  spricht  aus,  dass  bei  einer  Ortsbewegung  ein 
Coniinuum  nicht  gleichzeitig  mehrere  Lagen  einnehmen  könne.  —  27.  Omnis 
inceptio  uel  desinentio  non  mensuratur  tempore,  —  24.  Omne  quod  non  est  ali- 
quäle  et  erit  tale  nunc  incipit  uel  aliquando  indpiet  esse  iale,  —  29.  Omne  quod 
est  aliquale  et  non  semper  tale  nunc  desinit  uel  aliquando  desinei  esse  tale. 

Jetzt  beginnen  die  Sätze,  welche  die  Ansichten  über  die  Zusammen- 
setzung der  Continua  enthalten.    Am  Rande  steht  als  Glosse  JSota  qmnque 
opiniones   de  compositione    Continui,    Die   verschiedenen    Meinungen   fiber 
diese  Zusammensetzung  sind  zusammengestellt  vor  dem  Beweise  des  Satzes 
31.    Da  diese  Uebersicht  von  Wichtigkeit  ist,  so  erlaube  ich  mir  dieselbe 
mit  den  eigenen  Worten  des  Verfassers  hier  zu  reproducieren.    Dieselbe 
lautet  (Seite  165,  Zeile  29 — 39) :  Pro  intelleclu  huius  jj  conclusionis  est  seien- 
dum  quod  circa  compositionem  continui  sunt  5  opiniones  famose  inter  uetcres 
philosophos  et  modcrnos .  ponunt  enim  quidam  ut  a2j.(  awreysfOV  d  plurimi 
modernorum  coniinuum  non  componi  ex  athomis  sed  ex  partibus  diuisibilibus  sine 
fine  €  Alij  autem  dicunt  ipsum  componi  ex  indiuisibilibus  dupliciter  uariantes 
quum  dcmocritus  ponit  coniinuum  componi  ex  corporibus  indiuisibilibus.  alij 
autem  \\  ex  punctis  et  hij  dupliciter  quia  pythagoras  primus  huius  secte  et  piato 
ac  wali^herus**)  modernus  ponunt  ipsum  componi  ex  finitis  indiuisibilibus.  alij 
autem  \\  ex  infinitis  et  sunt  bipartili  quia  quidam  eorum  ut  henricus  modernus 
dicit  \\  ipsum  componi  ex  infinitis  indiuisibilibus  in  medielate  coniunctis  alij  autem 

c 

ut  lycuJ^'^'^JiO  \  ex  infinitis  ad  inuicem  mediatis. 

Die  Refutation  aller  dieser  Ansichten  unternimmt  nun  Bradwardin, 
indem  er  sich  aus  allen  Wissenschaften  seine  Gründe  holt.  Zunächst  be- 
weist er,  dass  wenn  irgend  ein  Coniinuum  auf  eine  bestimmte  Weise  zusammen« 
gesetzt,  dass  dann  jedes  andere  Coniinuum  in  ähnlicher  Weise  zusammenge- 
setzt sein  muss,  und  wendet  sich  dann  zuerst  gegen  die  Ansicht  des  Py- 
thagoras und  Henricus.  Von  diesen  Sätzen,  durch  die  er  diese  zurück- 
weist, fängt  jeder  mit  Si  sie  an  und  zeigt,  dass  daraus  völlig  absurde  Be- 
hauptungen gefolgert  werden  könnten.    Z.  B.  40.  Sisic  angulum  rectum  esse 


*)  Vielleicht  Averroes?  oder  Aristoteles? 
**)  Nicht  Joanues  Walterus,  der  1412  starb,  sondern  wahrscheinlich  Wal- 
te rus  Evesham,  der  1316  astronomische  Beobachtungen  machte. 
***)  Später  ist  dieser  Nauie  Hnco;f  geschrieben. 
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mimmum  angulorum  nee  angtUum  esse  acutum  et  omnes  obtusos  equales  esse  ad 
inuicem  nee  aliquum  angulum  obtusum  penitus  reperiri.  —  42.  Si  sie  linee  eque- 
distantes  concurrunt.  —  49.  Si  sie  indiuisibile  diuidetur,  —  52.  Sf  sie  aliquum 
tardissimum  molum  esse,  —  53.  Si  sie  continuum  ex  athomis  integrari.  —  55.  Si 
sie  omne  eontinuum  componitur  ex  indiuisibilibus  infinitis  et  tarnen  ex  fini- 
tis  et  nee  ex  finitis  nee  infinitis  et  componitur  ex  athomis  et  non  componitur  ex 
Ulis. 

Ehe  zur  Widerlegung  der  zweiten  Ansicht  fortgeBchritten  wird,  be- 
weist unser  Verfasser  zunächst  den  Satz  46.  In  nnllo  continno  athoma  in 
medietate  coninngi  Dann  wendet  er  sich  gegen  die  Ansicht,  dass  das  Con- 
tinuum ans  einer  endlichen  Zahl  von  indiuisibilia  zusammengesetzt  sei,  d.  h. 
gegen  die  des  Waltherus.  Seine  Hauptbeweismittel  sind  folgende:  57. 
Si  continuum  ex  finitis  athomis  componitur  sicud  numerus  athomorum  vnius  con- 
tinui  ad  numerum  athomorum  alterius  ita  continuum  ad  alium  se  habere,  —  58. 
Si  sie  athoma  in  contiuno  in  medietate  coniunguntur.  In  dem  Beweise  bedient 
er  sich  eines  Satzes,  der  seine  eigne  Ansicht  weiter  ins  Klare  setzt,  nämlich : 
Omnia  continna  habere  athoma  infinita  sed  ex  athomis  non  componi  —  59. 
Si  sie  debilissimus  gradus  soni  se  habet  sicud  vnitas  et  ceteri  se  sine  medio  con- 
iungenies  ut  sequens  series  numerorum,  —  65.  Si  sie  tonus  partiri  non  potest, 
— ;  Dann  folgen  zunächst  wieder  einige  Sätze,  die  die  Meinung  des  Brad- 
w  ar  d  i n  aussprechen :  66.  OmniB  reota  ünea  habet  partionlares  lineas  infini- 
tas.  —  67.  Omnem  angulum  rectilinenm  nel  contingentie  in  tales  angolos  diui- 
dere  inflnitos.  —  68.  Omnem  triangnlum  rectilinenm  siue  contingentie  in  in- 
finitas  tales  angolos  posse  dinidi  nel  partiri.  —  69.  Omnis  superficies  habet 
superficies  et  Mneas  infinitas  et  puncta  similiter  infinita.  —  70.  Omne  eonti- 
nnum  componitur  ex  infinitis  continuis  eidem  speciei  et  habet  athoma  propria 
infinita.  Nachdem  dies  nachgewiesen,  wendet  er  sich  wieder  gegen  die 
oben  aufgestellte  Ansicht.  72.  Si  sie  eertum  ciretdum  assignare  quo  maior 
esse  non,  —  73.  Si  sie  periferiam  circuli  esse  duplam  dyametris,  —  75.  Si  sie 
aiique  partes  circumferentie  eircularis  sunt  rede  et  angulum  rectilineum  conti- 
nenles.  7-  81^.  Si  sie  aliquis  triangulus  tres  angulos  rectos  habet  et  linee  eque- 
distantes  concurrunt,  —  82.  Si  sie  aliquis  triangulus  est  subsesquitertius  ad 
quadratum  qui  subduplus  est  ad  idem,  —  86.  Si  sie  omnis  quadrati  dyameter 
siii  lateri  est  eqtCalis,  —  87.  Si  sie  aliquod  quadratum  est  eireulus,  —  92.  Si 
sie  nullam  esse  uisionem  reetam  fractam  siue  reflexam  lucis  uel  coloris,  —  93. 
^f  sie  omnes  speras  Celestes  et  elementares  earum  a  terra  esse  quantitatis  equa- 
lis  et  equeuelociter  circumferri.  —  95.  Si  substantia  composila  ex  finitis  sub- 
stantiis  athomis  componitur  condensationem  materie  prime  non  fieri  per  athoma 
prioribus  pauciora,  —  96.  Si  sie  de  substantia  rarefactionem  materie  prime  non 
fieri  per  athoma  materie  piura  primis,  —  98.  Si  sie  de  substantia  condensatio- 
nem et  rarefactionem  non  esse  possibilem,  —  99.  Coroll.  Substantiam  natura- 
lem ex  finitis  athomis  non  componi.  —  101.  Si  sie  inpartibile  in  media  par- 
tietur.  —  105.  Si  sie  motum  non  esse  omnino,  —  106.  Si  sie  sanitatam  hqbiJL 


IC  sanitatfm  habitqm 
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non  sernare  nee  perditam  restaurare,  —  109.  Si  sie  non  eonlingii  rede  scribere 
nee  rede  loqui.  —  111.  Si  sie  idem  est  iusium  et  iniusium. 

Mit  Satz  114  fängt  er  ein  anderes  Princip  an  zu  bekämpfen,  dass  näm- 
lich das  Continuum  aus  unendlich  vielen  indiuisibilibus  zusammengesetzt  sei. 
Von  den  oben  aufgestellten  ist  dies  der  letzte  in  Verbindung  mit  dem  des 
Ilenricus.  Die  Hauptsätze  lauten :  114.  Si  omne  eontinuum  ex  indiuisibili' 
biiS  infinitis  eompmitur  esse  continuum  ciusdem  generis  et  athoma  propria  eodem 
gener e  proporiionalia  reperiri,  —  118.  Si  sie  condensationem  d  rarefactionem 
omnino  non  esse.  —  121.  Si  sie  aliqua  superficies  erit  summe  alba  et  simiiitcr 
summe  nigra.  —  124.  Si  sie  agens  naturale  corporeum  est  equalis  adiuitatis  cum 
atkomo  naturali  et  aliquod  maioris  et  quodlibet  infinite.  —  126.  Si  sie  de  con- 
tinuo  substantiam  et  qualitatem  ex  substantiis  infinitis  et  qualitatibus  iniegrari. 
—  127.  Si  sie  athoma  in  finita  in  omni  proportione  finita  et  in  finita  ad  alia  in- 
finita  procul  dubio  se  habere.  —  128.  Si  sie  omnia  athoma  in  finita  quibuscun- 
que  infinitis  athomis  adequari  excedere  et  exeedi  omnia  eontinua  consimiliier 
eonlinuis  equalia  esse  eceedentia  et  exeessa.  —  131.  Si  sie  aliquod  continuum 
in  eodem  situ  indiuisibili  situari.  —  133.  Si  sie  omnis  quadrati  medietas  est 
maior  toto  quadrato.  —  136.  Si  sie  omnis  linea  cireularis  est  equalis  cuili^et 
linee  circulari  et  costa  quadrato  dyametris  et  omnis  reda  neeessario  omni  rede 
erit  equalis.  Jetzt  folgen  einige  Sätze,  die  wieder  die  Meinung  des  Brad- 
wardin  aussprechen  sollen.  137.  Xullum  continnom  ex  indioisibilibiu in- 
finitis integrari  nel  oomponi.  —  138.  Nnllnm  continuum  ex  infinitis  indinisi- 
bilibus  inmediatis  componi.  —  139.  Nnlium  continanm  ex  indioiaibilibu 
mediatis  compomtur.  —  140.  Nullom  continunm  ex  athomis  integrari  Dann 
heisst  es,  und  dies  ist  schon  oben  einmal  als  Meinung  des  Bradwardin 
ausgesprochen :  vnum  sequitur  et  elicitur.  Osine  continnum  ex  infinitis  eon- 
tinnis  similis  speciei  cum  iilo  componL  Am  Ende  des  Beweises  folgt  dann 
die  Bemerkung:  Niis  tandem  perscrutalis  nunc  adiuneto  consilio  est  inuc-  '■ 
stigandum  an  indiuisibilia  eontinuorum  sint  realiter  distineta  ut  ponitur.  Dann 
kommt  der  Satz  141,  der  aber  eigentlich  aus  einem  längern  Excurse  be- 
steht. Derselbe  beginnt:  Est  igitur  premittendum  quod  in  continuatione  siue 
discontinuatione  corporum  liquidorum  nullam  materiam  primam  riee  atiquam 
substantiam  primam  nee  qualitatem  primam  uel  secundam  eorumpi  et  de  quanti- 
täte  et  indiuisibilibus  quantitaiis  similiter  esse  eonstat.  Dann  folgen  die  Sätze: 

142.  Omnem  substantiam  esse  per  se  impoasibile  carere  omni  accidente.  — 

143.  Omne  quod  non  est  pars  nee  causa  alterius  potest  corrumpi  altere  toto 
saluo,  z.  B.  vnus  homo  moritur  altero  uiuente.  —  144.  Qnare  potest  eue 
continuum  et  finitnm  sine  aliqno  indimsibili  continuante  et  finitante.  ~ 
145.  Si  indiuisibilia  eontinuorum  sint  realiter  ut  ponuntur  substantia  naturalis 
indiuisibiles  substantias  habet.  —  146.  Si  sie  indiuisibilia  omnis  conttnui  in 
medietate  eoniungi.  —  147.  Si  sie  continuum  ex  athomis  integrari,  —  148.  Si 
sie  aliquod  aecidens  substantiam  primam  non  habere.  —  149.  Si  sie  potest  non 
improbabiliter  apparere  omne  corpus  esse  tenaeitatis  et  remtf^f^  infinite.  — 
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150.  Snperficiem  lineam  siue  pnnctam  omnino  non  esse  und  hieraus  endlich 
der  Schluss  des  Ganzen:  Continnum  non  continaari  nee  finitari  per  talia  sed 
86  ipso.  •  Die  letzten 'Worte  des  Tractates  enthalten  davon  den  Beweis  und 
und  lauten  (Seite  192,  Zeile  10 — 15):  Prima  autem  illius  corrollarii  seqttitur 
ex  l|  illa  conclusione  plane,  secunda  uero  pars  eins  sfc  patet,  Si  continuum  non 
continuatur  ||  nee  finitetur  per  indiuisibilia  lalia  ei  non  conlingü  assignare  aliquod 
aliud  per  quod  ||  continuum  iermineiur  uel  finiatur  et  continuum  terminatur  et 
continuatur  igitur  continuatur  et  finitur  sc  ipso  \\  Sic  igitur  primus  liber  qui  est 
de  compositione  continuj  quantum  ad  sua  essentialia  finem  \\  capit.  amen.  C  Ex- 
plicit  tractatns  bratwardini  (sie!)  de  continno. 

Hieraus  dürfte  zu  schliessen  sein ,  dass  das  uns  hier  vorliegende  Stück 
nicht  das  ganze  Werk  des  Bradwardin  umfasst,  sondern  nur  den  ersten 
Theil  desselben,  wenn  auch  die  letzten  Worte  wieder  das  Gegentheil  be- 
haupten. 

§13. 
Zwölftes  Stück:  Liber  de  ponderibus  Jordani  Nemorarii. 

Bei  diesem  Stücke  können  wir  uns  wieder  kurz  fassen,  da  dasselbe  in 
dem  Drucke:  Liber  Jordani  \\  Nemorarii  viriVlarissimi  \\  De  Ponderibus  Proposi- 
tiones  XIII.  ||  etc.  Am  Ende  Excussum  Norimbergae  per  Jo.  Petreium ,  ||  Anno 
domini  M.  D.  XXXIII.  16  Blatt  in  4?,  leicht  zu  erlangen  ist.  Unser  Exem- 
plar unterscheidet  sich  aber  wesentlich  von  diesem  Abdrucke,  besonders 
dadurch,  dass  es  eine  bei  weitem  gedrängtere  Eecension  darstellt,  so  dass 
man  fast  annehmen  möchte,  dass  der  Druck  durch  Petrus  Apianus,  den 
Herausgeber  dieses  Werkes,  interpoliert  sei.  Unser  Manuscript  beginnt 
(Seite  192,  Zeile  16—20):  Omnis  ponderosi  motum  ad  medium  esse.  Quanio 
gravius  est  uelocius  descendere.  ||  Grauius  esse  in  descendendo  quanto  motus  eius 
ad  medium  est  rectior.  \\  Secundum  situm  grauius  esse  quanto  in  eodem  situ  mi- 
nus oblique  est  descensus.  \\  Obliquiorem  autem  descensum  in  eadem  quantitate 
minus  caperc  de  directo.  Minus  graue  alio  ||  secundum  situm  quod  descensu  cd- 
terius  sequitur.  contrario  motu.  Situm,  autem  equalitatis  esse  cquedistantiam  || 
superficiei  orizontis.  Im  Drucke  beginnt  das  liber  de  ponderibus  auf  Blatt  3** 
und  der  Anfang  unsres  Manuscriptes  umfasst  die  Zeilen  26 — 33  von  Blatt 
4*.  Es  fehlt  also  wieder  die  ganze  Einleitung  des  Werkes.  Von  den  12 
Sätzen  die  unser  Manuscript  im  Gegensatz  zu  dem  Drucke  nur  enthält, 
sind  nur  11  hervorgehoben,  während  der  12.  eigentlich  nur  ein  CoroUar 
des  vorhergehenden  ist.  Der  Satz  13  fehlt  bei  uns  völlig,  doch  ist  auf  Seite 
197  noch  so  viel  Platz,  dass  in  der  kurzen  Fassung,  die  bei  uns  die  Be- 
weise haben,  dieser  Satz  noch  Raum  haben  würde. 

Der  Beweis  der  Propositio  prima  umfasst  im  Drucke  Blatt  4**  bis  Blatt 
6'^,  Zeile  14,  während  bei  uns  derselbe  nur  9  Zeilen  lang  ist.  Er  enthält 
im  Wesentlichen  das,  was  im  Drucke  in  dem  zweiten  Absätze  von  Blatt  4\ 
der  mit  Sequitur  aliud  commentum  beginnt,   enthalten  ist. 
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zum  Ende  de«  Blattes.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  übrigen  Beweisen 
und  zwar  sind  unsre  Beweise  immer  die  TheilC)  welche  mit  Aliud  commen- 
tum  sequitur  oder  ähnlichen  Phrasen  eingeleitet  werden ,  jedoch  auch  von 
diesen  immer  nur  eine  Anzahl  von  Zeilen.  Da  aber  unsere  Beweise  stets 
vollständig  das  liefern ,  was  sie  nachweisen  sollen ,  so  ist  wohl  der  Schluss 
gerechtfertigt,  dass  entweder,  wie  schon  gesagt,  der  Herausgeber  selbstän- 
dig zugesetzt  hat ,  oder  dass  er  aus  verschied nen  Handschriften,  die  ver- 
schiedne  Beweise  gaben,  diese  nebeneinander  gestellt  hat  und  durch  die 
obige  Einleitung  zu  den  Beweisen  einer  andern  Handschrift  als  der  zuerst 
benutzten,  dies  hat  anzeigen  wollen.  Da  es  gerade  von  diesem  Stücke  eine 
ganze  Keihe  von  Manuscripten  gibt,  Hesse  sich  vielleicht  entscheiden, 
welche  von  diesen  Annahmen  die  richtige  ist. 

Unser  Manuscript  schliesst  (Seite  197,  Zeile  11  — 12) :  Dico  \  ergo  quoniam 
pondus  canonij  .  b  .  z  .  cum  sit  secundum  .  b  ,  z  ,  substantie  .  a  .  b,  €  und 
*zeigt  schon  durch  das  Strophenzeichen,  dass  es  unvollendet  abgebrochen 
ist.  Der  Beweis  des  12.  Satzes  stimmt  im  Allgemeinen  mit  dem  in  der  Aus- 
gabe des  Apianus,  doch  ist  keine  wörtliche  Uebereinstimmung  und  es  ist 
deshalb  auch  unmöglich  zu  bezeichnen,  bis  zu  welchem  Puncto  dieses 
Druckes  unser  Manuscript  sich  erstreckt. 

§  14. 
Dreizehntes  Stück:  De  latitrudine  foriiiarum  magistrl  Nicholai  Hören. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  letzten  Stücke  unsrer  Handschrift  Seite 
198—206.  Es  ist  das  Stück,  welches  auf  der  Seite  1  bezeichnet  ist  durch 
iicm  de  latüuditie  fonnanim.  Nach  einer  Mittheilung  des  Fürsten  Boncom- 
pagni  stimmt  unser  Manuscript  mit  der  Ausgabe  überein,  die  von  ihm  in 
dem  äusserst  seltnen  Buche  ^^Questio  de  Modalibus  Bassam  Politi  etc.  Venetiis 
mandato  rsj  sumptibus  heredum  quondä  Nobiiis  uiri  D.  Octauiani  Scoti  elc,  1506 
unter  dem  Titel  „Incipit  perutilis  tractaius  de  latitudinibus  formarum  J'um 
Reuerendü  magrm  Nicholaü  Horen^^  gemacht  ist.  Ich  glaube  der  Seltenheit 
dieses  Werkes  wegen  nichts  Unnützes  zu  thun,  wenn  ich  eine  Uebersicht 
des  Hauptinhaltes  desselben  hier  folgen  lasse. 

Dieser  Tractat  beginnt  (Seite  198,  Zeile  1 — 5):  Quia  formanun  latitu- 
dines  multipliciter  uariantur  et  multiplicitas  \\  difßcillime  discemitur  nisi  ad  ftgu- 
ras  geometricas  consideratio  ||  referatur,  Idee  premissis  qmbusdam  latitudinum 
diuisionibus  ||  cum  suis  diffinitionibus  inftnitas  species  earundem  demum  ad  tri 
finitas  species  figurarum  applicatio  ex  quibus  clarius  apparebit.  Was  hier 
forma  bedeutet,  ergibt  sich  aus  einigen  Sätzen  und  Beweisen  des  traciatus 
de  coniinuo  Bradtvardini  sowie  aus  den  Bemerkungen  zu  dem  letzten  Lehr> 
satze  dieses  Tractates.  Danach  ist  forma  jede  Erscheinung  in  der  Natur, 
z.  B.  unter  andern  jede  Bewegung,  jiede  Veränderupg  in  der  Wärme  u.  dgl. 
mehr.    Diese  formae  werden  nun  in  der  Art  durch  geometrtsche  Figuren 
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dargestellt,  dass,  wie  noch  jetzt,  die  eine  Grösse,  von  der  die  Form  ab. 
hängig  gedacht  wird ,  als  longitudo  aufgetragen  wird,  während  die  latUudo 
in  äquidistanten  Pnncten  der  longitudo  senkrecht  auf  dieser,  in  dem  näm- 
lichen Masse  gemessen ,  errichtet  wird.  Longitudo  und  Latitudo  ist  also  genau 
das  was  wir  Absaissen  und  Ordinaten  nennen,  auf  physikalische  Vor- 
gänge angewendet.  Die  Endpuncte  der  Ordinaten  werden,  wie  noch  jetzt, 
durch  einen  zusammenhängenden  Zug  verbunden.  Gradus  latiludinis  ist  der 
Unterschied  zweier  aufeinanderfolgender  Ordinaten.  Beginnen  die  Ordi- 
naten mit  dem  Werthe  Null,  so  heisst  das  non  gradus ^  fangen  sie  dagegen 
mit  einer  bestimmten  Länge  an,  so  wird  das  certus  gradus  genannt. 

Die  ganze  Schrift  ist,  wie  in  den  mitgetheilten  Anfangsworten  schon 
angedeutet  ist,  in  zwei  Theile  getheilt.  Der  erste  enthält  Erklärungen  der 
verschiednen  Arten  der  Latitudo.  Von  der  Longitudo  natürlich  kann  es  nur 
eine  Art  geben,  da  diese  stets  in  gleiche  Theile  getheilt  angesehen  wird. 
Die  Latitudo  zerfällt  zunächst  in  Latitudo  vniformis  und  latitudo  difformis,- 
Erstere  ist  eiusdem  gradus  per  totum  die  latitudo  difformis  autem  est  per  oppo- 
situm.  Die  erstere  wird  also  durch  eine  zu  der  Abscissenlinie  parallele 
Gerade  vorgestellt,  d.  h.  durch  ein  Rechteck.  Die  zweite  aber  durch  irgend 
eine  andere  Figur. 

Die  Latitudo  difformis  zerfällt  wieder  in  secundum  se  totam  difformis  und 
in  secundam  pnrtem  difformis.  Das  Erstere  braucht  hier  keine  weitere  Er- 
klärung, das  Letztere  aber  i.st,  wenn  ein  Theil  der  betreffenden  Curve 
eine  zur  Abscissenaxe  parallele  Gerade  vorstellt,  der  übrige  Theil  aber 
eine  zur  Abscissenaxe  geneigte  Gerade  oder  eine  krumme  Linie.  Die  Lati- 
tudo secundum  se  totam  difformis  wird  wieder  eingetheilt  in :  latitudo  vnifor- 
miter  difformis^  d.  h.  solche,  bei  welcher  der  excessus  graduum  immer  der 
nämliche  ist,  und  difformiter  difformis  d.  h.  solche,  bei  welcher  diese  Gleich- 
heit nicht  stattfindet.  Die  erste  Art  hat  als  entsprechende  Cui*ve  noth wen- 
dig eine  unter  einem  beliebigen  spitzen  Winkel  gegen  die  Abscissenaxe 
geneigte  Gerade,  die  letzte  Art  irgend  eine  andere  krumme  Linie.  Die 
erste  Art  kann  anfangen  a  non  gradu,  muss  dann  aber  aufhören  ad  cerltnn 
gradum^  oder  sie  kann  beginnen  a  certo  gradu  und  dann  entweder  ad  non 
gradum  oder  ad  certum  gradum  endigen.  Ein  viertes  ist  offenbar  nicht 
möglich. 

Die  latitudo  difformiter  difformis  wird  in  ähnlicher  Weise  wieder  einge- 
theilt in  latitudo  secundum  se  totam  difformiter  difformis  und  in  latitudo  non 
secundum  se  totam  difformiter  difformis.  Ich  glaube  kaum,  dass  ich  diesen 
beiden  unterschiednen  Arten  noch  weitere  Erklärung  hinzuzusetzen  brauche. 
Bei  der  ersten  dieser  beiden  Arten  unterscheidet  er  nun  wieder  latitudo 
vniformiler  difformiter  difformis  d.  h.  solche  Veränderung,  dass  die  excessus 
graduum  immer  dieselbe  Proportion,  dass  also  die  lalitudines  seihst  eine 
arithmetische  Keihe  zweiter  Ordnung  bilden.  Als  Beispiel  ist  auf 
dem  Rande  angegeben  eine  Figur,  an  deren  Ordinaten  die  Werthe  stehen : 
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0,  1,  2,  4,  7,  11,  16,  22,  29,  37,  46,  56,  67,  79.  Alle  Übrige  Arten  der 
latüudo  bezeichnet  er  durch  laliludo  difformUer  difformiter  difformis.  Der 
erste  Theil  schliesst  dann  (S.  199,  Zeile  3 — 6):  Noiandum  \\  quod  in  supra- 
diciis  diffiniiionibus  utcunque  declaralur  excessus  graduum  hUer\^e  equedislan- 
tium  dehet  accipi  distantia  secundum  partes  latitudinis  exclusiue  et  inclusiue  [j  ul 
loquitur  de  distantia  graduum  situali  et  non  graduali. 

Der  zweite  Theil  bringt  nun  Beispiele  zu  den  im  ersten  Theile  aufge- 
stellten Arten  der  Latitudo  per  figuras  geometricas.  Er  ist  in  drei  Capitel  ge- 
theilt.  Das  erste  enthält  diuisiones^  das  zweite  supposita,  das  dritte  endlich 
propositiones  et  diffinitiones.  Die  BegrifTe  von  Linea  ^  figura^  augulus^  linea 
recla,  linea  curua,  figura  plana,  ftgura  curua,  angtdus  rectilineus,  angulus 
curuuSy  figura  angtdaris,  figura  non  angularis  setzt  er  zunächst  aus  dem 
ersten  und  zweiten  Buche  des  Enclid  als  bekannt  voraus,  und  gibt  dann 
die  Eintheilung  der  geometrischen  Figuren.  Er  unterscheidet  figura  monan- 
gula,  figura  duplangula,  triangula,  ...,  mulliangula,  er  sagt  dabei  noch,  es 
,  gäbe  solcher  verschiedener  Arten  ebensoviele  als  es  verschiedne  Zahlen 
gäbe.  Eine  zweite  Eintheilung  ist  die  in  solche  Figuren,  die  nur  durch 
krumme  Linien  begrenzt  werden,  wie  die  Figur,  die  von  zn^ei  Kreisbogen 
eingeschlossen  wird ,  und  in  gemischtlinige  Figuren ,  die  durch  eine  gerade 
und  eine  krumme  Linie  umschlossen  sind.  Dabei  sind  noch  die  Erklärungen 
von  portio  circuli  =  Kreiabschnitt  und  zwar  portio  maior  und  portio  mi- 
nor ,  jenachdem  der  Abschnitt  grösser  oder  kleiner  als  der  Halbkreis  ist, 
von  arcus  und  corda.  Weiter  theilt  er  ein  in  figure  rectilinee,  und  figure 
curuilinee.  Die  letzte  Eintheilung  endlich  ist  in  figure  plane  und  figure 
curue  und  Oresme  macht  dabei  darauf  aufmerksam,  dass  figura  cnruilinea 
und  figura  curua  wohl  zu  unterscheiden  seien ,  da  eine  figura  cuntilinea  sehr 
wohl  eine  figura  plana  sein  könne.    Das  ist  das  erste  Capitel. 

Das  zweite  Capitel  enthält  die  Voraussetzungen,  Diese  sind :  1.  Que  secun- 
dum aliquam  proportionem  sie  se  hahentadinuicem  rationem  participant  quantitalis. 
—  2.  Omne  quodexcessu  graduali  excedit  aliud  uel  excediturper  medium  quanti- 
talis ab  aliquo  ymaginandum  est,  —  3.  Excessus  gradualis,  Latitudo  gradus  et 
inlentio  forme  idem  sunt,  ex  comuni  vsu  loquentium  in  tali  materia,  —  4.  Omne 
quod  excessu  graduali  excedit  aliud  uel  excedilur  ab  aJio  habet  latitudinem  gra- 
dualem.  —  5.  Omne  quod  secundum  aliquam  perfectam  dimensionem  quantum 
est  secundum  illam  dimensionem  excedere  polest  uel  excedi.  —  6.  Omne  quod 
secundum  dimensiones  plures  quantum  est  secundum  plures  dimensiones  excedere 
polest  uel  excedi,  —  7.  Omne  quod  excedit  uel  excedilur  ab  aliquo  secundum 
aliquam  dimensionem  ymaginandum  est  et  est  quantum,  —  8.  Quod  solum  secun- 
dum extensionem  suarum  partium  excedit  aliud  uel  excedilur  est  ymaginandum 
in  proposito  vnam  solam  habere  dimensionem,  —  9.  Quod  secundum  intentionem 
suarum  partium  ymaginabilium  excedit  aliud  uel  excedilur  ab  alio  ymaginan- 
dum est  in  proposito  duas  habere  dimensiones  ideo  ymaginandum  est  tanquam 
latitudo  et  longitudo  siue  superficies,  —  10.  Extensio  forme  ymaginanda  est 
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per  lineam  reciam.  Intentio  uero  per  figuram  planam  supra  daiam  lineam  rectam 
consurgentem,  —  11.  Cmlibei  puncto  in  linea  recta  supra  quam  figura  plana 
collocafur  oportet  (>)  propria  latiludo  in  dicta  figura.  —  12.  Quodlibet  punctum 
in  exlensione  propriam  habet  intensionem.  —  13.  Forme  permanentes  uel  yma- 
ginate  ianquam  permanentes  habent  extensionem  secundum  exlensionem  sui  sub- 
jecti.  forme  uero  successiue  uel  ymaginate  tamquam  successiue  secundum  ex- 
tensionem  sue  durationis. 

Im  dritten  Capitel  endlich  werden  die  propositiones  und  diffinitiones  der 
verschiedenen  Arten  der  Figuren  gegeben  als  Erläuteiung  zu  dem  ersten 
Theile.  Dieser  Lehisätze  zähle  ich  29.  Der  erste  spricht  aus,  dass  jede 
Latitudo  irgend  einer  Form  als  eine  ebene  Figur  dargestellt  werden  könne. 
Durch  die  folgende  wird  eine  nur  krummlinige  Figur  ausgeschlossen ,  denn 
die  Abscissenlinie  mnss  eine  Gerade  sein,  daher  kann  3.  keine  Form  durch 
einen  ganzen  Kreis  dargestellt  werden,  noch  4.  überhaupt  durch  eine  Figur 
ohne  Winkel  oder  Ö.  durch  eine  figura  monangula,  sondern  sie  ist  6.  stets 
durch  eine  mehrwinkligo  Figur  darzustellen.  Es  kann  7.  keine  Form  durch 
eine  Figur  dargestellt  werden,  die  mit  der  Abscissenlinie  einen  Winkel 
grösser  als  ein  Rechter  macht.  Dies  ist  sogleich  klar,  sobald  man  beachtet, 
dass  zu  damaliger  Zeit  negative  Abscissen  noch  nicht  bekannt  waren,  und 
nur  unter  dieser  Bedingung  der  erwähnte  Fall  eintreten  kann.  Dieser 
Eigenschaft  wegen  kann  8.  keine  Form  durch  eine  portio  maior  dargestellt 
werden,  weil  der  Winkel,  mit  dem  diese  auf  der  Sehne  aufsteht,  ein  stum- 
pfer ist.  9.  Jede  latitudo  vniformis  hat  denselben  certus  gradus  von  Anfang 
bis  zu  Ende.  Also  ist  10.  diejenige  Form  dijfformis,  die  vom  non  gradus  be- 
ginnt. 1 1.  Es  ist  jede  Form,  die  a  certo  gradu  anfängt  und  ad  certum  gradum 
endigt,  durch  eine  am  Anfange  spitzwinklige  Figur  zu  verzeichnen.  Spo- 
ciell  ist  13.  eine  latitudo  vniformiter  difformis^  die  a  non  gradu  anfängt,  durch 
eine  Figur  mit  geradlinig  spitzem  Winkel  darzustellen.  Jede  latitudo  di/for- 
miter  difformis  aber  muss,  wenn  sie  a  non  gradu  beginnt,  durch  eine  krumme 
Linie  mit  anfangendem  krummlinigen  spitzen  Winkel  ansteigen,  und  jede  la- 
titudo difformis^  die  mit  dem  non  gradus  aufhört,  wird  15.  umgekehrt  durch  eine 
absteigende  krumme  Linie  mit  schliessendem  spitzen  Winkel  dargestellt.  16. 
Jeäelatitudo  vniformiter  difformis  per  totum  kann  durch  ein  geradliniges  Dreieck 
dargestellt  werden,  jede  latitudo  uniformis  terminata  ad  certum  gradum  aber  17. 
durch  ein  Parallelogramm,  oder  eigentlich  durch  ein  Rechteck.  Dagegen  ist  18. 
keine  Form,  die  irgendwo  difformis  ist,  aber  Anfangs  und  zu  Ende  unifor- 
mis^ durch  ein  geradliniges  Dreieck  darstellbar.  Oresme  führt  eine  ganze 
Reihe  verschiedner  Formen  auf,  die  die  betreffende  Figur  annehmen  kann, 
sagt  abet  zuletzt  poteris  in  infinitum  uariare.  Fängt  eine  latitudo  vniformiter 
difformis  a  non  gradu  an,  so  ist  19.  das  geradlinige  Dreieck,  was  sie  dar- 
stellt, am  Anfange  spitzwinklig  und  am  Ende  rechtwinklig,  umgekehrt, 
wenn  sie  20.  a  certo  gradu  anfängt  und  ad  non  gradum  endigt,  durch  ein 
entgegengesetzt  liegendes  Dreieck;  fängt  sie  endlich  a  certo  graä^  an  und 
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endigt  auch  ad  certum  gradum^  so  ist  21.  die  entsprechende  Figur  ein  Tra- 
pez ,  dessen  beide  parallele  Seiten  auf  der  Abscissenlinie  senkrecht  stehen, 
der  eine  der  beiden  obern  Winkel  ist  ein  spitzer,  der  andere  ein  stnmpfer. 
22.  Keine  Latiludo^  die  von  non  gradus  beginnt  und  auch  mit  dem  non  gra- 
dus  endigt,  ist  uniformis  oder  vniformiler  difformis^  sie  kann  aber  theilweise 
vniformis  oder  vniformiter  difformis  sein.  23.  Jede  laiitudo^  die  vniformiter  dif' 
formis  vom  non  gradus  beginnt  und  ebenso  vniformiter  difformis  mit  dem  non 
gradus  schliesst,  ist  durch  eine  Figur  vorzustellen,  die  am  letzten  Ende 
der  Basis  einen  spitzen  Winkel  bildet.  Keine  latitudo  difformiier  difformis 
kann  24.  durch  eine  geradlinige  Figur  dargestellt  werden,  es  ist  folglich  25. 
jede  laiiiudo  secundum  se  toiam  di/formiler  difformis  noch  oben  durch  eine 
krumme  Linie  begrenzt,  ebenso  muss  26.  eine  latitudo^  die  nur  zum  Theil 
di/formiier  difformis  ist,  zum  Theil  durch  eine  krumme  Linie  begrenzt  wer- 
den. Die  latitudo  vniformiter  difformiter  difformis  beginnt  27.  a  non  gradUy  endet 
•aber  immer  ad  certum  gradum;  sie  ist  daher  28.  darzustellen  durch  ein  Drei- 
eck, das  einen  rechten  geradlinigen  Basiswinkel  hat,  die  beiden  andern 
Winkel  sind  aber  krummlinige  spitze  Winkel.  Endlich  sagt  der  letzte  Satz 
29.  aus,  dass  wenn  die  Latitudo  einer  bestimmten  Form  in  irgend  einer 
Weise  variiert,  die  entsprechende  Figur  in  ähnlicher  Weise  sich  verändert. 
An  diese  Sätze  schliessen  sich  eine  Reihe  von  Bemerkungen,  die  nicht 
ohne  Interesse  sind.  1.  Jeder  Kreisabschnitt  ist  difformiter  difformiter  diffor- 
mis. Doch  muss  derselbe  kleiner  als  der  Halbkreis  sein ,  wie  oben  schon 
bemerkt  ist.  —  2.  Bei  einer  solchen  Figur  wächst  die  latitudo  von  Anfang 
bis  zur  Mitte  und  nimmt  dann  wieder  bis  zum  Ende  ab.  —  3.  Bei  einer  sol- 
chen Figur  ist  die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  des  Wachsens  und  Fal- 
lens  am  obersten  Puncte  am  langsamsten.  —  4.  ist  dagegen  zu  beachten, 
dass  die  grösste  Geschwindigkeit  der  Zunahme  des  Wachthums  am  Anfange 
der  Figur  und  die  grösste  Schnelligkeit  der  Abnahme  des  Wachthums  am 
Ende  der  Figur  sich  findet.  —  5.  Die  Geschwindigkeit  der  Zunahme  des 
Wachsthnms  nimmt  stetig  ab  bis  zum  höchsten  Puncte  des  Bogens,  und 
dann  nimmt  umgekehrt  die  Schnelligkeit  der  Abnahme  des  Wachsthums 
von  diesem  Puncte  bis  zum  Endpuncte  des  Bogens  stetig  zu.  Im  Anfangs- 
und Endpuncte  ist  die  grösste  Zu-  und  Ab  nähme- Geschwindigkeit.  — 
6.  Wenn  die  latitudo  vniformiter  difformiter  difformis  zwischen  den  gradus 
excessium  equedistantium  immer  dieselbe  Proportion  bewahrt,  so  ist  dabei 
der  Anfangs-  und  Endpunct  derselben  ausgeschlossen.  —  7.  Das  Verhalt- 
niss  zwischen  Form  und  Form  ist  dasselbe,  wie  zwischen  den  entsprechen- 
den Figuren.  Dabei  ist  das  Verhältniss  irrational,  sobald  eine  der  Figuren 
oder  beide  krummlinig  sind.  Aus  diesem  letzten  Satze  folgert  er  noch  einige 
Zusätze :  1.  Zwei  gleichförmige  Bewegungen  haben  ein  rationales  Verhält- 
niss, ebenso  2.  eine  gleichförmige  und  eine  gleichförmig  ungleichförmige 
Bewegung.  Dagegen  ist  3.  das  Verhältniss  zwischen  einer  gleichförmigen 
oder  gleichförmig  ungleichförmigen  und  einer  ungleichförmig  ungleichför- 


»rmig  ungit 
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migen  Bewegung  irrational.  Dann  folgen  endlich  die  Schlussworte  (Seite 
206,  Zeile  37 — 39):  Plura  igiiur  alia  corrollaria  equaita  ||  per  talem  materiam 
euerii  possunt  ex  precedentis  que  consideraniibus  facüifer  \\  patent,  ideo  franseo, 
C  deo  gracias  virginique  gloriose. 

Dass  das  Werk,  mit  dem  wir  uns  soeben  beschäftigten,  von  dem  gröss- 
ten  Werthe  für  die  Geschichte  der  Mathematik  ist,  sieht  man  auf  den  ersten 
Blick.  Der  Begriff  lalitudo  fortnarum  ist  offenbar  ein  sehr  wesentlicher  Vor- 
läufer der  Geometrie  des  Descartes.  Dieser  Begriff,  dessen  Dasein  allen 
Geschichtsschreibern  der  Mathematik  entgangen  zu  sein  scheint,  obwohl  er 
ganz  allgemein  in  Anwendung  gewesen  sein  muss,  erstreckt  sich  nachweis- 
bar bis  in  den  Anfang  des  XVI.  Jahrhunderts  und  wahrscheinlich  noch 
weiter,  so  dass  er  geradezu  unmittelbar  an  Descartes  und  seinen  Vor- 
gänger heranreicht.  Auch  die  Bemerkung  Keplers,  dass  der  Zuwachs 
einer  Variablen  z.  B.  der  Ordinate  einer  Curve  in  der  unmittelbaren  Nähe 
eines  Maximums  oder  Minimums  gleich  Null  ist*),  finden  wir  in  den  Bemer- 
kungen zu  dem  letzten  Lehrsatz  29.  des  Oresme  ausgesprochen,  hier  so- 
gar in  ganz  allgemeiner  Form,  da  der  Begriff  von  Forma  jede  Art  verän- 
derlicher Grösse  bedeuten  kann.  Auch  die  Bemerkung  dürfte  noch  hervor- 
zuheben sein ,  dass ,  wenn  man  für  zwei  beliebige  Formen  derselben  Art 
die  entsprechenden  Figuren  gefunden  hat,  man  für  die  Formen,  sobald  es 
nur  auf  das  Verhältniss  ankommt,  diese  Figuren  substituieren  kann  (7.  Be- 
merkung zu  Satz  29.),  sowie  die  Erklärung  dahin,  dass  obwohl  nur  eine 
bestimmte  Anzahl  von  Ordinaten  in  den  Figuren  gezeichnet  werden ,  doch 
jedem  Puncto  der  longitudo  eine  bestimmte  Ordinate  zukommt,  dass  also 
die  Veränderung  der  Latiludo  eine  stetige  ist,  eine  wesentliche  Eigenschaft 
der  Descartschen  Betrachtungen. 

Oresme  hat  es  also  verdient  in  der  Geschichte  der  Mathematik  mit 
grösserem  Nachdrucke  genannt  zu  werden ,  als  ihm  dies  bis  jetzt  zu  Theil 
geworden.  Jedenfalls  sind  die  beiden  Abhandlungen,  durch  deren  glück- 
liche Vereinigung  in  unsrem*  Codex  es  mir  möglich  geworden ,  den  obigen 
Nachweis  zu  führen,  von  gleichem  wenn  nicht* grösserem  wissenschaftlichen 
Werthe  als  die  beiden  dem  Bradwardin  eigenthümlichen  Theile  seiner 
Geometria  spectdattua. 

§  15. 

lieber  die  Handschrift  R.  Fol.  23  derselben  Bibliothek  und  Schlnss- 

bemerknngen. 

Ausser  der  im  Vorhergehenden  genau  analysierten  Handschrift  besitzt 
unsre  Bibliothek  augenblicklich  noch  ein  Manuscript  wenigstens  zum  Theil 

*)  Chadei,  Apercu.     S.  53  der  deutschen  Uebersetzung.^.^.^.^^^     Qqqq[^ 

Zeitschrirt  f.  Mathemaük  u.  Physik.    (Supplein.)  7  ^ 
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mathematischen  Inhalts,  dasselbe  ist  in  klein  Folio  auf  Pergament  and  um- 
fasst  22  Blatt  ohne  jede  Bezeichnung.  Es  stammt  aus  dem  zweiten  Jahr- 
zehnt des  14.  Jahrhunderts. 

Bl&tt  1^  enthält  eine  Darstellung  des  decadischen  Zahlensystems  auf 
dem  Abacus  ohne  Anwendung  der  Null.  Ich  lasse  dasselbe  in  verkleiner- 
tem Maassstab  nebenbei  abdrucken. 
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Blatt  1**  Pronosticaciones  super .  xjj .  Signa  celiin  corpore  humano  ftir  jedes 
Zeichen  drei  Pronosticationen.  Auf  ihm  findet  man  auch  die  Bemerkung 
.  i364  .  epacie .  26.  Die  folgenden  Blätter  2* — 7^  umfassen  dann  ein  Calenda- 
rium  für  das  Jahr  1328.  Dasselbe  enthält:  1.  die  Tage  des  Monats; 
2.  Quatuor  cicli  premacionis  lune;  3.  die  goldne  Zahl;  4.  die  Wochen- 
buchstaben; 5.  die  Tageslänge;  6.  die  Sonnenhöhe.  Ausserdem 
ist  eine  Bubrik  ftir  den  lateinischen  Kalender  vorhanden  und  eine 
für  die  Feste.  Am  Fusse  jeder  Seite,  mit  Ausnahme  der  ersten,  findet 
sich  noch  eine  Pronostication  für  den  Monat.  Auf  einem  eingelegten  Blatt 
Papier  liest  man  die  Bemerkung:  Deest  in  hoc  martyrologio.  s.  Calendario 
festum  Visitationis  Mariae  d.  2.  Jul.  quod  insUtuium  est  a.  1389.  ab  Vrbano  VI, 
confirmatum  postea  a  Bonifacio  IX  Vrbani  successore  et  in  concüio  Basil . ,  von 
modemer  Hand,  wahrscheinlich  dem  letzten  Jahrhundert  angehörig. 

Der  Rest  der  Handschrift  endlich  enthält  eine  theologia  dogmatica  in 
80  Capiteln  von  der  nämlichen  Hand  geschrieben,  als  der  erste  Theil  des 
Codex. 

In  frühem  Zeiten  bis  1724  war  unsre  Bibliothek,  die  1594  gegründet 
ist,  sehr  reich  an  mathematischen  Manuscripten.  Nach  dem  grossen  Blut- 
bade in  Thorn  im  Jahre  1724,  bei  welchem  auch  das  Gymnasium  aus 
seiner  Localität  vertrieben  wurde,  sind  die  meisten  dieser  Manuscripte,  wie 
lässt  sieh  nicht  nachweisen,  abhanden  gekommen,  und  nur  die  beiden  oben 
beschriebenen  sind  gerettet  worden.  Da  es  jedoch  für  literarische  Zwecke 
vielleicht  von  Werth  ist,  so  gebe  ich  hier  ein  Verzeichniss  der  mathemati- 
schen Mannscripte,  die  1724  noch  vorhanden  waren,  aus  der  Notitia  Biblio- 
tkecae  Gymnasii  Thorunensis  von  Petrus  Jaenichius,  die  1724  in  Jena 
erschienen  ist. 

Diese  sind*):  II.  Liber  Pkysicus-^  III.  Dialectica  et  physica:  V.  Glossa 
super  Aristotelis  librum  physicum  de  anima  et  coelo  scripta  a  Tilemanno;  XIX. 
Elementa  Endidis  cum  commentar,  Campani,  continens  796  Conclusiones  fini- 
tas  an,  1354  in  17  fer,  natitiuit.;  adiungitur  Arsaniches**)  de  mensura  Circu- 
li'^  XXI.  De  concordia  Astronomiae  et  Theoiogiae  Fr.  Petri  AUiaco  Cardinal. 
scr,  14 N.  Eiusdem  calculatio  de  aetatibus  mundi  ante  Christum  etc. ,  Eiusdem 
declaratio  figurarum  coeli  seu  facierum  dierum  revolut,  Calculatio  X  figurarum 
et  significatio,  Elucidarius  Astronomiae  de  Natiuitate  JEsu  Öhristi.  Tractatus 
de  Concordia  discordantium  Astronomorum  super  significationibus  triplicitatum 
signorum  Zodiaci;  XXII.  Liber  mathematicus ;  XXIII.  "Eücli^dB  probt emata  cum 
explicatione  (Jetzt  R.  4<!  2) ;  XXIV,  Arithmetica ;  XXV.  /o.  Aegidii  Historia 
Naturalis;  XXVIII.  In  lib.  Aristotelis  Phys.  de  Coelo  et  mundo;  XXIX.  Liber 
de  metallis  et  lapidibus;  XXX.  Liber physicus ,-  XXXI.  Liber  physicus;  XXXV. 


*)  Die  Nammern  sind  die  des  Janichenschen  Katalogs. 
**)  D.  i.  Archimedes. 
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Quaesiiones  physicae ;  XXXVI.  Liber  physicus ;  CV.  Canones  tahularum  apo- 
thecariiy  mathemalici  et  asirologici  Bist,  de  S.  Jodaco,  —  Zu  bedauern  ist  es 
jedenfalls,  dass  von  diesen  16  Manuscripten  nur  ein  einziges  erhalten  ist. 
"Nach  den  Bemerkungen  des  Jaenichen  zu  dem  Manuscpript  XXI.  von 
Petrus  de  Alliaco,  scheint  dasselbe  die  Originalhandschrift  die- 
ses berühmten  Mannes,  nachmaligen  Cardinais  und  Erzbischofs  von 
Ü  a  m  b  r  a  i  enthalten  zu  haben . 


Nachschrift. 

Bei  der  Besprechung  des  libcr  Irium  fralrum  habe  ich  oben  gesagt,  dass 
ich  auf  eine  Anfrage  an  Herrn  Prof.  Kinkelin  in  Basel  wegen  der  dort 
befindlichen  Handschrift  dieses  Werkes  keine  Antwort  erhalten  hätte.  Ich 
wandte  mich  seitdem  auf  andern  Wege  an  die  öffentliche  Bibliothek  in  Basel 
und  erhielt  am  19.  Juli  d.  J.  durch  Herrn  Prof.  Vis  eher,  Bibliothekar  ge- 
nannter Bibliothek,  vorläufig  mit  einem  freundlichen  Briefe  des  Herrn  Prof. 
Kinkelin,  d.  d.  17.  Januar  1868,  der  eine  Beschreibung  der  Handschrift 
enthält,  eine  Abschrift  des  liber  Irium  fralrum^  die  ebenderselbe  sich  zu  sei- 
nem Privatgebrauch  angefertigt  hat.  Indem  ich  für  diese  Zusendungen  hier- 
mit öffentlich  meinen  Dank  abstatte,  bedauere  ich,  dass  ich  durch  dii«  un- 
angenehme Zusammentreffen  von  Umständen  zu  der  oben  erwähnten  Be- 
merkung gekommen  bin. 

Ich  entnehme  dem  besagten  Mauuscripte  noch,  dass  unser  liber  trium 
fratrum  nur  die  sechs  ersten  Sätze  des  im  Ganzen  19  Sätze  umfassenden 
Werkes  enthält  und  bis  auf  die  Einleitung  fast  wörtlich  gleichlautend  mit 
der  Basler  Handschrift.  Auch  möchte  ich  noch  bemerken,  dass  in  dem  Co- 
dex, der  das  liber  trium  fratrum  enthält,  das/f6er  carastonis  und  wahrschein- 
lich auch  der  Algorismus  proporlionum  sich  vorfinden.  Auch  die  Abhandlung 
Thabit  ben  Corrd'ß^  de  figura  sectore,  die  von  Steinschneider  fälschlich 
mit  der  gleichnamigen  Abhandlung  des  Campanus  identificiert  wird,  findet 
sich  in  dem  Basler  Codex.  (F.  II,  33.) 

Weitere  Mittheilungen  über  dieses  Manuscript,  das  mir  auf  einige  Mo- 
nate zur  Disposition  stehen  wird ,  behalte  ich  mir  vor. 

Thorn,  d.  25.  Juli  1868.  Cubtzk. 
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Anhang. 

Einige  Stellen  aus  dem  Algorismus  Froportionum  Magistri 

Nicolay  Orem  nach  der  Lesart  der  Handschrift  R.  4"^  2 

der  Königlichen  Gymnasialhihliothek  zu  Thorn. 


[i]" 


I.    Die  Einleitung:  Seite  82,  Zeile  5-21. 

VHa  media  debet  «ic  «cribi  [^  vna  tertia  sie  ß]  et  duc  tertie  sie  , 

sie  de  alijs  .  et  numerus  qui  siipra  uirgulam  dicitur  numerator  iste  | 

uero  qui  est  sub  uirgula  dicitur  denominator  C  Propurtio  dupla  scribitur  ,'  isto 
modo  2^?  et  tripla  isto  modo  3^?  et  sie  de  alijs.    Proportio  sesquialtera  sie 

scribitur    |     — -^    ®^  sesquitertia  sie     j—^  .    Proportio  siiperpartiens  duas 


tertias  scribitur  sie    ~-^  .  j  Proportio  dupla  superpartieus  duas  quartas  scri 
bitur  sie    ~-^     et  sie  de  alijs.  |  Medictas  duple  scribitur  sie    —" 


quarta 


'  ^    ,^    I  et  sie  de  alijs.    Et  quecun- 


pars  duple  sesquialtere  scribitur  sie 

que  proportio  rationalis  scribitur  per  suos  terminos  sev  |  numeros  minimos 
sieud  dicetur  proportio .  13  .ad . 9 .  que uocatur  superpartieus  quatuor  nonas.  | 

2 
Similiter  proportio  irrationalis  sicud  medietas  superpartiens  .  3  .  scribitur 

sie.  Medietas  proportionis  j  .  5  .  ad  .  3*  .  et  ita  de  alijs.  C  Omnis  proportio 
irrationalis  de  qua  nunc  est  mentio  (?)  |  denominatur  a  proportione  rationali 
taliter  quod  dicitur  pars  eins  aut  partes  sicud  dicendo  medietas  duple  |  aut 
tertia  pars  triple  uel  dne  tertie  quadruple  vnum  patet  quod  in  denomina- 
tionis  [locoj  talis  proportionis  irrationalis  |  sunt  tria  scilicet  numerator  deno- 
minator et  proportio  rationalis  a  qua  denominatur  cuius  ista  |  irrationalis  dici- 
tur pars  aut  partes  sicud  cum  dicitur  una  medietas  duple  vnitas  est  numera? 
tor  I  uel  loco  numeratoris .  2  .  est  denominator  et  proportio  dupla  est  ista 
a  qua  ista  denominatur  et  |  ita  potest  patere  faciliter  de  alijs  €. 

U.    Regel  4:  Seite  88,  Zeile  9—42. 

€  Denominatorem  proportionis  irrationalis  proprissime  assignara.  Pro 
isto  sciendum  est  |  quod  proportio  rationalis  dicitur  primaria  que  non  potest 
diuidi  in  proportiones  rationales  equales  Et  est  |  illa  intei  cuius^nnmeips 
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minimos  nullus  est  numerus  medius  proportionalis  sev  numeri  |  medij  proportio- 
nales sicud  est  dnpla  aut tripla  aut  sesquialtera.  Sed  ista  uocatur  secundaria  que 
potest  I  sie  diuidi  etinter  cuius  numeros  est  numerus  nel  numeri  medij  propor- 
tionales idestin  medio  loco  |  proportionales  sicud  sunt  quadrupla  que  diuiditur 
in  duas  duplas  et  oetupla  in  tres  duplas.  Similiter  |  nonupla  in  duas  triplas 
et  sie  de  alijs  €.  Proposita  itaque  proportione  irrational!  qualibet.  Si  deno- 
minentur  |  partes  tunc  per  regulam  precedentem  fiat  quod  uocetur  pars  quo 
posito  uideatur  si  |  proportio  rationalis  a  qua  denominatur  sit  primaria.  Et 
si  sie  tunc  standum  est  quia  proportio  |  irrationalls  de  qua  est  senno  est 
competentissime  nominata  sicud  dicendo  vna  tertia  |  seztuple  uel  una  tarda 
duple  et  sie  de  alijs.  Si  uero  proportio  rationalis  a  qua  denominatur  sit 
secundaria  |  uideatur  quot  habet  proportiones  rationales  primarias  que  sunt 
eins  partes  equales.  Et  si  numerus  |  quotiens  istarum  partium  et  denomi- 
nator  proportionis  irrationalis  proposite  sunt  incommunicantes  standum  |  est 
in  tali  denominatione.  Sicud  si  dicatur  vna  medietas  octuple  talijs  denomi- 
natio  estpropria.  |  quia  oetupla  habet  tres  partes  equal es  rationales  scilicet  tres 
duplas  et  duo  est  denominator  |  proportionis  irrationalis  proposite  .  modo 
.  3 .  et .  2  .  sunt  numeri  incommunicantes  ideo  medietas  octuple  |  non  est  pars 
alterius  proportionis  rationalis  minoris  quam  oetupla  quamuis  bene  partes 

sit  quia  medietas  |  octuple  est 


4.4 


sed  talis  denominatio  non  esset  pro- 
pria.  Si  autem  numerus  minor  |  primarum  partium  talis  proportionis  ratio- 
nalis secuudarie  a  qua  denominatur  proportio  irrationalis  et  denominator  | 
illius  proportionis  irrationalis  que  est  pars  ipsius  sint  numeri  communican- 
tes  tunc  accipitur  |  maximus  numerus  in  quo  communicant  et  per  ipsum  diui- 
dendus  est  vterque  illorum  et  diui|dendo  numerum  partium  proportionis 
'secundarie  prouenit  numerus  proportionum  partialium  ex  quibus  |  componi- 
tur  proportio  rationalis  a  qua  denominatur  proportio  proprissime  proposita. 
Diuidendo  uero  denominatorem  |  yjroportionis  per  eundem  maximum  nume- 
rum prius  habitum  uenit  denominator  proportionis  irrationalis  |  proprissimus 


3.p 


4  .  4 


tunc 


et  quesitus.  Verbi  gratia.  Proponatur  proportio  que  uocetur 
agendo  per  tertiam  regulam  patet  quod  ipsa  est  vna  qnarta  proportionis. 
64^*  Sed  quia  .  64^»  |  componitur  ex  .  6  .  duplis  et .  6  .  qui  est  numerus  par- 
tium primariamm  istius  .  641®  et  |  .  4  .  qui  est  denominator  proportionis  pro- 
posite sunt  communicantes  in  .  2 .  ergo  diuidendo  |  .  6  .  per  .  2  .  exiet  .  3  . 
igitur  proportio  proposita  est  pars  trium  duplarum  sev  pars  octuple.  Simi- 
liter di|uidendo  .  4  .  per  .  2  .  venit .  2  .  igitur  proportio  proposita  est  vna 
medietas  .  patet  ergo  |  ex  hac  regula  quod  proportio  proposita  est  vna  me- 
dietas octuple  et  scribitur  sie 


2.  8 


Et  I  ista  est  eins  denominatio  com- 


petentior.  Eodem  modo  vna  duodecima  quatnor  tripkrum  |  sev  81\®  est 
vna  tertia  triple  et  similiter  vna  quarta  sex  triplamm  est .  ^ .  trium  triplarom 
sev  27\«  etc. 
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HI.    Regel  7-9:  Seite  84,  Zeile  29  -  Seite  85,  Zeile  26. 

€  In  additione  irrationalis  ad  irrationalem  et  snbtraxione  irrationalis 
ab  irrationali  |  rant  regnle  generales  pro  qnibndibet  qnantitatibns.:  —  Sit 

itaque  pars  nota  |  rei  note  addenda  parti  note  rei  note  uel  demenda.  Verbi 
gratia.  Sit  |  .  c  .  pars  rei  .  a  .  et  .  d  .  sit  pars  rei  .  b  .  et  qnod  .  c  .  denomi- 
netur  nnmero  .  e  .  et  .  d  .  numero  .  f .  |  Ducam  igitur  .  a  .  in .  f .  idem  con- 
tinuabo  totidem  ,  a  .  quotus  est  |  numerus  .  f.  et  exibit  .  g  .  Similiter  ducam 
.  b  .  in  .  e  .  et  nenit  .  h  .  erit  ergo  .  c  .  pars  ipsius  |  .  g  .  secundum  nume- 
mm  qui  fit  ex  duetn  .  e  .  in  .  f .  et  secundum  eundum  numerum  erit .  d  .  pars 
ipsius  I  .  h  .  igitur  sicud  .  c  .  ad  .  g  .  ita  d  .  ad  .  b.  €  Addendo  igitur  sequi- 
tur  quod  sicud .  c  .  ad  .  g  .  |  et  etiam  .  d  .  ad  .  h  .  ita  aggregatum  ex  .  c  .  et 
.  d  .  ad  aggregatum  ex  .  g  .  et .  h  .  ergo  additum  |  uel  aggregatum  .  c  .  d  .  est 
pars  aggregati  .  g  .  b  .  secundum  numerum  qui  fit  ex  dnctu  |  .  e  .  in  .  f  . 
€  Sabtrabendo  uero  sequitur  Quod  si .  g  .  exlrahatur  ex  .  b .  aut  e  contrario  ||| 
et  .  c  .  ex .  d  .  aut  e  contrario  residuum  erit  residui  tota  pars  quota  pars  .  c  . 
erat  |  ipsius  .  g  .  [aut  quota  pars  .  c  .  erat  ipsius  .  g  .]  aut  quota  pars  erat  . 
d .  ipsius  I  .  b .  et  hoc  est  secundum  numerum  qui  fit  ex .  e .  in  .  f.  [Exemplum 
in  additione],  Verbi  gratia  in  additione  proportionum  |  irrationalium.  Et  sit 
medietas  duple  addenda  cum  tertia  parte  triple  proportionis  .  continuabo  | 
ex  vna  parte  tres  dnplas  ut  docet  prima  regula  et  hoc  facio  quia  alia  pro- 
portio  denominatur  |  a  ternario  et  dicitur  tertia  pars  et  ex  altera  parte 
ibidem  et  per  idem  continuabo  duas  |  triplas  et  multiplicabo  denominationes 
partium  vnum  per  alterum  sev  .  2  .  per  .  3  .  et  uenit .  6  .  |  igitur  medietas 
duple  est  sexta  pars  trium  duplarum.  Et  similiter  tertia  pars  triple  est  sexta 
pars  I  duarnm  triplarum  ergo  aggregatum  ex  medietate  duple  et  tertia  parte 
triple  est  sexta  pars  |  aggregati  ex  tribusduplis  et  duöbus  triplis.  Etperprimam 
regulam  patet  quod  tale  aggregatum  |  est  proportio  .  721*  scilicet.72  .ad.l . 
igitur  addendo  medietatem  duple  proportionis  et  tertiam  partem  |  triple 
venit  sexta  pars  proportionis.  721®  C  [Exemplum  in  subtraocionej,  Verbi  gra- 
tia in  snbtraxione  proportionum  irrationalium.  |  Subtrahatur  medietas  duple 
proportionis  a  tertia  parte  triple.  Primo  igitur  subtrahatur  ag|gregatum  ex 
tribus  duplis  ab  aggregato  ex  duobus  triplis  per  secundam  regulam  et  re- 
manet  |  sesquioctaua  igitur  subtrabendo  sextam  partem  a  sexta  parte  scilicet 
medietatem  duple  a  tertia  parte  |  triple  remanet  sexta  pars  sesquioctave.  Nam 
medietas  duple  est  sexta  pars  trium  |  duplarum  et  tertia  pars  triple  est  sexta 
pars  duarum  triplarum  igitur  subtrabendo  sextam  a  sexta  |  residui  quod  re- 
manet subtrabendo  totam  a  toto.  Et  hoc  est  facile  demonstrare  |  €  81  antem 
partes  habent  eandemdenominationem.  Tunc  preter  |  regulam  generalem  propo- 
sitam  potest  dari  facilior  regula  specialis  ista.  Quid  si  tertia  pars  .a.  |  addatur 
tertia  parti  «-b  .  exibit  tertia  pars  illius  quod  fieret  ex  additione  .  a .  ad  .  b  . 
Similiter  si  tertia  pars  .  a  .  subtrahatur  a  tertia  parte  .  b  .  remanebit  tertia 
pars  residui  |  quod  restat  per  subtraxionem  .  a  .  de  .  b.    Vt  si  dupla>addatur 
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triple  venit  sextnpla  |  ergo  si  medietas  duple  addatur  medietate  triple  venit 
medietas  sextuple.  Similiter  |  si  dnpla  subtrahatur  a  tripla  remanet  sesqui 
altera  ergo  Bi  tertia  duple  subirahatar  |  a  tertia  triple  remanet  tertia  pars 
sesqnialtere  et  ita  de  alijs.  Additio  autem  |  probat  snbtraxionem  et  e  con- 
trario sicnd  in  alijs.  C 

IT.  Die  Regel  des  zweiten  Traetates:  Seite  87,  Zeile  28  —  Seite  88,  Zeile  12. 

€  Adhue  occarrit  alia  difficnltas  uel  utilitas  et  alius  modus  operan{di 
sed  vna  regula  primitus  est  ponenda  et  est  ista.  Si  dnanim  remm  fiierit  pro- 
portio  da|ta  proportlonem  qnamlibet  sibi  mnltiplicem  assiguare.  Sit .  a . 
maius  et  .  b  .  |  minus  et  eorum  proportio  data  sit  .  c  .  sitque  .  d  .  multiplex 
ad  .  a  .  seeundum  numerum  .  e  .  |  sit  etiam  .  f .  multiplex  ad  .  b  .  secundam 
numerum  .  g  .  et  proportio  inter  .  g  .  et  .  e  .  sit*.  h  .  Si  igitur  |  numeri  .  e . 
et  .  g  .  sunt  equales  manifestum  est  quod  proportio  .  d  .  ad  .  f .  est  sicnd 
proportio  .  a  .  |  ad  .  b  .  qne  est  data.  Si  autem  .  e  .  est  maior  quam  .  g  • 
tunc  simul  addende  {  sunt  due  proportiones  .  c  .  et  .  h  .  et  proportio  ex  eis 
confecta  est  proportio  .  d  .  ad  .  f  .  quesita.  Verbi  gratia  |  Sit  .  c  .  sesqnial- 
tera  et  .  h  .  sesquitertia  et  quod  .  e  .  sit  .  4  .  et  .  g  .  3.  tunc  patet  quod .  4 .  | 
a  .  excedunt  .  3  .  a  .  in  sesquitertia.  Et  .  3  .  a  .  excedunt .  3  .  b .  in  sesqni- 
altera  |  igitur  .  4  .  a  .  excedunt  .  3  .  b  .  in  proportione  composita  ex  sesqui- 
altera  et  sesquitertia  sev  in  |  dupla  igitur  .  d  .  excedit  .  f  •  in  ista  propor- 
tione. Si  uero  e  contrario  .  g  .  fuerit  maior  quam  .  e  .  |  tunc  igitur  uel .  h . 
et  .  c  .  proportiones  sunt  equales  et  ergo  .  d  .  et  .  f  .  sunt  equalia  quoniam  { 
si  .  a  .  est  sesquialterum  ad  .  b  .  tunc  tria  .  c  .  sunt  equalia  duobus .  a.  Sed 
si  III  proportiones  .  c  .  et  .  h  .  sunt  inequales  et  sicud  prius  .  g  .  sit  maior 
numerus  quam  .  e  .  tunc  de  |  istis  proportionibus  subtrahenda  est  minor  s 
niaiore  seeundum  regulas  superius  positas  j  Et  proportio  residua  est  propor- 
tio .  d  .  ad  .  f.  Et  si  .  e  .  est  maior  quam  .  g  .  tunc  .  d  .  est  mains  |  quam 
.  f  .  Et  si  e  contrario  tunc  e  contrario.  Verbi  gratia.  Si .  c .  est  proportio  ses- 
quialtera  et .  h  .  sesquitertia  |  tunc  tria  .  a  .  faciunt  magis  quam  .  4  .  b  .  qnod 
patet  quia  .  3  .  a  .  ad  .  3  .  b  .  sunt  in  |  proportione  sesquialtera  Sed  .4  .b. 
ad  .  3  .  b  .  est  proportio  sesquitertia  ergo  tria  .  a  .  sunt  magis  |  quam  .  4 .  b  . 
per  proportionem  in  qua  sesquialtera  excedit  sesquitertiam  scilicet  per  »es- 
quioctavam  |  ergo  proportio  .  d .  ad .  f  .  est  sesquioctaua.  Eodem  modo  agen- 
dum  est  si  fuerit  o  contrario  |  scilicet  si  .  h .  sit  maior  quam  .  c  .  ut  si  .  h  .  sit 
sesquialtera  et .  c  .  sesquitertia  sed  tunc  j  euenit  e  contrario  scilicet  quod .  f.  ^ 
erit  maius  quam  .  d  .  in  proportione  sesquioctaua  autem  prius  .  d  .  erat 
sicud  I  .  9  .  et .  f  .  8  .  nunc  autem  .  f .  est  nouem  et  .  d  .  8  .  et  similiter 
agendum  est  de  proportionibus  |  irrationalibus. 
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vin. 

Die  Tonleiter  und  ihre  Berechnung. 

Von 

Gustav  Schubring, 

in  Halle  a/S. 

Theiliiveise  schon  veröffentlicht  in  der  Zeitschrift  für  die  gesammten 
Naturwissenschaften  Bd.  XXVII.  S.  485—503. 


Hierzu  eine  Tafel  mit  8  Figuren. 

Die  im  ersten  Thcule  der  „Akustik"  von  Chladni  gegebene  Dar- 
stellung der  Lehre  von  den  musikalischen  Intervallen  und  der  Tonleiter 
wird  noch  heute  von  den  meisten  Physikern  als  mustergültig  betrachtet 
und  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  ziemlich  unverändert  vorgetragen; 
man  schliesst  sich  also  auch  fast  überall  der  Behauptung  an,  dass 
die  musikalische  Temperatur  eine  absolute  Nothwendigkeit  sei. 
Chladni  sagt  nämlich  (Akustik  S.  38 — 40),  die  Abänderung  der 
arithmetischen  „Reinigkeit"  der  Intervalle  auf  den  Ciavieren  und  andern 
Instrumenten  mit  festen  Tönen  geschehe  nicht  diesen  Instrumenten  zu 
Gefallen,  sondern  es  könnten  die  reinen  Intervalle  in  der  Musik  über- 
haupt gar  nicht  angewendet  werden,  selbst  wenn  man  auf  allen 
Instrumenten  die  Intervalle  ganz  rein  hervorbringen  könnte.  Wenn 
man  nämlich  eine  Tonfolge  (Melodie)  ausführen  will,  so  hat  man  die 
Wahl  zwischen  folgenden  zwei  Möglichkeiten:  Entweder  man  führt  die- 
selbe so  aus,  dass  jeder  Schritt  einem  der  bekannten  Intervalle  genau 
gleich  ist  —  und  dann  behalten  die  Töne  nicht  das  richtige  Yerhältniss 
zum  Grundtone;  oder  man  bringt  alle  Töne  ins  richtige  Yerhältniss  zum 
Grundtone  —  und  dann  stehen  sie  untereinander  nicht  im  richtigen 
Verhältnisse.     Will  man  z.  B.  die  Tonfolge: 

c        —        f        —        d         —        g        —        c 
ausführen,  so  kann  man  entweder  die  Intervalle  derselben,  nämlich: 

Quarte;         kl.  Terz  Quarte  Quinte 

(aafst.)  (abst.)  (aufst.)  (abst.) 

sämmtlich   richtig  machen,    oder  man   kann   die   einzelnen  Töna  so  be^- 
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stimmen,  dass  sie  alle  zam  Gmndton  das  richtige  Verhaltniss  haben. 
Im  ersten  Falle  erhält  man  folgende  Schwingungszahlen: 

•'^5       f»       3*^=^     9?        V    *  f  ^^  27  ?       TT*  "3=^  TT  5 

der  Ton  c  hat  also  am  Schlnss  der  Tonfolge  die  Schwingungszahl  |^, 
wärhrend  er  am  Anfange  die  Zahl  1  hatte,  mithin  ist  er  um  ein  kleines 
Intervall,  das  sogenannte  syntonische  Komma,  tiefer  geworden. 

Gieht  man  aher  zweitens  allen  Tönen  das  richtige  Verhaltniss  zum 
Grnndtone,  so  kann  man  ihnen  entweder  folgende  Schwingungszahlen 
beilegen : 

1;     i;     V;     I;     i  — 

oder  auch: 

1;    h     h     h    1- 

Bei  der  ersten  Art  der  Ausführung  ist  das  d  etwas  tiefer  und  die 
Quart  d  —  g  hat  das  Intervall  f  :  V  =  ^  =  -J  •  |-t»  sie  ist  also  nm 
ein  „ syntonisches  Komma*'  zu  gross;  —  bei  der  zweiten  Ausführangs- 
art  aber  ist  das  d  etwas  höher  und  die  kleine  Terz  d  —  f  hat  das  In- 
tervall 4^  *.  i[  =  ^  =  f  •  fr»  ®^®  ^^  *^s^  "™  ^^^  syntonisches  Komma 
zu  klein. 

Ohladni  ist  nun  der  Meinung,  dass  in  einer  Melodie  weder  Aen- 
derungen  der  Tonhöhe  des  Grundtones  noch  solche  falschen  Intervalle 
voi kommen  dürften,  er  hält  es  daher  für  noth wendig,  dass  zur  Erbaltnng 
eines  brauchbaren  Tonsystemes  jedes  Intervall  etwas  von  der  genauen 
Stimmung  abweichen  müsste,  und  zwar  empfiehlt  er  die  sogenannte 
12stafige  gleichschwebende  Temperatur  als  das  beste  Ton- 
System  auch  für  die  Instrumente,  auf  denen,  wie  bei  den  Geigen,  die 
Tonhöhe  ganz  beliebig  bestimmt  werden  kann.  —  Dieser  Dedncüon 
haben  sieb  bis  jetzt  die  meisten  Physiker  angeschlossen  und  sie  sind 
daher  mit  Chladni  der  Meinung,  dass  die  Temperatur  der  musikali- 
schen Intervalle  nicht  zu  vermeiden  sei. 

Durch  die  gleichschwebende  Temperatur  wird  nun  leider  nur  die 
Forderung  erfüllt,  dass  die  Tonhöhe  des  Grundtones  constant  bleibt, 
aber  die  einzelnen  Töne  haben  weder  mit  dem  Grundtone  noch  unter 
sich  richtige  Verhältnisse,  so  dass  die  Accorde  durch  die  gleichschwe- 
bende  Temperatur  wesentlich  in  ihrem  Wolklange  beeinträchtigt  werden. 
Die  gleichschwebende  Temperatur  ist  also  ein  schlechter  Ausweg  aus 
dem  obigen  Dilemma  und  man  hat  sie  auch  nur  darum  eingeführt  und 
beibehalten,  weil  man  sie  für  ein  nothwendiges  Uebel  hielt.  Dass 
sie  diess  nun  in  der  That  nicht  ist,  hat  Helmholtz  in  seiner  „Lehre 
von  den  Tonempfindungen"  nachgewiesen.  Helmholtz  verlangt 
nämlich  im  Anschluss  an  die  Hauptmann'sche  „Theorie  der  Har- 
monik und  Metrik**,  dass  alle  Töne  einer  Tonleiter  zum  Grundtone 
die  durch  die  bekannten  Schwingungszahlen  festbestimmten  Verhältnisse 
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haben;  dabei  werden  natürlich  einige  Intervalle  zwischen  Tönen  der 
Tonleiter  nicht  die  einfachen  Ve^rhältnisse  erhalten,  aber  das  ist  auch 
nach  der  Haupt  man  naschen  Theorie  gar  nicht  nöthig  — .es  müssen 
sogar  nach  dieser  Theorie  in  jeder  Tonleiter  einige  Terzen  und  Quin- 
ten u.  s.  w.  falsch,  also  dissonant  sein.  In  C-Dur  müssen  z.  B.  die 
Quinte  d — a  und  die  kl.  Terz  d — f  um  ein  Komma  kleiner  sein,  als 
die  consonanten  Intervalle  c  —  g  und  6  —  g;  die  obige  Tonfolge,  die 
sich  offenbar  in  C-Dur  bewegt,  muss  also  nach  Hauptmann  und 
Helmholtz  in  der  zuletzt  angegebenen  Weise  ausgeführt  werden.  Da 
aber  in  andern  Tonarten,  z.  B.  in  d-MoU  die  kleine  Terz  d  —  f  con- 
sonant  sein  muss,  so  muss  Helmholtz  bei  der  praktischen  Ausführung 
der  Haupt  man  naschen  Theorie  mehrere  Töne  mit  dem  Namen  f  unter- 
scheiden, nämlich  den  von  Hauptmann  als  f  bezeichneten  Ton  mit 
der  Schwingungszahl  -|^ ,  und  die  als  F  bezeichnete  reine  Quarte  ^. 
In  gleicher  Weise  muss  man  auch  bei  den  andern  Stufen  der  Tonleiter 
zwei  und  mehr  Töne  gleiches  Namens  unterscheiden. 

Durch  consequente  Durchführung  des  Hau  ptm an  naschen  Principes 
gelangt  nun  Helmholtz  zu  einem  sehr  reichhaltigen  Tonsystem,  dessen 
Töne  er  zwar  genau  bestimmt,  deren  Schwingungszahlön  er  aber  nicht 
angegeben  hat.  Es  dürfte  daher  von  Interesse  sein,  diese  Zahlen 
kennen  zu  lernen  und  mit  den  Zahlen  der  von  Chladni  angegebenen 
Tonleiter  zu  vergleichen;  ich  habe  nun  dieselben  im  Folgenden  be- 
rechnet und  zur  besseren  Uebersicht  die  Logarithmen  derselben  hinzu- 
gefügt. 

Soll  nämlich  ein  Intervall  gefunden  werden,  welches  so  gross  ist 
als  zwei  Intervalle  zusammengenommen,  so  hat  man  deren  Schwin- 
gungszahlen mit  einander  zu  multipliciren;  soll  aber  das  Intervall 
gefunden  werden,  um  welches  zwei  gegebene  Intervalle  verschieden 
sind,  so  hat  man  den  einen  Bruch  durch  den  andern  zu  dividiren; 
diese  Multiplicationen  und  Divisionen,  die  mitunter  recht  un- 
bequem werden  können,  verwandeln  sich  bei  Anwendung  der  Loga- 
rithmen in  Additionen  und  Subtractionen.  Die  Logarithmen  er- 
leichtern also  die  Rechnung  und  die  Uebersicht  über  die  gefundenen 
Eesultate,  zumal  wenn  man  die  von  Opelt  („allgemeine  Theorie 
der  Musik")  vorgeschlagene  graphische  Darstellung  der  Tonleiter 
zu  Hülfe  nimmt;  dieselbe  besteht  darin,  dass  man  auf  einer  Linie,  von 
einem  ihrer  Endpunkte  aus,  welcher  den  Grundton  (Schwingungs- 
zahl =  1,  Logarithmus  =  0)  darstellt,  Strecken  abträgt,  die  den  Loga- 
rithmen der  einzelnen  Töne  proportional  sind. 

Die  Logarithmen  sind,  soviel  ich  weiss,  bei  der  Tonleiter  zuerst 
augewandt  von  Marpurg  („historisch-kritische  Beiträge  zur  Musik" 
V,  6.),  später  hat  Opelt  zu  demselben  Zwecke  Logarithmen  mit  der 
Basis  2  (erhalten  durch  Division  der  gemeinen  Logarithmen  mLt^0,301Q3) 
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verwendet  und  endlich  hat  Mach  in  der  „anschaulichen  Dar- 
stellung einiger  Lehren  der  musikalischen  Akustik^^  (diese 
Zeitschrift  1865)  sich  desselben  Mittels  bedient  zur  Herstellung  eines 
Modells  für  die  Obertöne,  auf  welches  ich  später  noch  einmal  zurück- 
kommen werde. 

Ich  werde  nun  im  Folgenden  neben  den  Schwingungszahlen  der 
Töne  des  Helmholtz^schen  Tonsystemes  die  Logarithmen  derselben 
für  die  Basis  2  angeben,  —  ich  will  aber  des  bessern  Verständnisses 
wegen  zunächst  die  Principien  dieses  Systeme»  auseinandersetzen  und 
beginne  dabei  mit  der  Entwickelung  der  Dur-  und  Molltonleiter 
aus  dem  Dur-    und  Mollaccorde. 

Die  Schwingungszahlen  der  Töne  des  Duraccordes  und  die  Lo- 
garithmen derselben  im  Logarithmensystem  2  sind  folgende: 

Töne  Schwingung'szahlen       Lopfarithmen 

Grundton  l  =  1,00  0,00000 

gr.  Terz  ^  =  1,25  0,32193 

Quinte  |  =  1,60  0,58496 

Octave  2  =  2,00  1,00000 

gf.  Decime  ^  =  2,50  1,32193 

Duodecime  3  =  3,00  1,58496 

2te  Octave  4  =  4,00  2,00000 

u.  s.  w. 

Man   sieht,    dass    die   Logarithmen    aller   Octaven    des    Grundtones 

ganze  Zahlen  sind,  und  dass  die  Logarithmen  zweier  Töne,  welche  um 

eine  Octave  auseinander  liegen,   wie  z.  B.  Quinte  und  Duodecime,  sich 

gerade  um  eine  Einheit  unterscheiden.     Da  es  nun  bei  der  Betrachtung 

der  Verhältnisse   einer  Tonleiter   nur   auf  Töne  innerhalb   einer  Octave 

ankommt,   so   hat  Opelt   die   vor  dem  Komma  stehende  Charakteristik 

der    Logarithmen    ganz    weggelassen    und    die   Decimalbruchstellen    wie 

ganze  Zahlen  hingeschrieben;  bei  kleine^n  Intervallen  hat  er  die  in  den 

ersten  Stellen  sich  ergebenden  Nullen  mit  verzeichnet.     Ich  werde  diess 

Verfahren  nachahmen,  werde  aber  nicht  wie  Opelt  nur  3  Decimals teilen 

anwenden,    sondern    5,    weil    sonst    gewisse    kleine   Unterschiede    nicht 

sichtbar  werden;  ich  multiplicire  also  alle  Logarithmen  mit  100000. 

Im   Molldreiklang    tritt  statt   der   grossen    Terz    die    kleine 

ein;    das  Intervall  der  letztern  ist  aber  schon  im  Duraccord  Vorhanden, 

nämlich  als  Intervall  zwischen  der  grossen  Terz  und  der  Quinte;   es  ist 

also   der  Logarithmus   der  kleinen   Terz  =  58496  —  32193  =  26303. 

Demnach  ergiebt  sich  für  den  Mollaccord: 


Töne 
Grundton 

Schwingnn^szahlen 

1  =  1,0 

Logarithmen 
.00000 

kl.  Terz 

f  =  1.2   ' 

26303 

Quinte        > 

i  =  1,5 

58496 
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In  Flg.  1.  sind  beide  Accorde  graphisch  dargestellt;  von  der  einen 
Seite  zeigt  die  Figur  den  Duraccord,  von  der  andern  den  Mollaccord; 
—  ftm  auch  die  zwei  Umlagerungen  jedes  der  beiden  Accorde  (die  so- 
genannten Sexten-  und  Quartsexten  -  Accorde)  zu  zeigen,  sind  beide 
Accorde  bis  zur  Duodecime  fortgeführt.  Schneidet  man  diesen  Streifen 
aus,  so  kann  man  damit  eine  nach  demselben  Massstabe  (Octave  =  100 
Millimeter)  gezeichnete  Tonleiter  untersuchen ,  ob  sie  die  zur  Bildung 
der  Accorde  nöthigen  Töne  enthält.  Man  sieht  auch  an  dieser  Zeichnung 
ohne  weiteres,  wie  sich  die  grosse  und  kleine  Terz  zur  Quinte  er- 
gänzen, ferner  wie  die  Quinte  und  die  Quarte,  die  grosse  Terz  und 
die  kleine  Sexte,  ebenso  auch  die  kleine  Terz  und  die  grosse  Sexte 
zusammen  eine  Octave  ausmachen.  Wenn  daher  in  einer  Tonleiter  die 
Octavei),  Quinten  und  Terzen  richtig  sind,  so  sind  auch  die  Quarten 
und  Sexten  richtig;  man  braucht  also  dann  die  letztern  Intervalle  nicht, 
noch  besonders  zu  untersuchen. 

Die  Durtonleiter  wird  nun  bekanntlich  gebildet  aus  drei  Dur- 
accorden,  nämlich  den  Accorden  des  Grundtones,  der  Quinte  und  der 
Unterquinte,  d.  h.  des  Tones  zu  dem  der  Grundton  die  Quinte  bildet. 
Der  erste  Accord  wird  gebildet  vom  Grundton,  der  grossen  Terz  und 
der  Quinte,  der  zweite  von  der  Quinte,  der  grossen  Septime  und  der 
Nene,  der  dritte  von  der  Quarte,  der  grossen  Sexte  und  der  Octave, 
Setzt  man  für  die  None  die  um  eine  Octave  tiefere  Secunde,  so  erhält 
man  für  die  Durtonleiter  folgende  Bestimmungen: 


Töne 

Schwing^ngszahlen 

Logarithmen 

Grundton 

1  =  1 

00000 

Secunde    • 

1 

•^.^  =  1  =  1,125 

16993 

gr.  Terz 

1  =  1,25    . 

32193 

Quarte 

2  •  1  =  4  =  1,333- • 

•       41504 

Quinte 

*=1,5 

58496 

gr.  Sexte 

2 

•  i  •  1  =  1  =  1,666  . . 

•       73697 

gr.  Septime 

i-|=V=  1.875 

90689 

Octave 

2  =  2 

100000. 

Die  graphische  Darstellung  dieser  Tonleiter  ist  in  Fig.  2*  eegeben 
und  zwar  mit  den  Noten  der  (7-Durtonleiter;  die  drei  Töne  e,  ö,  A, 
welche  in  den  drei  erwähnten  Accorden  die  Terzen  sind,  sind  nach  der 
Hauptmann- Helmhol tz'schen  Bezeichnung  mit  kleinen  Buchstaben 
geschrieben,  während  die  im  Quintenverhältniss  zu  einander  stehenden 
Töne  F  —  C  —  G  —  D  mit  grossen  Buchstaben  geschrieben  sind.  Setzt 
man  diese  Quintenreihe  fort,  so  kommt  man  zu  Tönen  A^  E  und  H  mit 
folgenden  Bestimmungen : 

Töne  Schwingangszahlen  Log^arithmen 

falsche  grosse  Sexte:     A       ».f=^  =  |.|^         75489 

„       Terz:      E     ^.^=  ^  =  ^  .^         33985* 

„    Septime:  H     fi  •  f  =  M  =  V  '  H         9248JOgle 
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Man  sieht,  dass  die  durch  Quinten  erhaltenen  Töne  alle  um  |^ 
höher  sind,  als  die  durch  grosse  Terzen  erhaltenen.  In  Logarithmen 
beträgt  dieser  Unterschied  01792,  Später  wird  sich  zeigen,  dass  ^iess 
nicht  nur  für  die  Töne  a,  e,  h  und  A,  E,  H  gilt,  sondern  auch  von 
allen  andern  Tönen.  In  Fig.  2^  ist  die  C-Dur-Tonleiter  mit  den  Tönen 
A,  E,  H,  statt  a,  e,  h  dargestellt,  also  in  der  Form  wie  sie»  von  Py- 
thagoras  angegeben  worden  ist.  Durch  Vergleichung  dieser  letztern 
Tonleiter  mit  Fig.  1.  erkennt  man,  dass  dieselbe  keinen  richtigen  Dor- 
accord  enthält. 

Da  im  Folgenden  die  grossen  und  kleinen  Buchstaben  zur  Unter- 
scheidung der  durch  Quinten  und  grosse  Terzen  gefundenen  Töne  be- 
nutzt werden,  so  gebraucht  man  zur  Unterscheidung  von  Tönen  ver- 
schiedener Octave  andere  Zeichen.  Wenn  eine  solche  Unterscheidung 
nöthig  werden  sollte,  so  wende  ich  obere  und  untere  Indices  an,  so 
dass  z.  B.  a  die  höhere  Octave  von  a  bedeutet,  E,  aber  die  tiefere 
Octave  zu  E. 

Für  die  Molltonleiter  geben  Hauptmann  und  Helmholtz 
gleichmässig  die  Regel,  dass  sie  aus  den  Mollaccorden  des  Grundtones 
und  der  Unterquinte,  und  dem  Duraccord  der  Quinte  zu  bilden  sei. 
Dass  die  beiden  Theoretiker  verschiedene  Gründe  dafür  haben,  dass 
nicht  auch  von  der  Quinte  der  Mollaccord  zu  nehmen  sei,  ist  bei  der 
Berechnung  der  Schwingungszahlen  gleichgültig. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  Helmholtz  die  kleine  Terz  von  €  durch 
es»  die  von  F  durch  äs  u.  s.  w. ;  dass  diese.  Töne  nicht  mit  es  und  ai 
identisch  sind,  werden  wir  später  sehen.  —  Während  also  die  C-Dur- 
tonleiter  gebildet  wird  aus  den  Tönen  der  Accorde: 

F'-a—C;    C—e^G;    G—h—If; 
ergeben  sich  für  die  Bildung  der  C-Molltonleiter  die  Accorde: 
F—äi  —  Cf;    C—7s—G;    G  —  h—B\ 

Die  Molltonleiter  unterscheidet  sich  mithin  von  der  Durtonleiter  nur 
durch  die  kleine  Terz  und  kleine  Sexte;  es  muss  aber  bemerkt  werden, 
dass  häufig  (in  aufsteigender  Bichtung)  auch  die  grosse  Sexte  (tf)  statt 
der  kleinen  (jäs)  —  und  dass  ferner  (in  absteigender  Richtung)  statt  der 
grossen  Septime  (A)  die  kleine  (^)  als  kleine  Terz  der  Quinte  eintritt. 
—  Die  bei  der  Durtonleiter  noch  nicht  angegebenen  Intervalle  der  Moll- 
tonleiter sind  daher  folgende: 

Töne  Schwingongszahlen    Log^arithmen 

kleine  Terz  es  I  =  1»2       26303 

kleine  Sexte  äs        4  •  |  =  f  =  1»6       67807 
kleine  Septime  6       |  •  |  =  I  =  1»8       84800 

.  Fig.  3*   zeigt    die   Molltonleiter    nach    den   eben    angegebenen  Be- 
stimmungen ,   die  kleine   Septime  und   grosse   Sexte  ai»d   als  jHülfötöne 
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nur  pnnktirt.  Wollte  man  aber  die  kleinen  Terzen  der  drei  Accorde 
nach  Pythagoras  durch  Quinten  bestimmen,  so  würde  man  die  in 
Fig.  3^  angegebenen  Werthe  erhalten,  nämlich: 

Töne  Schwingangszahlen         Logarithmen 

falsche  kleine  Septime  B      ^.|=t^=f.f^      83007 
„       Terz  Eb  l^e  .  |  =  ^  ^  ^  .  |^      24511 

„       Sexte  ÄS        ^  .  ^  =  Vi^  =  f  .  -|o      66015 

Die  durch  kleine  Terzen  gefundenen  Töne  sind  also  um  das  In- 
tervall W  höher  als  die  gleichnamigen  durch  Quinten  gefundenen, 
während  die  durch  grosse  Terzen  um  dasselbe  Intervall  tiefer  waren, 
man  darf  dieselben  also  nicht  identificiren ,  wie  es  Hauptmann  thut. 

Nun  sind,  wie  man  leicht  übersieht,  nicht  nur  die  Töne: 
...,Äs  —  Es  —  B  —  F— C— G-^D  —  A  —  E—  ff .  ,  .  , 
untereinander  richtige  Quinten,  sondern  es  bilden  auch  die  Töne: 

.  .  .  .  a  —  e  —  Ä.... 
und  in  gleicher  Weise 

....  05  —  es  —  6  .  .  .  . 
Keihen  von  richtigen  Quinten. 

Ferner  sind  nicht  nur  die  Intervalle : 

.  .  ,  .  F  —  a;    C  —  e:    G  —  h  ,  .  .  . 
richtige  grosse  Terzen,  sondern  auch: 

....  «5  —  ^ ''    es  —  ^f     b  —  i)  .  .  .  . 
Endlich  haben  wir  auch  zweierlei  kleine  Terzen,  nämlich  erstens: 
.  .  .  .  a  —  Cf ;    e  —  G:    h  —  D'  .  .  .  . 
und  zweitens: 

,  .  .  ,  F  —  aS'     ^  —  esi    ^  —  6  .  .  .  • 

Wir  können  jetzt  von  den  Tönen,  die  mit  grossen  Buchstaben  ge- 
schrieben sind,  Dur-  und  Mo  11  accorde  construiren;  von  den  Tönen, 
die  mit  kleinen  Buchstaben  geschrieben  sind,  aber  nur  Mo  11  accorde; 
will  man  von  diesen  auch  Duraccorde  bilden,  so  braucht  man  dazu  noch 
eine  vierte  Reihe  von  Tönen,  welche  untereinander  wieder  richtige 
Quinten  bilden  und  die  grossen  Terzen  zu  den  kleinen  Buchstaben 
sind.  Helmholtz  bezeichnet  diese  Töne  durch  unterstrichene  grosse 
Buchstaben : 

B—F—C-^G  —  D  —  A  —  E 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  dass  diese  Töne  abermals 
um  das  Komma  ^\  tiefer  sind,  als  die  gleichnamigen  Töne  der  Reihe, 
die  mit  kleinen  Bachstaben  geschrieben  ist,  gerade  so,  wie  diese  Töne 
um    |{    tiefer     sind     als    die     mit    grossen     Buchstaben    bezeichneten. 
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Mit  Hülfe   der  Töne   dieBer  Keihe  können    wir   nun   noch   die   grosseu 
Terzen : 

as  —  C;    es  -^  G;    b  —  P" 

und  die  kleinen  Terzen: 

.  .  .  .  F-^  as:    C  ^  es;    G  —  b 

bilden. 

Wir  haben  also  jetzt  4  Qnintenreihen ,  von  denen  die  Töne  einer 
jeden  um  ein  Komma  tiefer  sind,  ab  die  gleichnamigen  Töne  der  fol- 
genden.    Die  höchsten  Töne  sind  enthalten  in  der  Reihe: 

....6  /   —  C  ff  —  rf*... 

dann  kommen  die  gleichnamigen  Töne  der  Reihe: 

B  —  F'-C  —  G  —  D 

darauf : 

b  —  f—c  —  g  —  d 

und  endlich  die  tiefsten: 

....  ^  —  ^  —  C  —  G  —  D  ,  ,  ,  . 

Man  sieht,  dass  der  Strich  über  einem  kleinen  Buchstaben  den  Ton 
um  2  Kommata,  d.  h.  um  (f-i)^  oder  in  Logarithmen  um  03588  erhöht; 
ein  Strich  unter  einem  grossen  Buchstaben  aber  bedeutet  eine  Er- 
niedrigung um  dasselbe  Intervall.  —  Zur  Bildung  von  grossen  und 
kleinen  Terzen  gehören  immer  Töne  aus  2  benachbarten  Reihen,  wie 
man  am  einfachsten  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  der  möglichen 
Dur-  und  MoUaccorde  sieht.  Man  kann  nämlich  Dnraccorde  von 
folgenden  Formen  bilden: 

1)  f — Ä  —  c';    c  — E~^]    y  — J7  —  rf'  u.  s.  w. 

2)  F  —  a  —  C-,    C—c  —  G-,     G  —  h  —  D'    u.  s.  w. 

3)  f  —  A  —  c';     c  —  E  —  g  -^     g  —  H —  (jt     u.  s.  w. 

Die  MoUaccorde  aber  nehmen  folgende  Gestalten  an: 

1)  ^  —  C5  —  G  ;     ^,  —  c  —  ^    u.  s.  w. 

2)  c  —  Es  —  ^ ;     a,  —  C  —  e     u.  s.  w. 

3)  6'  —  es  —  G  '^     A^  —  c  —  E    u.  s.  w. 

Unter  Beobachtung  der  oben  für  die  Bildung  der  Dur-  und  Moll 
tonieitern  angegebenen  Regeln  kann  man  aus  den  Tönen  jener  4  Reihen 
dreierlei  Dur-  und  zweierlei  M o  1 1  tonieitern  bilden,  —  nämlich 

a)  Durtonleitern : 

1)  c,  (/,  E^  /-,  ^,  A^  H,  c- 
4)  C,  2>,  e,  F,  C,  a,  ä,  C\ 
3)    c,    d,  E^  /•,  g^  A^  H^  c\ 

b)  Molltonleitern: 

1)  Cy  Dj  es  ^  F^  G,  asi  ^i  G'. 

2)  c,   d,    Es,  f,  g,  As,  H^  c\ 
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Da  man  nun  anf  Ciavieren  und  den  andern  Tastaturinstrumenten 
nicht  soviel  Töne  anbringen  wollte,  als  zum  absolut  reinen  Spiel  nöthig 
sind,  so  identificirte  man  nicht  nur  alle  Töne  gleiches  Namens,  sondern 
auch  noch  eis  mit  des  etc.,  so  dass  man  in  der  Octave  nur  die  be- 
kannten 12  Tasten  übrig  behielt.  Nach  mancherlei  vergeblichen  Ver- 
suchen, einige  Tonleitern  rein,  andere  falsch  zu  stimmen,  kam  man  zu 
der  •  Ueberzeugung ,  dass  für  ein  12stufiges  Tonsystem  die  sogenannte 
gleichschwebende  Temperatur  immer  noch  das  beste  Auskunfts- 
mittel ist.     Man   theilte  also  die  ganze  Octave  in  12  gleiche  Intervalle, 

von    denen  jedes   das   Schwingungsverhältniss    1  j  }/2  =  1  :  1,05946 

hat,  der  Logarithmus  desselben  ist  08333,  oder  in  der  eigentlichen 
Form  (s.  S.  108)  als  Decimalbruch  mit  der  Charakteristik  geschrieben: 
0,08333  ....  =  ^.  Die  Schwingungszahlen  der  einzelnen  Töne  der 
gleichschwebenden  Temperatur  sind  die  Potenzen  von  ^2  ,  dieselben 
können  bei  Chladni,  Wüllner,  Eisenlohr  u.  s.  w.  nachgesehen 
werden ;  die  Logarithmen  derselben  aber  sind  die  Vielfachen  von 
08333  . .  . ,  welche  anzugeben  wohl  nicht  nöthig  ist.  Dagegen  gebe 
ich  in  Fig.  4.  die  graphische  Darstellung  der  gleichschwebenden  Tem- 
peratur; schneidet  man  diese  Figur  aus  und  vergleicht  sie  mit  Fig.  2. 
und  3.,  so  kann  man  die  Fehler  der  gleichschwebcnden  Temperatur 
leicht  erkennen.  Ich  habe  alle  diese  Fehler  berechnet  und  in  der  fol- 
genden Tabelle  mit  ihren  Logarithmen  zusammengestellt.  Die  Werthe 
der  Fehler  sind  durch  Kettenbrüche  auf  möglichst  kleine  Verhältniss- 
Zahlen  reducirt;  wenn  der  temperirte  Ton  zu  hoch  ist,  steht  die  grössere 
Zahl  vorn,  und  vor  dem  Logarithmus  ein  Pluszeichen;  ist  der  temperirte 
Ton  zu  niedrig,  so  steht  die  kleinere  Zahl  vorn  und  vor  dem  Loga- 
rithmus ein  Minus.  —  Als  normale  Intervalle  betrachte  ich  die  oben 
bei  den  beiden  Tonleitern  angegebenen,  als  normalen  halben  Ton  aber 
das  Intervall  15  :  16,  wie  z.  B.  e — F. 

Intervalle  Fehler 

angenähert       in  Logarithmen 

Hilber  Ton  147  :  148  —  00978 

Secunde  442  :  443  —  00326 

kl.  Terz  121  :  122  —  01303 

gr.  Terz  127  :  126  +  01140 

Quarte  885  :  886  +  Ooi63 

Quinte  886  :  885  —  00163 

kl.  Sexte  126  :  127  —  01140 

gr.  Sexte  122  :  121  +  01303 

kl.  Septime  98  :    99  -  01467 

gr.  Septime  148  :  147  +  00978 

Zur  praktischen  Ausführung  der  gleichschwebend -temperirten  Stim- 
mung    benutzt    man    bekanntlich    den     sogenannten    ,,  Quint^i^cirkol  ^\ 
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d.  h.  man  stimmt  von  einem  Grund  tone  aasgehend  12  Quinten  mit  dem 
eben  angegebenen  Fehler  ab,  dadurch  gelangt  man  genau  zum  Grund- 
tone oder  eigentlich  zur  7.  Octave  desselben.  Man  kann  sich  davon 
am  leichtesten  auf  folgende  Weise  überzeugen :  der  Logarithmus  der 
temperirten  Quinte  (in  der  unverkürzten  Form  geschrieben)  ist  gleich 
^^  =  0,5833333...,  den  Logarithmus  der  12.  Quinte  erhält  man  durch 
iMultiplication  mit  12,  er  beträgt  also  genau  7,  und  diess  ist  in  der 
That  der  Logarithmus  der  7.  Octave.  In  gleicher  Weise  erhält  man 
durch  12  absteigende  Quinten  einen  um  7  Octaven  tiefer  liegenden 
Ton  —  ferner  durch  3  aufsteigende  grosse  Terzen  (Logarithmus  =  -^5==i) 
oder  4  aufsteigende  kleine  Terzen  (Logarithmus  =  i^  ==  \)  die  höhere 
Octave  des  Grundtones. 

Da  die  halben  Tonstufen  der  gleichschwebend  temperirten  Scala 
alle  einander  gleich  sind,  so  ist  dieselbe  für  alle  Tonarten  gleich  got, 
oder  vielmehr  gleich  schlecht  —  denn  wenn  man  auch  von  dem  grossen 
Fehler  in  der  kleinen  Septime,  als  einer  fast  nur  in  dissonanten  Ac- 
eorden  vorkommenden  Note,  absieht,  so  bleiben  doch  noch  die  nicht 
unbedeutenden  Fehler  in  den  temperirten  Terzen  und  Sexten,  welche 
(nach  den  Helm  hol  tz'chen  Untersuchungen  über  den  Grad  des  Wol- 
klanges der  einzelnen  Accorde)  durch  ihre  Schwebungen  und  falschen 
Combinationstöne  ziemlich  störend  wirken ,  zumal  bei  den  lang  ansge- 
halteneu  Tönen  der  Orgel  und  des  Harmoniums.  Helmholtz  hat 
daher,  zunächst  für  seine  Untersuchungen,  auf  Grund  des  oben  be- 
schriebenen Tonsystems  ein  Harmonium  mit  mehreren  Manualen,  nach 
reinen  Quinten  und  Terzen  einstimmen  lassen,  und  die  Accorde  des- 
selben so  viel  wolklingender  gefunden,  dass  z.  B.  die  Septimenaccorde 
ungefähr  den  Duraccorden  der  temperirten  Scala  an  Wolklang  gleich- 
kommen. Er  empfiehlt  daher  den  Musikern  dergleichen  Instrumente 
sehr,  besonders  zum  Gebrauch  bei  der  Gesangbegleitung. 

Sämmtliche  Töne  der  oben  angegebenen  4  Reihen  würden  sich 
nun  schwerlich  auf  einem  Instrumente  mit  festen  Tönen  anbringen 
lassen;  es  ist  aber  auch  gar  nicht  nöthig,  alle  jene  Töne  wirklich  ein- 
zeln herzustellen,  denn  bei  der  Berechnung  der  Schwingangszahlen  and 
Logarithmen  wird  sich  zeigen,  dass  eine  ganze  Anzahl  von  Tönen  je 
zweier  Reihen  fast  genau  übereinstimmen. 

Nach  diesen  Auseinandersetzungen  komme  ich  endlich  dazu,  die 
oben  (S,  108)  versprochene  Berechnung  der  4  Quintenreihen  des  Helm - 
holtz'schen  Systems  durchzuführen.  Ich  gehe  aus  von  C=  1  und  be- 
rechne zunächst  von  diesem  Tone  12  aufsteigende  und  12  absteigende 
Quinten,  also  einen  sogenannten  auf-  und  absteigenden  „Quinten- 
cirkel",  wie  er  z.  B.  schon  von  Chladui  (Akustik*  S.  42)  berechnet 
ist;  ich  füge  aber  zur  bessern  Vei'gleichung  mit  den  Tönen  der  andeni 
Quintenreihen  die  Werthe  der  von  Ohladni  angegebenen  gewöhnlichen 
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Brüche  in  Decimalbrüchen  und  ihre  Logarithmen  hinzu.  Die  Decimal- 
brüche  sind  bei  dieser  und  den  übrigen  aufsteigenden  Quintenreihen 
alle  endliche,  aber  sie  sind  meistens  abgekürzt,  was  durch  einen  Punkt 
hinter  denselben  bezeichnet  ist;  in  den  absteigenden  Reihen  sind  die 
Decimalbrüche  unendliche  periodische,  aber  nur  bei  wenigen  konnte  die 
ganze  Periode  angegeben  werden  (durch  ...  bezeichnet),  die  übrigen 
sind,  wie  auch  die  Logarithmen,  nach  den  gewöhnlichen  Eegeln  abgekürzt. 

Reihe  I. 


a)    aufsteigend. 

Töne 

Schwingungszahlen 

Logarithmen 

C 

1   =   1 

00000 

G 

t  =  1,5 

58496 

D 

\  =  1.125 

16993 

a' 

\\  =  1,6875 

75489 

E 

\^  =  1,265625 

33985 

H 

\^  =  1,898438. 

92481 

Fis 

m  =  1,423828. 

50978 

Cis 

mk  =  1,067871. 

09474 

Gis 

m\  =  3,601807. 

67970 

Bis 

IMH  =  1,201355. 

26466 

Ais 

f^H  =  1,802032. 

84963 

Eis 

WMk  =  1,351524. 

43459 

His, 

^I^li  =  1,013643. 
b)    absteigend. 

01955 

Töne 

Schwingnngsznhlen 

Logai  ithmen 

C 

1  =  1 

00000 

F 

1  =  1,333333  . 

. .      41504 

B 

V  =  1,777777  . 

.  .      83007 

Es 

ff  =.1,185185. 

. .      24511 

As 

^  =  1,580247. 

66015 

Bes 

y^  =  1,053498. 

07519 

Ges 

VÄ<   =  1,404664. 

49022 

Ces 

fJII  =  1,872885. 

90526 

Fes 

U^  =  1,248590. 

32030 

Bb 

um  =  1,664787. 

73534 

Eses 

^UU  =  1,109858. 

15037 

Ases 

imU  =  1,479810. 

56541 

Beses 

WtWi"  =  1,973081. 

98045 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Schwingungszahlen  der  auf-  und  abstei- 
genden Reihe  umgekehrte  Werthe  zu  einander  sind,  wenn  man  die 
Töne    der  aufsteigenden  Reihe  eine  Octave  tiefer,    oder  die  der  abstci- 
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genden  um  eine  Octave  höher  nimmt;  denn  es  ist  z.B.G  =  ^:F,  =  ^] 
D  =  y^  :  B,  =  ^  u.  s.  w.;  die  Logarithmen  dieser  Töne  ergänzen  sich 
in  Folge  dessen  zu  100000. 

Graphisch  dargestellt  sind  heide  „  Quintencirkel  ^^  in  Fig.  5.;  der 
aufsteigende  in  5*,  der  absteigende  in  5**.  Durch  Vergleichung  mit  der 
ausgeschnittenen  Fig.  1.  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  aus  diesen 
25  Tönen  kein  Duraccord  aufgebaut  werden  kann,  dazu  braucht  man 
eben  noch  die  Töne  der  Reihe  e  —  k — fts...^  welche  im  Folgenden  be- 
rechnet ist;  eine  besondere  vollständige  graphische  Darstellung  derselben 
scheint  mir  aber  nicht  nöthig  zu  sein ,  da  in  Fig.  6.  die  meisten  Tone 
aller  4  Keihen  dargestellt  sind. 

Reihe  II. 

a)   aufsteigend: 


Töne 

Schwinfsrungszahlen 

Logarithmen 

e 

i  =  1,25 

32193 

h 

V  =  1,875 

90689 

fis 

ii  =  1,40625 

49185 

eis 

fll  —  1,054688. 

07682 

gis 

m  =  1,582031. 

66178 

dis 

\m  =  1,186523. 

24674 

ais 

im  =  1,779785. 

83170 

eis 

L-O,«^^  =  1,334839. 

41667 

his, 

Hl^t  =  1,001129. 

00163 

fisis 

m\\  =  1,501694. 

58659 

cisis 

mm  =  1,126270. 

17155 

gisis 

l^li  =  1,689400. 

75652 

disis 

fBHM  =  1,267054. 
b)   absteigend: 

34148    ■ 

Töne 

Schwinjrungszahlen 

Logarithmen 

e 

\  =  1,25 

32193 

a 

^  =  1,666666  . . 

.      73697 

d 

V  =  1,111111  .. 

.      15200 

y 

4^  =  1,481481  . . 

.      56704 

c 

4^  =  1,975309. 

98208 

f 

^  =  1,316872. 

39712 

b 

i^«  =  1,755830. 

81215 

es 

i\^  =  1,170553. 

22719 

as 

VrW  =  1,560738. 

64223 

des 

\m%  =  1.040492. 

05726 

ges 

mU  =  1,387322. 

47230 

ces 

^^«|o.  ^  1,849763. 

88734 

fes 

mm  =  1,233175. 

30238 
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Die  Töne  der  Reihe  II.  sind  die  grossen  Terzen  der  ent- 
sprechenden Töne  der  Reihe  I.;  als  Reihe  III.  berechne  ich  die  Töne, 
welche  wieder  zu  denen  der  Reihe  IL  grosse  Terzen  sind;  dieselben 
sind  nach  dem  'Obigen  zu  bezeichnen  durch  unterstrichene  grosse 
Buchstaben;  die  grosse  Terz  des  Tones  e  heisst  also  ^is  und  die  Schwin- 
gungszahl  dieses  Tones   ist   {^'^  =  ^,    der  Logarithmus  aber 

2.32193  =  64386. 


Reihe  Ul. 

a)   aufsteigend: 

Töne 

Schwingungszahlen 

Logarithmen 

Gis 

II  =  1,5625 

64386 

Bis 

\i  =  1,171875 

22882 

Ais 

IJI  =  1,757813. 

81378 

Eis 

fjl  =  1,318359. 

39874 

His 

mi  =  1,977539. 

98371 

Fisis^ 

m^  =  1,483154. 

56867 

Cisis 

flHi  =  1,112366. 

15363 

Gms 

Mm  =  1,668549. 

73859 

Bisis 

mm  =  1.251412. 
u.  s,  w. 

b)    absteigend: 

32356 

Töne 

Schwingunjyszahlen 

Logarithmen 

Gis 

n  =  1,5625 

64386 

Cis 

^  =  1,041666  . , 

.  .       05889 

Fis 

\%  =  1,388888  . , 

.  .       47393 

H 

If  =  1,851851  . 

.  .       88897 

E 

1,^  =  1,234568. 

30401 

Ä 

^^  =  1,646091. 

71904 

D 

^  —  1,097394. 

13408 

G 

IfJ^  =  1,463192. 

54912 

C 

V^^  =  1,950922. 

U.'S.    w. 

96415 

Der  Ton  C  dieser  Reihe  hat  also  die  Schwingungszahl  |^S?  =  (1?)^ 
folglich  ist  er  in  der  That  um  zwei  Komma  tiefer  als  der  Ton  C  in 
Reihe  L,  und  ein  Komma  tiefer  als  der  Ton  c  in  Reihe  IL,  welcher 
die  Schwingungszahl  f^  hat. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Berechnung  der  letzten  Reihe,  welche  die 
durch  überstrichene  kleine  Buchstaben  bezeichneten  Töne  enthält;  die- 
selben sind  um  ein  Komma  höher  als  die  durch  grosse  Buchstaben  be- 
zeichneten Töne.  Sie  bestimmen  sich  nämlich  dadurch,  dass  die  Töne 
der  Reihe  I.  grosse  Terzen  der  entsprechenden  Tön^.  ^^/^'g^er  Reihe  sind, 
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es   muss   also   as,   die   Schwingt! ngszahl   ^    haben,    folglich    ergiebt   sich 
^  =  I  =  1, 6  und  der  dazu  gehörige  Logarithmus  ist : 
100000  —  32193  =  67807. 


Reihe  IT. 

a)   aufsteigend: 

Töne 

Schwingungszahlen 

Logarithmen 

as 

\  =  1,6 

67807 

es 

g  =  1,2  . 

26303 

b 

l  =  1,8 

84800 

f 

H  =  1,35 

43296 

c 

'^  =  1,0125 

01792 

9 

m  =  1,51875 

60289 

d 

^  =  1,139063. 

18785 

a 

liH  =  1,708594. 

77281 

e 

%Yi\i  =  1,281445. 

35777 

h 

\Vi\l  =  1,922168. 

94274 

fts 

UM*  =  1,441626. 

52770 

eis 

IttW*  =   1,081220. 

11266 

gis 

mm  =  1,621830. 

U.    B.    W. 

b)   absteigend: 

69762 

Töne 

Schiringangazahlen 

Logarithmen 

US 

1  -  1,6 

67807 

des 

II  =  1,0666666... 

09311 

ges 

Il  =  1,4222222... 

50815 

ces 

2||  =  1,8962962... 

92318 

fes 

1^^  =  1,2641976. 

33822 

Es  erscheint  mir  überflüssig,  diese  Keihe  noch  weiter  zu  berechnen. 
Man  sieht  übrigens,  dass  die  Zahlen  in  IV*  die  umgekehrten  Werthe 
sind  von  denen  in  IP,  und  die  in  IV^  die  umgekehrten  Werthe  von 
denen  in  II* ;  wenn  man  nämlich  «die  Töne  in  die  entsprechenden 
Octaven  verlegt,  so  hat  man  e  =  \'.  ah,  =  \^  ^,  =  W  '  des  =^  \\\ 
a  ==^  ^  ijs,  =  f  u.  8.  w.  Die  Logarithmen  dieser  Töne  ergänzen  sich 
natürlich  zu  100000.  Die  beiden  Reihen  IL  und  IV.  verhalten  sich 
also  zu  einander  so,  wie  die  beiden  Hälften  der  Reihe  I.  Um  die  um- 
gekehrten  Werthe  der  Zahlen  in  Reihe  IIL  zu  erhalten,  würde  man  die 
Töne  berechnen  müssen,  welche  abermals  um  ein  Komma  höher  sind, 
als  die  Töne  in  Reihe  IV.,  oder,  was  dasselbe  sagt,  welche  um  zwei 
Kommata  höhjer  sind  als  die  Töne  in  Reihe  L,  sie  würden  also  unserer 
bisherigen  Bezeichnung  entsprechend  durch  grosse  Buchstaben  mit  einem 
Strich   darüber  zu  bezeichnen   sein.     Dem  Tone   Gis  =  -^,    weldier 
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eine  grosse  Terz  höher  ist  als  e  und  den  Logarithmus  64386  hat,  ent- 
spricht dann  als  umgekehrter.  Werth  ein  Fes^  =  ^^,  oder  eine  Octave 
höher:  Fes  =  U  =  UH  '  (UY  =  Hi  '  vi»  welcher  Ton  eine  grosse 
Terz  tiefer  ist  als  as  =  5  und  den  Logarithmus  35614  hat.  In  dieselbe 
(fünfte)  Quintenreihe  gehören  z.  B.  noch  folgende  Töne,  welche  alle 
innerhalb  der  Octave  C  =  1  bis  C  ==  2  liegen : 

aufsteigend :    Ce's  =  ü  log  =  94111 
Ge's  =  ff  52637 

Des  =11  11102  U.S.  w. 

absteigend:     'ßb    ='^  77118  u.  s.  w'. 

Diese  Töne  würden  sich  mit  denen  der  Keihc  IV.  in  folgender 
Weise  zu  Accorden  verbinden  lassen: 

a)  Duraccorde:  Fes  —  «5 — Ces;  Ws — es  —  ^;    u.  s.  w. 

b)  Mollaccorde:  ^ — ßh  —  d'e~s\    des  —  Tcs  —  äs'^   u.  s.  w. 

Wenn  man  aber  grosse  Buchstaben  mit  Strichen  darüber  zu  einer 
fünften  Quintenreihe  benutzt,  so  kann  man  auch  unterstrichene  kleine 
Buchstaben  anwenden,  zur  Bezeichnung  einer  sechsten  Keihe  von 
Quinten,  deren  Töne  jedesmal  um  zwei  Kommata  tiefer  sind,  als  die 
gleichnamigen  Töne  der  ReHie  IL  oder  um  ein  Komma  tiefer 'als  die 
Töne  der  Keihe  III.  In  diese  Reihe  gehört  z.  B.  der  Ton  his^  welcher 
als  grosse  Terz  von  Gig  =  {^Y  die  Schwingungszahl  (^)^  =  ^'  er- 
hält, von  diesem  Ton  aus  kommt  man  durch  absteigende  Quinten  zu 
den  Tönen:  his  =   i^^  log  =  96578 

eis  =   ig2^^  38082 

ais  =   t^-^  79586 

dis  =  -1^^  21090  u.  8.  w. 

Diese  Töne  geben  mit  denen  der  Reihe  IIL: 

Duraccorde  von  der  Form  Gts — his — Dis'  u.  s.  w. 
und  Mollaccorde  von  der  Form  eis  —  Gis  —  his     u.  s.  w. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  man  auf  diese  Weise  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Tönen  bestimmen  kann,  weil  man  erstens  jede  Reihe 
beliebig  weit  fortsetzen  und  zweitens  beliebig  viele  Reihen  bilden  kann; 
man  hat  dann  nur  2  oder  mehr  Striche  über  oder  unter  die  Buchstaben 
zu  setzen.     Ich  komme  hierauf  weiter  unten  noch  einmal  zurück. 

Zur  Herstellung  eines .  musikalischen  Instrumentes  mit  reiner  Stim- 
mung ist  es  nun  nothwendig,  aus  der  grossen  Menge  der  oben  ange- 
gebenen Töne  eine  bestimmte  Anzahl  auszuwählen,  welche  möglichst 
viele  Tonarten  rein  zu  spielen  erlaubt.  Helmholtz  benutzt  bei  dieser 
Auswahl  einen  Kunstgriff,  den  er  im  arabisch  -  persischen  Tonsystem 
entdeckt  hat.  Es  ist  nämlich  der  Ton  his,  der  Reihe  IL  nur  um  das 
sehr  kleine  Intervall  ^^^g^  =  1,001129150390625  höher  alsclcr  Ton  C 
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der  Reihe  I.;  reducirt  man  diesen  Bruch  durch  Kettenbrüche,  so  findet 
man  |$|^,  in  Logarithmen  aber  beträgt  die  Abweichung  00163.  Wenn 
man  also  beide  Töne  mit  einander  identificirt ,  so  begeht  man  einen 
Fehler  gleich  dem  der  Quinten  im  gleichschwebend  temperirten  System 
und  derselbe  liegt  nach  den  Heimholt  zischen  Untersuchungen  an  der 
Grenze  der  wahrnehmbaren  Unterschiede.  Derselbe  Unterschied  findet 
sich  —  wie  man  am  bequemsten  an  den  Logarithmen  übersieht  —  über- 
haupt zwischen  je  zwei  Tönen  zweier  benachbarten  Quintenreihen, 
nämlich  zwischen: 

.  C,       G,       D,      A,       E,       ff,      Fis,     Cts.... 

und  his,,  fisis,  cisis,  gisis,  dtsis,  aisis,  eisis,  hisis, 

und  auch  zwischen: 

F,     B,     Es,  As,  Des,  Ges,  Ces  ,   Fes 

und  eis,  ais,    dis,  gis,  cis,     fis,       h,        e,... 
ferner  zwischen: 

c,         g,         d,         a 

und  His^,' Fisis^   Cisis,   Gisis 

und  auch  zwischen: 

f,       b,       es,       as 

und  Eis ,    Ais ,    Dis ,    Gis 

Sodann  findet  sich  derselbe  Unterschied  noch  zwischen  c  und  Eis,, 
desgleichen  zwischen  C  und  his,i  endlich  auch  zwischen  C  und  *w^ 
und  den  entsprechenden  Tönen  dieser  Keihen. 

Der  Ton  his  wurde  nun  oben  (in  Keihe  II.)  bestimmt  durch  8 
Quintenschritte  von  e  aus  (e — h — fis  —  cis — gis — dis  —  ais  —  eis — his); 
macht  man  nun  alle  diese  Quinten  um  den  achten  Theil  des  oben  ge- 
nannten kleinen  Intervalles  zu  klein,  so  wird  der  Ton  kis^^  der 
eigentlich  etwas  höher  ist  als  der  Ton  C,  demselben  genau  gleich.  Der 
Fehler,  den  man  hier  in  den  Quinten,  begeht,  ist  also  8 mal  kleiner 
als  der  im  gleichschwebend -temperirten  System,  er  ist  nämlich  gleich 
^mg«  =  1:1,000141,  das  ist  ungefähr  =  7084:7085;  in  Logarithmen 
beträgt  der  Fehler  etwas  über  00020.  In  gleicher  Weise  gelangt  man 
vom  Tone  ^,  welcher  annähernd  mit  as  übereinstimmt,  durch  8 
Quinten,  die  um  jenes  Intervall  zu  klein  sind,  zu  einem  dem  e  absolut 
gleichem,  etwas  zu  tiefem  ^Jf!?. 

Unter  Beachtung  dieses  glücklichen  Umstandes  setzte  Helmholtz 
ein  sehr  brauchbares  Tonsystem  zusammen,  welches  in  seiner  ein- 
fachsten Form  aus  24  Tönen  besteht.  Dieselben  ordnen  sich  in  fol- 
gende 3  Gruppen: 

1)  C\     G,     D,     A, 

c,     h,     fis,     cis, 
=Fes,  Ces\  Ges,  Des, 
3)  as,  es,    b,      f. 


M= 


E, 

H, 

Fis,     Cis; 

g^s. 

dis. 

ais,     eis;'\^ 

As, 

Es, 

B,        F    t 

c\ 

0^ 

d,        a. 
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Die  Töne  der  zweiten  Gruppe  sind  grosse  Terzen  von  den  darüber 
stehen^n  Tönen  der  ersten,  und  die  Töne  der  dritten  Gruppe  wie- 
derum die  von  den  darüberstehenden  Tönen  der  zweiten;  ferner  sind 
in  der  ersten  Gruppe  enthalten  die  kleinen  Terzen  von  Tönen  der 
zweiten  Gruppe  und  in  der  zweiten  Gruppe  die  kleinen  Terzen  von 
Tönen  der  dritten;  endlich  schliessen  sich  die  Töne  aller  3  Gruppen 
zu  einer  ununterbrochenen  Reihe  von  Quinten  zusammen,  welche  mit 
as  beginnt  und  mit  Cis  schliesst. 

Die  Schwingungszahlen  und  Logarithmen  dieser  24  Töne,  die  ich 
unter  Berücksichtigung  des  eben  besprochenen  kleinen  Quintenfehlers 
berechnet  habe,  folgen  weiter,  unten.    (S.  127.) 

Die  aus  diesen  Tönen  gebildeten  Dur-  und  Mollaccorde  haben  also 
ganz  reine  grosse  Terzen,  während  die  Quinten  und  die  kleinen  Terzen 
um  ein  verschwindend  kleines  Intervall  zu  klein  sind.  Man  findet  die 
sämmtlichen  möglichen  Dreiklänge,  wenn  man  aus  der  folgenden  Ueber- 
sicht,  in  der  diese  24  Töne  nach  abwechselnden  grossen  und  kleinen 
Terzen  geordnet  sind,  je  3  neben  einander  stehende  Töne  herausgreift : 

Fes,    as,    Ccs,    es,    Ges,    b.    Des,     f,    As,    c,     Es,    g,    B,    d,     F,    a, 
C,       e^       G,       h,     D,     fis,     A,     cis,     E,    gis,    JJ ,   dis ,  Fis ,  uis,  Cis,  cis. 

Diese  scheinbar  aus  32,  in  Wirklichkeit  aber  nur  aus  24  Tönen 
bestehende  Reihe  enthält  also  15  Duraccorde  (nämlich  die  von  Fes,  Ccs, 
B,  Fis)  und  ebensoviel  Mollaccorde  (von  as,  es, dis,  ais). 

Nach  der  oben  für  die  Bildung  der  Durtonleiter  gegebenen  Regel 
kann  man  also  aus  den  gegebenen  24  Tönen  folgende  13  Durtonlei- 
tern bilden: 

Ces,  Ges,  Des,  Ast^  Es,   B,  F,  C,  G,  D,  A,  E,  H, 

Da  nun  die  beiden  Töne  Ces  =  h  und  H  sich  nur  wenig  unter- 
scheiden, so  kann  man  mit  Hülfe  einer  enharmonischen  Verwech- 
seln n'g  zwischen  diesen  beiden  Tönen  durch  alle  Tonarten  im  Quin- 
tenkreise herum  moduHren.  Bei  dem  Uebergange  von  ff  nach  Ces  oder 
umgekehrt  ändert  sich  die  Tonhöhe  allerdings  merklich,  nämlich  um 
ein  Komma  |-J ,  oder  vielmehr  ungefähr  um  diess  Intervall,  denn  wegen 
der  Abweichung  in  den  Quinten  beträgt  der  Unterschied  zwischen  ff 
und  Ä  =  Ces'  jetzt  nicht  mehr  01792  (in  Logarithmen),  sondern  nur 
noch  01711;  vgl.  die  weiter  unten   (S.  127)  folgende  Tabelle. 

Für  die  Molltonarten  ist  das  System  in  der  jetzt  mitgetheilten 
Form  nicht  ganz  so  vollkommen,  wie  für  die  Durtonarten.  Nach  der 
oben  mitgetheilten  Regel  für  die  Bildung  der  Molltonarten  ergiebt  sich 
nämlich  z,  B.  für  a-Moll: 


d—F^a;     a  —  C  —  e;     e—Gis  —  h, 
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Nun  ist  a  =  Bb,   e  =  Fes  u.  s.  w.,    also  kann  man  diese  Accorde 

auch  schreiben: 

Eses  —  geses  —  B^ ;     Bb  —  deses  —  ^^s ;    Fes  —as--  Ces, 

Weil   wir    aber   jetzt  keine   über-   und   unterstrichenen   Buchstaben 

anwenden,  so  werden  wir  die  Accorde  von  a-MoU  =  ^6-Moll  am  besten 

so  schreiben: 

d—F'-a;     a  —  C—  le 

V' 

{Fes —  as^  Ces, 

Die  Quinte  der  Molltonleiter  mus:;  sich  also  in  unserm  System  mit 
einem  grossen  und  einem  kleinen  Buchstaben  bezeichnen  lassen,  oder, 
mit  andern  Worten,  sie  muss  einer  der  Töne  in  der  zweiten  Gruppe 
sein.  Man  sieht  also,  dass  unser  System  nur  die  folgenden  8  Moll- 
tonarten enthält: 

j        a,       e,      h,      fis,       eis,      gis,      dis,       ais.\^ 
\  =  Bb,  Fes,  Ces,  Ges,    Des,     As,      Es,       B.  i 

Man  kann  aber  noch  aus  folgenden  6  Molltonarten  spielen: 
d,  g,  c,  f,  b,  es, 
wenn  man  statt  der  richtigen  grossen  Septime  die  um  ein  Komma  zu 
hohe  pythagoreische  zulasst,  und  also  z.  B.  in  d-Moll  statt  des  Tones 
des  =  Cis  den  Ton  eis  anwendet.  Mit  Hülfe  dieser  6  Molltonleitern 
kann  man  also  auch  bei  den  Molltonleitern  vollständig  im  Kreise  herum 
moduliren,  indem  man  b  und  B  oder  es  und  Es  enharmonisch  mitein- 
ander verwechselt. 

Man  kann  ferner  aus  jeder  der  oben  genannten  Durtonarten  (mit 
Ausnahme  von  Ces-Dur)  in  die  verwandte  Molltonart,  z.  B.  aus  C-Dur 
nach  a-Moll,  aus  G-Dur  nach  ß-Moll  u.  s.  w.  moduliren;  in  die  gleich- 
namige Molltonart  kann  man  aber  nur  aus  Ces-,  Ges-,  Des-,  As-,  Es-  und 
^-Dur  übergehen.  Will  man  aber  für  einen  ganzen  Quinten- Cirkel  von 
Grundtönen  gleichmässig  Dur-  und  Molltonarten  haben,  so  muss  mau 
zu  den  vorhandenen  24  Tönen  noch  die  folgenden  6  hinzufugen: 
Gis,  Dis,  Ais,  Eis,  His,  Fisis*). 

Durch  Hinzunahme  dieser  6  Töne,  die  man  auch  ä«,  eSi  6?  fy  c,  y 
nennen  könnte,  verlängert  sieh  die  oben  zusammengestellte  Terzenfolge 
noch  um  12  Schritte,  so  dass  dieselbe  vom  Tone  H  an  folgender- 
massen  lautet: 

H,    dis,    Fis,    ais,    Cis,    eis,    Gis,    his,    Dis,    fisis,    Ais,    cisis.    Eis,    gisis, 
His,    disis,    Fisis,    aisis. 

Man   erhält  also   ausser   den   obigen  Tonarten  noch  folgende  sechs 

Durtonarten : 

Fis,  Cis,  Gis,  Dis,  Ais,  Eis 

*)  Auch  die  Schwingungszahlen  und  Logarithmen  dieser  Töne  folgen  weiter 
unten  (S.  127  «nd  120).  •  Digi.izedbyGoOgk 
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und  auch  sechs  neue  Molltonarten,  nämlich: 

eis,  hi$,  fisis,  cisis,  gisis,  disis. 


f      eis,  his,   fisis,  cists,  gisis,  dists.y^ 


eis  \ 
F   ]' 


Die  genannten  30  Töne  geben  nun  vollkommen  rein  19  Dur-  und 
14  Molltonarten,  von  denen  folgende  12  gemeinschaftliche  Grundtöne 
haben : 

Ces,  Ges,  Des,  As,  Es,  B,  F,  C,  G,  D,  A,  E. 

Da  nun  Ces'  =  h  ist  und  die  Quinte  E — h  nur  um  ein  Komma  zu 
klein  ist,  so  wird  man  aush  innerhalb  dieser  12  Tonarten  vollständig 
im  Kreise  herum  moduliren  können,  wenn  man  beim  Uebergang  von  E 
nach  Ces  eine  wirkliche  enharmonische  Verwechselung  ausführt.  Zu  einer 
solchen  enharmonischen  Verwechselung  geben  auch  noch  7  andere  Dur- 
tonarten Gelegenheit,  nämlich: 

H,       Fis,     Cis,      Gis,      Bis,       Ais,      Eis, 
deren  Grundtöne  sich  nur  um  ein  Komma  unterscheiden  von 

{h,       fis,       eis,       gis,       dis,       ais,       eis 
=  Ces,  Ges,     Bes,      As,       Es,        B, 

Und  auch  bei  den  Molltonarten  kann  man   statt 
^-Moll  und  ^-Moll 
die  ihnen  sehr  nahe  gleichen 

a-  =  BbMoW  und  e-  =  Fes-UoW 
anwenden. 

Will  mau  wegen  der  Existenz  dieser  beiden  letzten  Molltonarten 
auf  A-  und  ^-MoU  verzichten,  so  kann  man  die  beiden  Töne  His  und 
Fisis  weglassen  und  mit  Hülfe  der  übrigbleibenden  28  Töne  17  Durton- 
arten, nämlich: 

Ces,  Ges,  Bes,  As Fis,  Cis,  Gis,  Bis 

und  12  Molltonarten:  ^ 

a  =  Bb;     e  =  Fes;     h  =  Ces C,  G,   D 

rein  spielen. 

^In  welcher  Weise  diese  24,  28  oder  30  Töne  auf  einem  Tasten- 
instrumente anzubringen  sind,  darüber  finden  sich  mehrere  Vorschläge 
von  Helmholtz  in  der  „Lehre  von  den  Tonempfindungen" 
S.  485  und  598 — 600,  auf  die  ich  hier  verweise. 

Beiläufig  erlaube  ich  mir  hier  auf  ein  paar  kleine  Versehen  auf- 
merksam zu  machen,  die  sich  in  der  Helmholtz'schen  Darstellung  des 
rein  gestimmten  Tonsystemes  finden.  In  der  „Lehre  von  den  Tonem- 
pfindungen "  wird  nämlich  (S.  484)  das  Intervall  C :  his^  oder  Ces :  k^ 
unter  Zugrundelegung  des  angenäherten  Verhältnisses  74 :  73  für  das  In- 
tervall ff/. Ces  berechnet  und  =  845:846  gefunden,  während  es  sich 
bei  genauerer  Berechnung  =  885:886,  also  noch  etwas  |^lj?i|Jj^^(5'§SfJ$'lc 
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Ferner  sagt  Helmholtz  (S.  484  und  485),  die  Quinten  seines  Sy- 
stemes  seien  alle  um  ein  sehr  kleines  Intervall  zu  gross,  ivährend 
unsere  Rechnung  zeigt,  dass  sie  etwas  zu  klein  sind.  Diess  Versehen 
ist  entstanden  durch  Anwendung  absteigender  Quinten  C — F — B  — , 
welche  den  Quarten  gleich  zu  achten  sind,  und  diese  sind  als  Ergän- 
zung zur  Octave  in  der  That  um  dasselbe  kleine  Intervall  zu  gross. 

Endlich  sagt  Helmholtz  wiederholt  (Beilage  XIII.  S.  599  u.  600), 
dass  sein  vollständiges  Tonsystem  31  Töne  enthalte,  während  ich  nur 
30  darin  finde.  — 

Es  versteht  sich  nun  von  selbst,  dass* man  aus  der  grossen  Zahl 
der  oben  berechneten  Töne  noch  beliebig  viele  andere  zur  Constmcticn 
eines  Instrumentes  in  reiner  Stimmung  auswählen  kann.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  man  die  oben  (S.  120)  angegebene  Beziehung  zwi- 
schen den  Tönen  der  verschiedenen  Reihen  :  C  =  his,  u.  s.  w.  benutzt, 
erhält  man  jedesmal  durch  HinzufÜgung  eines  neuen  Quintenschrittes 
eine  neue  Dur-  und  eine  neue  Molltonleiter. 

Im  Allgemeinen  sind  also  bei  einem  Tonsystem  von  n  Tönen 
(vorausgesetzt,  dass  n  gross  genug  ist  und  dass  die  Töne  alle  unter- 
einander Quinten  mit  dem  bekannten  kleinen  Fehler  sind)  stets  n — 11 
Durtonleitern  und  n — 16  Molltonleitem  möglich,  von  diesen  Dur-  und 
Molltonleitern  haben  n — 18  gemeinschaftliche  Grundtöne. 

Herr  Appunn,  Orgelbauer  und  Fabrikant  akustischer  Instrumente 
zu  Hanau*),  hat  sich  für  die  Herstellung  von  Instrumenten  in  reiner 
Stimmung  ein  grosses  Verdienst  erworben,  indem  er  ein  Harmonium 
mit  36  Tönen  in  der  Octave  construirt  hat,  welches  in  seiner  äussern 
Einrichtung  ganz  und  gar  von  dem  von  Helmholtz  beschriebenen 
abweicht  und  sich  vor  demselben  trotz  der  grössern  Anzahl  von  Tönen 
durch  bequemere  Spielart  vortheilhaft  auszeichnet,  so  dass  Herr  Pro- 
fessor Helmholtz  sein  Instrument  von  Herrn  Appunn  nach  dessen 
Principien  hat  uftistimmen  lassen. 

Das  Harmonium  des  Herrn  Appunn  ist  bisher  noch  nicht  Ölfentlicli 
beschrieben ;  ich  bin  aber  durch  die  freundliche  Mittheilung  des  Ver- 
fertigers, für  die  ich  ihm  hiermit  öffentlich  meinen  Dank  ausspreche, 
in  den  Stand  gesetzt,  folgende  Angaben  darüber  machen  zu  können: 
Das  Instrument  hat  zwei  Claviaturen,  die  wie  die  beiden  3fanuale 
einer  Orgel  übereinander  liegen.  Jede  Taste  trägt  aber  ein  Knöpfchen, 
welches  für  sich  niedergedrückt  werden  kann;  der  Ton,  der  durch 
dieses  Knöpfchen  angegeben  wird,  ist  jedesmal  um  ein  Komma  tiefer 
als  der  Ton  der  zugehörigen  Taste;  die  Töne  der  untern  Claviatur 
sind  untereinander  reine  Quinten,  nämlich  die  Töne  der  Reihe  I.: 
F—C—G — D  —  A — E — H  —Fis  —  Cis  —  Gis  —  Dis  —  Ais;  dieKnöpfchen 


*)  Firma:  Georg  Appunn  &  Söhne.  oigitized  byGoOglc 
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auf  den  Tasten  geben  die  um  ein  Komma  tiefern  Töne  der  Reibe  II.: 
f — c  —  ö'....;  ^^®  Tasten  der  obern  Claviatur  geben  dieselben  Töne, 
wie  die  Knöpfchen  der  untern  und  die  Knöpfeben  der  obern  Tastatur 
endlich  geben  die  wiederum  um  ein  Komma  tiefern  Töne  der  Keihe  III. : 

F — £ — G Da   nun  .F  ==  eis  und  f=  Eis   gemacht  werden   kann, 

so  schliessen  sich  diese  36  Töne  zu  einer  langen  Quintenreihe  zu- 
sammen, welche  mit  F  anfängt  und  mit  Ais  schliesst.  Auf  S.  126  habe 
ich  diese  Quintenreihe  unter  Anwendung  aller  synonymen  Bezeichnungen 
möglichst  übersichtlich  angeordnet  und  daneben,  auf  S.  127  die  Schwin- 
gungszahlen und  Logarithmen  der  einzelnen  Töne  zusammengestellt, 
wie  sich  dieselben  bei  Berticksichtigung  des  bekannten  kleinen  Quinten - 
fehlers  ergeben;  die  Zahlen  gelten  also  auch  zugleich  für  das  oben 
besprochene  Helm  hol tz^che  System.  Die  mit  einem  Sternchen  *  ver- 
sehenen Töne  sind  durch  jenen  Quintenfehler  nicht  beeinflusst. 

Ordnet  man  diese  36  Töne  in  einer  ununterbrochenen  Reihe  von 
abwechselnden  grossen  und  kleinen  Terzen,  wie  diess  S.  121  und  123  für 
das  Helmho1tz*8che  System  geschehen  ist,  so  sieht  man,  dass  man  auf 
dem  Appunn^schen  Instrumente  27  Duraccorde  und  27  MoUaccorde 
hat,  nämlich  die  Duraccorde: 

des — F — as;  as — C — es:  — As — c  —  Es:  ...^ — C — es^  es  —  G  —  b: 
und  die  MoUaccorde 

F^as—C;  Ci-es—G;  ,,,c  —  Es—g:  ...C—es  —  G:  G—b—D, 

Diese  Accorde  enthalten  nach  den  oben  (S.  109  flg.)  angegebeneu  Re- 
geln für  die  Bildung  der  Tonleitern  das  Material  zu  folgenden  25  Dur- 
tonarten : 

Gis  =  as  =  Bbb;    ^  =  es  ==  Feses ;    Ais  s=z  b  =  Ceses'; . . . 

bis  zu 
. . .  Cis  =  des;     Gis  =  as- 

Molltonarten  aber  giebt  es  wie  bei  dem  ursprünglichen  Helm- 
holtz'schen  System  5  weniger,  also  nur  20,  nämlich 

Fis  ==  ges  =  Aseses;   Cis  ==  des  =  Eseses :   Gis  =^  as  =  Bbb ; . . . 

bis  zu 
. . .  his,  =  C  =  deses ."    fis  =  G  =  ases- 

Unter  diesen  25  Dur  und  20  Molltonarten  befinden  sich  je  18, 
welche  dieselben  Grundtöne  haben,  nämlich 

Gis  =  as;    Bis  =  es;    Ais  =  b;    Eis  =  /* 

bis  zu 
, . .  ais  =  B;    eis  =  F;    his,  =  C;    fisis  =  G. 

Man  hat  also  sowohl  bei  den  Dur-,  als  auch  bei  den  Molltonarten 
die  Möglichkeit,   mit  Hülfe   einer   wirklich   ausgeführten  enharmonischen 

(Fortsetzung  auf  S.  128). 
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Uebersicht  ttber  die  Töne  des  Appann'schen  Harmoniums* 

Reihe  III. 

Reihe  11.          Reihe  1 

Reihe  IV 

'• 

H      eis 

c: 

=  F 

=  geses 

S    *his 

=  (7 

=  deses 

1      fisis 

=  G 

=  ases 

^       Cisis 

=  /> 

*=  eses 

O!       ffisis 

=  A 

=  bb 

3*      disis 

=  i? 

=  fes 

H 

=  ces   =  Deseses 

g- 

Fis 

=  ges    =  Aseses 

Vis 

=  rf^s    =  Ä'.^psM 

o 

*Gis 

=  a5     =  ^66 

< 

Dis 

=  ^5     =  Feses 

1 

Ais 

=  b       =  C<»se5 

Töne 
nnd  d 

Eis 
His 

=  r       =  Deses 

!?  g- 

Fisis 

=  g       =  Ases 

Cisis 
Gisii 
Disis 

=  d      =  Eses 
=  a      =  Bb 
=  *^      =  Fes 
h       =  Cfi? 

deseses 

• 

fis     =  Ce* 

= 

aseses 

5  S 

015    =  Des 

= 

eseses 

gis    =  ^.^ 

= 

bbb 

e/is    =  Es 

= 

feses 

SS 

uis    =  B 

= 

ceses 

H 
c: 

'eis    =   F 

== 

geses 

•1 

his    =*C 
fisis  =  G 

= 

deses 
ases 

1 

cisis  =  D 

= 

eses 

gisis  =  A 

= 

bb 

s 

disis  =  E 

= 

fes 

•^ 

H 

= 

ces 

=  Deseses 

1 

Fis 

= 

f/es 

=  Aseses 

"1 

p 

Cis 

= 

des 

=  Eseses 

O 

Gis 

= 

%s 

=  Bbb 

5. 

Dis 

= 

es 

=  Feses 

p 

Ais 

b 
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Schwingungszalilen  ii«  Logaritlimeii  der  Töne  des  Appunn'sclien  Harmoniums. 


Töne 
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Log-arithnion 
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ais  =  B 

1,77828. 

83048 

H 
o: 

F 

1,33352. 
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*1 
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58476 

H 

I) 

1,12468. 
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p 

Fis 
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3 
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o 
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*1,6 
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f 
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SB 
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Verwechselung  zwischen  zwei  um  ein  Komma  verschiedenen  Tönen, 
also  z.  B.  zwischen  as  und  As,  b  und  B,  c  und  C  u.  s.  w.,  in  einem 
vollständigen  Quintenkreise  herumzugehen.  Man  kann  aher  auch  durch 
einfach  fortgesetzte  Modulationen  vom  Grundton  C  allmalich  nach  c 
(in  Dur-  und  Moll)  übergehen  u.  s.  w. 

lieber  die  Handhabung  dieses  Instrumentes  ergeben  sich  aus  der 
auf  S.  126  befindlichen  Zusammenstellung  seiner  Töne  folgende  Regeln: 

Will  man  reine  Quinten  greifen,  so  braucht  man  dazu  zwei 
Tasten  oder  auch  zwei  Knöpfchen  einer  Tastatur;  nur  die  Quinten  der 
Töne  als  bilden  eine  Ausnahme:  Ais  (auf  der  untern  Claviatur)  hat 
nämlich  gar  keine  Quinte,  ais  =  B  (Knöpfchen  unten  und  Taste  oben) 
hat  als  Quinte  eis  =  F  (Taste  unten)  und  Ais  =  b  (Knöpfchen  oben) 
endlich  hat  als  Quinte  Eis  ==  f  (Taste  oben  und  Knöpfchen  unten). 

Will  man  richtige  grosse  Terzen  greifen,  so  hat  man  in  den 
meisten  Fällen  den  Grundton  auf  einer  Taste,  die  grosse  Terz  auf 
dem  Knöpfchen  der  entsprechenden  Taste:  z.  B.  C  auf  der  Taste  und 
e  auf  dem  Knöpfchen  der  Taste  E,  Diess  gilt  aber  nur  für  die  Unter- 
tasten und  die  Tasten  fis  beider  Claviaturen,  die  Obertasten  eis,  gis, 
diSy  ais  haben  —  oben  wie  unten  —  ihre  reinen  Terzen  auf  den  Tasten 
f»  Cy  gy  d  selbst.  Ebenso  haben  die  Knöpfchen  der  letztgenannten 
4  Obertasten  —  oben  wie  unten  —  ihre  grossen  Terzen  auf  Knöpfchen; 
die  andern  8  Knöpfchen  der  untern  Claviatur  haben  ihre  grossen 
Terzen  auf  Koöpfchen  der  obern,  und  die  andern  8  Knöpfchen  der 
obern  Claviatur  mit  den  Tönen:  E—C  —  G-^D^A  —  E—H — Eis 
haben  auf  dem  Instrumente  gar  keine  grossen  Terzen. 

Die  kleinen  Terzen  haben  meistens  den  Grundton  auf  einem 
Knöpfchen  und  die  zagehörige  kleine  Terz  auf  der  entsprechenden 
^J^aste  derselben  Claviatur;  Ausnahmen  bilden  die  Knöpfchen  auf  den 
Tasten  f,  c,  g,  welche  oben  und  unten  ihre  kleinen  Terzen  auf  den 
Knöpfchen  selbst  haben.  Da  nun  die  untern  Knöpfchen  gleich  sind 
den  obern  Tasten,  so  haben  auch  diese  Tasten  ihre  kleinen  Terzen  auf 
den  untern  Tasten,  mit  Ausnahme  der  obern  Tasten  f — c  —  g,  welche 
ihre  kleinen  Terzen  As  =  gis;  Es  =  dis;  B  =  ais  auf  den  Tasten  der 
obern    Claviatur  selbst  haben;    dasselbe   gilt  von   den   Tasten   F,  C,  G 

der  untern  Claviatur;  die  andern  Tasten  der  untern  Claviatur  i>,  A,  E, 

« 

H,  Fis,  Cis,  Gis,  Bis,  Ais  aber  haben  gar  keine  kleinen  Terzen  auf  dem 
A  p  p  u  n  naschen  Instrumente . 

Was  über  die  Quarten  und  Sexten  zu  sagen  wärej  folgt  ohne  wei- 
teres aus  dem  eben  über  Quinten  und  Terzen  Gesagten,  denn  diese  In- 
tervalle ergänzen  sich  ja  zu  Octaven. 

Will   man   nun   noch   die    kleinen   Terzen    der   Tasten    der    untern 

Claviatur  B,  A,  E haben,  so  muss  man  noch  eine  Anzahl  von  Tönen 

rinführon,    nämlich    die   um    ein    Komma   höhern   Töne   f — c  —  t/ 
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der  Keihe  IV.;  um  dieselben  in  passender  Weise  mit  dem  schon  vor- 
handenen Systeme  zn  verbinden ,  hat  man  J  =  Eis  zu  machen  und 
den  Quinten  den  ofterwähnten  kleinen  Fehler  zu  geben.  Dadurch  er- 
geben sich  als  Töne  einer  neuen  Claviatur  die  folgenden  zwölf: 


Töne                  S 

chwingangszahlei 

1   Logarithn 

Eis 

=  /*     =  Geses 

1,34943. 

43235 

Bis 

=  c     =  Deses 

1,01193. 

01711 

Fisis 

=  g     =  Ases 

1,51768. 

60187 

Cisis 

=  d     =  Eses 

1,13820. 

18663 

Gisis 

=  a     =  Bh 

1,70691. 

77138 

Disis 

=  e     =*Fes 

*1,28 

35614 

h      =  Ces 

1,91973. 

94090 

fis    =  Ges 

1,43959. 

52566 

eis  =  Des 

1,07954. 

11042 

gis  =  As 

1,61910. 

69518 

dis  =  Es 

1,21694. 

27994 

äis  =  B 

1,82516. 

86470 

Diese  Töne  würden  consequenterweise  auf  den  Tasten  einer  neuen, 
unterhalb  der  ersten  Claviatur  anzubringenden,  Claviatur  anzugeben  sein; 
die    Knöpfchen   dieser   dritten   Claviatur   aber  müssten    dann   mit   den 

Tonen  F^  C,  G übereinstimmen. 

Diess  jetzt   erhaltene   aus   48  Tönen   bestehende  Tonsystom   würde 
39  Daraccorde  und  ebensoviel  Mollaccord«)  enthalten  und  also 
37  Durtonleitern ,  von  Gis  =  as  bis  gJs  =  As 
und  32  Molltonleitern  von  ^i^  =  ges  bis  Fisis  =  J 
zu  spielen  erlauben;    von  diesen  Tonleitern  haben  30  gemeinschaftliche 
Grundtöne,  nämlich  von 

Gis  =  «5  an ,     bis  Fisis  =  ^, 

Ob  die  Einführung  dieser  letztgenannten  12  Töne  für  die  praktische 
Benutzung  des  Instrumentes  von  Vortheil  sein  würde,  ist  eine  Frage 
für  sich;  theoretisch  aber  wird  das  Instrument  durch  diese  Töne  ver- 
vollkommnet. Es  liegt  in  dieser  Beziehung  auch  kein  Grund  vor, 
welcher  die  Einführung  einer  fünften  Keihe  von  Tönen  hindern  sollte; 
dieselbe  würde  unter  Berücksichtigung  des  kleinen  Quintenfehlers  fol- 
gende Logarithmen  haben: 

Logarithmen 
•  95801 
54277 
12753 
71229 
29705 
88181 
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Die  letzten  sieben  Töne  dieser  Reihe: 

Et    JI,    FiSi    Cis  i    Gis,    bis  ^    Ais 
unterscheiden  sich  von  den  Tönen 

F,   r,    G,   D,   4,   E,   H, 

welche  auf  den  Kuopfchcn  der  obersten  Claviatur  enthalten  sind,  nur 
um  ein  Intervall  dessen  Logarithmus  00777  beträgt,  das  ist  etwa  ein 
halbes  Komma;  man  kann  also  mit  Hülfe  einer  enharraonischen  Ver- 
wechselung zwischen  zwei  von  den  genannten  sieben  Tönen  vollständig 
in  einem  aus  63  Schritten  bestehenden  Quintenkreise  herumgehen. 

Hierbei  haben  Avir  alle  Quinten  um  das  bekannte  kleine  Intervall 
7084:7085  (Log.  =  00020)  zu  klein  gemacht;  wendet  man  aber  reine 
Quinten  an,  so  gelangt  man  nach  53  Schritten  zu  einem  Tone,  der  dem 
ersten  noch  viel  näher  kommt.  Der  Logarithmus  der  richtigen  Quinte 
ist  nämlich  —  wenn  man  ihn  der  Genauigkeit  wegen  auf  7  Stellen  be- 
rechnet —  gleich  0,5849626;  durch  53  Quintenschritte  gelangt  man 
also  zu  einem  Tone,  dessen  Logarithmus  =  53-  0,5849626  =  31,0030178 
ist;  dieser  Logarithmus  entspricht  ziemlich  genau  der  31.  Octave  de^ 
Grundtones,  dieselbe  ist  nämlich  nur  um  ein  sehr  kleines  Intervall, 
dessen  Logarithmus  nach  unserer  gewöhnlichen  Schreibart  =  00302  ist, 
zu  hoch.  Macht  man  nun  jede  der  63  Quinten  um  den  63.  Theil 
dieses  Intervalles  zu  klein,  so  gelangt  man  durch  diese  63  Quinten 
genau  zur  31.  Octave  des  Grundtones,  —  gerade  wie  man  durch  12 
Quinten  in  der  gewöhnlichen  gleichschwebend -temperirten  Scala  zur 
7.  Octave  gelangt.  Auf  diesQ  Weise  erhält  man  also  ein  System  von 
53  Tönen  in  der  Octave:    C  =  his/^    c  =  ffis/^    C  =  Äi"5,;    ^'?  =  des\ 

eis  =  Des'^  Cis  =  des',  eis  =  l)es\  Cis  =  des  =  P__\  d\  I>\  d\  T)  "•  s.  w. 
Vom  tiefsten  Ton  in  der  Octave:  C  =  \  ausgehend  gelangt  man  zum 
2.  Tone  c  ^  His^  durch  12  Quinten;  da  nun  eine  jede  derselben  den 
Logarithmus  0,5849056  erhält,  so  ergiebt  sich  für  c^=  His^  der  Logarithmus: 
12.0,5849056  =  7,018867;  das  Intervall  C:;rhat  also  den  Logarithmus 
Ö1887,  —  ebenso  gross  ist  auch  das  Intervall  c^iC  u.  s.  w.  Ueberhaupt 
sieht  man ,  dass  alle  Stufen  dieser  Tonleiter  einander  gleich  sind,  'mit- 
hin erhält  man  auf  diese  Weise  die  53  Töne  einer  53stufigen  gleicb- 
schwebend- temperirten  Scala,  gerade  wie  man  die  12  Töne  der  ge- 
wöhnlichen gleichschwebenden  Temperatur  bestimmt  durch  12  um  das 
Intervall  885:886  (Log.  =  00163)  zu  kleine  Quinten.  Die  Stufen  dieser 
neuen  Tonleiter  haben  alle  das  Schwingungsverhältniss  l\^^=  1 : 1,01316 
oder  angenähert  IQt'.ll  und  den  Logarithmus  7^=  0,0188679  oder 
angenähert  01887,  sie  sind  also  nur  um  00095  grösser  als  das 
syntonische  Komma  80:81  =  1:1,0125  mit  dem  Logarithmus  01792. 
Man  kann  daher  zu  jedem  Tone  dieser  Scala  alle  möglichen  Intervalle, 
die  „grossen"  und  die  „kleinen",    die  „vermiiylc5rt(g^*Q[p^^l^„über- 
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massigen^',  fast  ganz  richtig  angeben  und  man  kann  daher  auch  auf  jedem 
der  53  Töne  eine  Dur-  und  eine  Molltonleiter  in  fast  reiner  Stimmung 
ausführen;  um  die  Fehler  derselben  auszurechnen,  habe  ich  vom  Grund- 
ton C  ausgehend  abgezählt,  mit  welchen  Stufen  die  einzelnen  Intervalle 
übereinstimmen,  und  habe  dann  die  Logarithmen  dieser  Stufen  und  die 
Abweichungen  derselben  von  den  reinen  Intervallen  genau  berechnet; 
da  die  Scala  eine  gleichschwebende  ist,  so  gelten  dieselben  Fehler  auch 
für  die  Intervalle  von  jedem  andern  Grundtone  aus. 


Töne 

Stufen 

Logarithmen 

Fehler 
in  Logarithmen 

Grundton             z 

.  B.  C 

0 

00000 

00000 

kl.  halber  Ton 

„       Cis 

3 

05660 

—  00229 

gr.  halber  Ton 

»       des 

6 

09434 

+  00123 

kl;  ganzer  Ton 

M       fi 

8 

15094 

—  00106 

gr.  ganzer  Ton 

„       J> 

9 

16981 

—  00012 

kl.  Terz 

n       es 

14 

26415 

+  00112 

gr.  Terz- 

y          ^ 

17 

32075 

—  00118 

Quarte 

.       F 

22 

41509 

+  00006 

Quinte 

,       G 

31 

58491 

—  00006 

kl.  Sexte              , 

>       as 

36 

67925 

+  00118 

gr.  Sexte              , 

y         ^ 

39 

73585 

—  00112 

kl.  Septime          , 

,       b 

45 

84906 

+  00106 

gr.  Septime          , 

,       h 

48 

90566 

—  00123 

Octavfe                   , 

.    c 

53 

100000 

00000 

Für  die  Töne  der  beiden  Haupt  dreiklänge  habe  ich  die  Fehler  der 
Schwingungsverhältnisse  selbst  berechnet;  es  beträgt  nämlich  der  Fehler 
bei  der         kleinen  Terz     annähernd  1324  :  1323  (zu  hoch) 
grossen  Terz  „  1196  :  1197  (zu  tief) 

Quinte  „         12440  :  12441   (zu  tief). 

Fig.  6  stellt  fünf  Beihen  von  je  12  Quinten  mit  der  Helmholtz'- 
sehen-  Bezeichnung  dar  und  zwar  zunächst  nach  absolut  reinen  Quinten 
und  Terzen;  da  aber  bei  der  Kleinheit  des  Massstabes  die  kleinen 
Fehler  ziemlich  verschwinden,  so  kann  diese  Figur  auch  benutzt  werden 
als  graphische  Darstellung  der  Töne  des  Appun naschen  und  des 
Helmholtz'schen  Harmoniums  und  zugleich  der  53stufigen  Scala.  In 
der  letztgenannten  Bedeutung  hat  man  5fi===^;  ISis^^^jE*  ^=:E>  Fis^^^t 
Qi^  s=s  A^  ji^  =  H  und  His  =  ^  zu  nehmen;  —  das  Helmholtz^sche 
Instrument  enthält  aus  Spalte  III.  die  drei  Töne  as^  es,  &,  ferner 
sämmtliche  12  Töne  der  Spalte  II.  und  aus  Spalte  I.  die  neun  Töne: 
Fy  C,  Gy  />,  Ay  Ey  ffy  FtSy  (Äs j  —  d as  Appunn'sche  Harmonium  endlich 
enthält  die  36  Töne  der  drei  Spalten  I.,  II.,  III.;  man  könnte  dem- 
selben aber  auch  noch  die  12  Töne  der  Spalte  IV.,  eventuell/ttucli^ucrch 

9^ 


iie  12  Töne  der  Spalte  IV.,  eventuell /-auch  ncrch 
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die  der  Spalte  V  hinzufügen.  Die  Fig.  6  enthält  überhaupt  die  Töne, 
aus  denen  man  bei  Herstellung  eines  Instrumentes  mit  reiner  Stimmung 
eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  auswählen  muss,  je  nach  den  An- 
sprüchen, denen  das  Instrument  genügen  soll.  Man  könnte  z.  B.  ein  dem 
Appunn*schen  Instrumente  ähnliches  bauen,  welches  die  Töne  der  Reihen 
II,  I  und  IV  oder  I,  IV  und  V  enthält  —  doch  würde  sich  ein  solche-s 
von  dem  Appunn'schen  nur  durch  eine  um  1  oder  2  Komma  höhere 
Stimmung  unterscheiden,  denn  es  existirt  bekanntlich  noch  keine  all- 
gemein angenommene  feste  Tonhöhe  für  die  Töne  C,  c,  ^,  c^  u.  s.  w. 
Ich  habe  daher  auch  für  die  sämmtlichen  Töne  des  vollständigen  Helm- 
holtz  sehen  Systemes  (siehe  S.  115 — 118)  nur  relative  Schwingungs- 
zahlen,  bezogen  auf  6'  =  1 ,  angeführt,  und  mich  dort  auf  die  abso- 
luten gar  nicht  eingelassen. 

Nach  der  jetzt  in  Frankreich  gesetzlicli  eingeführten  sogenannten 
,, tiefen  Stinunung"  dos  (liapason  normal  macht  das  a  der  eingestrichenen 
Octave : 


1=-^ 


in  der  Secuude  870  halbe  (sogenannte  „einfache")  oder  435  ganze  (so- 
genannte „doppelte")  Schwingungen*).  Fasst  man  diesen  Ton  als  Sexte 
der  C-Durtonleiter,  also  als  a  (Reihe  II),  so  kommen  auf  das  C  (Reihe  I) 
der  eingestrichenen  Octave  261  Schwingungen;  fasst  man  es  aber  als 
Quinte  von  />,  also  als  A  (Reihe  I),  so  kommen  auf  C  nur  2bl^in ,.., 
Schwingungen  in  der  Secunde;  fasst  man  es  endlich  als  das  A'  der 
gleichschwebend  teniperirten  Scala,  so  erhält  man  ein  eingestrichenes  C 
mit  258,65.*5  Schwingungen. 

Legt  man  der  Berechnung  das  von  Seh  ei  b  1er  vorgeschlagene  a' 
mit  440  Schwingungen  zu  Grunde,  so  erhält  man,  wenn  man  dasselbe 
als  a  betrachtet,  ein  der  „eingestrichenen"  Octave  angehöriges  C  mit 
264  Schwingungen  in  der  Secunde;  diese  Tonhöhe  ist  zur  Berechnung 
der  Schwingungszahlen  der  andern  Töne  sehr  bequem,  da  sie  für  die 
meisten  Töne  der  6'- Durtonleiter  innerhalb  der  in  der  Musik  gebrauchten 
Octaven  nur  ganze  Zahlen  ergiebt.  Würde  zweitens  der  Ton  der  Stimm- 
gabel als  ^* betrachtet,  so  erhielte  C  die  Schwingungszahl  260,4704 70 •... 
Auf  unsern  gewöhnlichen,  nach  gleichschwebender  Temperatur  ge- 
stimmten Instrumenten  aber  hat  der  Ton  A'  in  Bezug  auf  C'  ==  1  weder 
die  Schwingungszahl  |^,  noch  |^,  sondern  1,68179...  und  daraus  er- 
giebt sich,  dass  das  C  unserer  Instrumente,  die  genau  im  „Kammerton** 
gestimmt  sind,  in  der  Secunde  261,627...  Schwingungen  macht. 

*)  Die  Angabe,  dass  das  a  des  diapason  normal  875  halbe  =  437,5  ganze 
Schwingungen  mache,  —  wie  au  verschiedenen  Orten  angegeben  wird  —  beruht 
wol  auf  einem  Irrthum;  vgl.  den  K.italog  akustischer  Apparate  von  König  in 
Paris  und  Wüllner,  Physik  I,  516.  Digitized  byGoOglc 
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Diese  Stimmung  -wird  jetzt  vielfach  als  zu  hoch  angesehen  und 
man  hat  daher  auch  in  Deutschland  schon  an  manchen  Orten  die  oben 
erwähnte  „tiefe  Pariser  Stimmung"  eingeführt;  aber  selbst  diese  Stimmung 
ist  in  Vergleich  zu  den  früher  gebräuchlichen  Stimmungen  immer  noch 
ziemlich  hoch;  Ohladni  z.  B.  giebt  als  eine  mittlere  Tonhöhe  die- 
jenige an,  bei  der  die  Schwingungszahlen  aller  C  Potenzen  von  2  sind. 
Hiernach  kommen  auf  das  Contra-(7  32  Schwingungen,  auf  das  grosse 
C  64  —  auf  das  der  eingestrichenen  Octave  256  Schwingungen.  Durch 
Multiplication  dieser  Zahlen  mit  den  für  die  einzelnen  Töne  angegebenen 
relativen  Schwingungszahlen  erhält  man  die  absoluten  Schwingungs- 
zahlen derselben;  für  die  verchiedenen  Töne  a  der  eingestrichenen 
Octave  ergeben  sich   z.  B.  folgende  Werthe: 

1)  ^  =  256  •    ^     =  432 

2)  «  =  256  .     I     =  426^ 

3)  ^  =  256  •   f  J^    =  421,399  . . . 

4)  a    =  2ör6  •  ^l  =  4371 

Wollte  man   aber    auf   dem   genannten   Tone  C   eine    gleichschwebend- 
temperirte  Tonleiter  aufbauen,  so  würde  sich  ein 

A'  mit  256  •  1,68179  =  430,538 
Schwingungen   ergeben,   was  also  ziemlich  genau  der  Tonhöhe  des  Or- 
chesters in  der  grossen  Oper  zu  Paris  im  Jahre  1822  entspricht,  denn 
dasselbe  hatte  damals  eine  Stimmgabel  mit  431  Schwingungen. 

Man  sieht,  wie  noth wendig  die  Unterscheidung  der  verschiedenen 
gleichnamigen  Töne  bei  genauem  Untersuchungen  ist.  Die  in  den 
meisten  Lehrbüchern  aus  Chladni's  Akustik  fast  ungeändert  aufge- 
nommene Tabelle  über  die  relativen  Schwingungszahlen  aller  Töne  der 
Tonleiter  ist  also  in  dieser  Beziehung  ungenügend,  denn  in  derselben 
sind  die  Töne  der  einzelnen  Quintenreihen  durchaus  nicht  unterschieden, 
sondern  nur  aus  den  verschiedenen  Quintenreihen  diejenigen  Töne 
herausgenommen,  deren  Schwingungszahlen,  wenn  sie  als  gewöhnliche 
Brüche  geschrieben  werden,  einen  möglichst  einfachen  Werth  haben. 
Da  man  nun  kein  bestimmtes  Princip  darüber  aufstellen  konnte,  wieviel 
Tctne  man  aus  jeder  Quintenreihe  herausnehmen  sollte,  so  finden  sich 
für  einzelne  Intervalle  in  verschiedenen  Büchern  verschiedene  Werthe; 
Chladni  giebt  z.  B.  für  des  die  Schwingungszahl  -J-g^,  Wüllner  aber 
^|,  das  erstere  ist  nach  der  oben  von  uns  erweiterten  Hauptmann- 
Helmholtz'schen  Bezeichnung  desy  das  andere  lües^  Jene  Tabellen 
enthalten  also  nicht  allein  Töne  aus  den  4  Helmholtz'schen  Keihen, 
sondern  auch  aus  den  beiden  oben  (S.  119  u.  120)  noch  hinzugefügten 
Keihen,  welche  ich  durch  unterstrichene  kleine  und  überstrichene  grosse 
Buchstaben  bezeichnet  habe;  die  dort  beispielsweise  bezeichneten  Töne 
sind  alle  in  den  Tabellen  von  Chladni  und  Wüllner  enthaken.     Mit 
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Hülfe  der  oben  angegebenen  Zahlen  kann  man  nun  jeden  Ton  dieser 
beiden  Tabellen  in  eine  der  6  Quintenreihen  einordnen,  nur  die  beiden 
von  Chladni  angegebenen  Töne: 

6868  =  \ii  und  bb  =  fif 
passen  in  keine  derselben,  sie  gehören  vielmehr  in  eine  Reihe,  welche 
noch  um  ein  Komma  höher  ist  als   die  höchste  jener  6  Reihen,  sie  sind 
demnach  zu  bezeichnen  durch: 

eses  und  bb 
weil  sie  nämlich  um  4  Komma  höher  sind,    als  die  Töne   eses   und    66, 
also  um  6  Komma  höher  als  die  Töne  eses  und  bb,    Diess  Intervall  beträgt 
aber  in  Logarithmen  6  •  01792  =  10752,  ist  also  grösser  als  ein  halber  Ton. 

Durch  die  Unterscheidung  der  verschiedenen  Töne  gleiches  Namens 
erledigt  sich  zugleich  eine  Frage,  über  die  sich  Musiker  und  auch  Phy- 
siker zuweilen  untereinander  streiten,  die  Frage  nämlich,  ob  eis  oder 
de8y  di8  oder  68  höher  sei;  man  sieht  nämlich  jetzt  ein,  dass  diese 
Frage  im  Allgemeinen  gar  nicht  beantwortet  werden  kann,  denn  es  ist 
z.  B.  Cis  höher  als  Des^  aber  tiefer  als  Des  u.  s.  w. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  noch  auf  einige  andere  Unge- 
nauigkeiten  aufmerksam  machen,  die  sich  bei  der  Lehre  von  den  mu- 
sikalischen Intervallen  auch  in  den  besten  Lehrbüchern  der  Physik  finden. 

In  sämmtlichen  mir  bekannten  Auflagen  des  grossen  Lehrbuchs 
und  auch  des  Grundrisses  der  Physik  von  Joh.  Müller  ist  die  Note: 

^w-         .  als  kleines  „c";    die  Note  z^-  aber  als   einge- 


strichenes „0  "  bezeichnet,  während  bekanntlich  beide  Noten  gleich- 
massig  das  eingestrichene  „c'**  bezeichnen. 

Auch  in  dem  trefiflichen  Buche  von  Wüllner,  in  dem  das  Capitel 
von  den  musikalischen  Intervallen  mit  ziemlicher  Ausführlichkeit  be- 
handelt ist,  finden  sich  einige  kleine  Ungenauigkeiten,  die  ich  mir  hier 
anzuführen  erlaube. 

Wüllner  sagt  nämlich  (I,  S.  506),  dass  der  Unterschied  von  einem 
Komma  (|-^)  vom  Ohre  nicht  mehr  wahrgenommen  werde,  während  doch 
schon  nach  den  Untersuchungen  von  Chladni  (dessen  Akustik  S.  55), 
„ein  um  f^  verstimmtes  Intervall  von  keinem  unverdorbenen  Ohre  ohne 
Widerwillen  angehört  werden  kann.'* 

Auf  derselben  Seite  giebt  Wüllner  die  Abweichungen  in  den  In- 
tervallen an,  die  die  Töne  der  C-Durtonleiter  miteinander  bilden,  es 
fehlt  da  aber  nicht  nur  die  in  den  Berichtigungen  zur  zweiten  Ausgabe 
angemerkte  falsche  Quinte  h  —  f,  die  wir  nach  der  Hauptmann'schen 
Bezeichnung  h — F'  zu  schreiben  haben,  sundern  auch  noch  die  falsche 
Quarte  a  —  D\    die  falsche  Sexte  F — D'  und  die  falschGn>  kleinen  Sep- 

Digitized  by  Vji 


Von  Gustav  Schubkino.  135 

timcn  D  — C,   G  —  F',   H  —  Ä-^   der  Wertli  der  kleinen  Sexte  F—D'  ist 
auch  in  der  Tabtille  auf  S.  505  falsch  angegeben. 

Endlich  fehlen  auf  S.  502  bei  der  Aufzählung  der  consonanten 
Axicorde  zwei  Umlagerungen ;  Wüllner  giebt  nämlich  als  consonante 
Accorde  mit  dem  tiefsten  Tone  C  nur  die  folgenden  4  an: 

1)  der  gewöhnliche  C-Duraccord  (C — e — G), 

2)  der  gewöhnliche  C-Mollaccord  {C—es — G)^ 

3)  der  (Terz-)Sextaccord  in  a-Moll  {C—e  — «), 

4)  der  Quart-Sextaccord  in  J^-Dur  {C — i^  — «); 
es  fehlen  also  noch 

5)  der  (Terz-)Sextaccord  in  Ä^-Dur  {C — es  —  öS)i 

6)  der  Quart- St^xtaccord  in  i^-Moll  (C— ^  — ^). 

Die  Accorde  3  —  6  sind  bekanntlich  nur  Umlagerungeu  der  beiden 
ersten  5  aus  dem  C-Duraccord  C — e  —  G  folgt  nämlich  als  erste  Um- 
lagerung  der  Sextaccord  e  —  G  —  C  (cfr.  Nr.  5)  und  als  zweite  Um- 
lagerung  der  Quart-Sextaccord  G  —  (f  —  e  (cfr.  Nr.  4),  ebenso  folgen 
aus  dem  C-Molläccord  C  —  es  —  G  der  Sextaccord  ^  —  G  —  C'  (Nr.  3) 
und  der  Quart-Sextaccord  G — C  —  es'  (Nr.  6).  Man  kann  diese  Um- 
lagerungen  sehr  gut  demonstriren  an  dem  Accordmesser  (Fig.  l)j  —  auch 
die  eben  erwähnten  Abweichungen  der  einzelnen  Intervalle  der  C-Dur- 
tonleiter  erkennt  man  mit  Hülfe  der  graphischen  Darstellung  (Fig.  2)  leicht. 

Man  sieht  hieraus,  wie  bequem  ^iese  graphische  Darstellung  zur 
Demonstration  aller  Gesetze  der  musikalischen  Akustik  ist;  auch  für  die 
zu  einem  Grundtone  gehörigen  harmonischen  Obertöne  kann  man  eine 
sehr  praktische  Darstellung  geben.  Zum  Giundtone  C  =  1  gehören 
bekanntlich  die  Ober-  oder  Theiltöne:  C^  =  2,  G'  =  3,  C^'  =  4,  ß"  =  5, 
G"  ==6  u.  8.  w. ;  die  Logarithmen  dieser  Töne  sind  folgende : 
Theiltöne  Lo{^arithmen 

1  .  2  .  4  .  8  .  =  C  00000 

9  .  =  i)  16993 

5  .  10  .  =  ^  32193 

11  .  (==  Cß£  +)  45943 

3  .  6  .  12  .  =  G  58494 

13  .  (=    a  — )  70044 

7  .  14  .  (=  ft  — )  80736 

15  .  =  Ä  90689 

2  .  4  .  8  .  16  .  =  C  100000 

Neben  den  Nummern  der  einzelnen  Theiltöne  sind  die  Noten  an- 
gegeben, die  denselben  entsprechen,  Ges  ist  aber  etwas  zu  erhöhen, 
rt  und  b  dagegen  etwas  zu  erniedrigen,  um  den  betreffenden  Theil- 
tönen  gleich  zu  werden.  —  Fig.  7  und  8  stellen  die  Obertöne  des 
Grundtones  C  graphisch  dar. 

Fig.    7    zeigt    eine    erweiterte  Form    des    oben    bereits    erwähntelu 
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von  Mach  construirten  Modells  zur  Demonstration  der  Ohertöne.  Zar  Er- 
läuterung bemerke  ich  Folgendes:  Zwischen  den  die  gadze  Figur  der 
Länge  nach  durchziehenden  Linien  ß  und  y  befinden  sich  kleine  Striche, 
welche  für  die  darunter  stehenden,  zwischen  a  und  ß  befindlichen 
Tasten  die  Tonhöhe  nach  gleichschwebender  Temperatur  angeben;  die 
Striche  in  dem  Kaumo  zwischen  den  Linien  y  und  s  bedeuten  die  Ton- 
höhe der  Theiltöne  des  tiefsten  C  der  Claviatur,  bis  zum  20.  hinauf. 
Schneidet  man  nun  die  ganze  Figur  aus  und  trennt  sie  dann  längs  der 
Liliie  y,  so  kann  man  die  obere  Hälfte  beliebig  an  der  untern  ver- 
schieben und  dadurch  die  Obertöne  zu  jedem  beliebigen  Grundlone 
finden.  Wegen  des  kleinen  Massstabes  —  die  Octave  ist  hier  nur 
50"""  lang  —  sind  die  Abweichungen  der  temperirten  Quinten  und 
Terzen  kaum  merklich,  wol  aber  die  der  natürlichen  Septime  (7.  Theil- 
ton  :  f)  von  der  kleinen  Septime  B,  welche  bei  dem  Mach'schen  Mo- 
delle zusammenfallen.  —  Theilt  man  nun  den  Streifen,  der  die  Marken 
für  die  Tbeiltöne  trägt,  noch  einmal  längs  der  Linie  <$,  so  kann  man 
die  Figur,  wie  das  Mach'sche  Modell,  benutzen  zur  Demonstration  der 
H  e  Im  hol  tz'schen  Theorie  der  Consonanz  und  Dissonanz.  Es  empfiehlt 
sich,  dass  man  zu  diesem  Zwecke  die  ganze  Figur  auf  Pappe  kleben 
und  in  der  durch  Fig.  7^  im  Querschnitt  angedeuteten  Weise  einrichten 
lässt.  Man  kann  dann  die  beiden  Streifen,  die  die  Marken  fiir  die 
Theiltöne  tragen,  in  dem  Spaltj  hinter  der  Tastatur  beliebig  hin  und 
her  schieben:  Man  stelle  zuerst  den  breitern  Streifen  {ö — £)  mit  der 
Marke  Nr.  1  auf  den  tiefern  der  beiden  zu  vergleichenden  Töne,  den 
schmälern  (y  ~d)  aber  auf  den  höhern,  dann  kann  man  das  Verhältniss 
der  Obertöne  beider  Klänge  ber[uem  übersehen  und  die  von  Uelmholtz 
angegebenen  Gesetze  leicht  anschaulich  nachweisen.  —  Will  man  statt 
der  temperirten  Intervalle  die  natürlichen  untersuchen ,  so  kann  man 
die  Mai*ken  für  dieselben  zwischen  ß  und  y  nach  den  oben  ange- 
gebenen Werthen  der  Logarithmen  leicht  einzeichnen,  man  muss  aber 
beachten,  dass  der  Massstab  dieser  Figur  nur  halb  so  gross  ist,  als  in 
den  Figuren  1 — 6;  die  Unterschiede  zwischen  der  natürlichen  und  der 
reinen  Stimmung  sind  also  hier  nicht  so  auffallend. 

Im  Massstabe  der  andern  Figuren  (Octave  =  100  Millimeter j 
werden  die  Theiltöne  von  C  durch  Fig.  8  dargestellt;  hier  sind  zur 
Vergleichung  die  Töne  der  C-Durtonleiter  in  reiner  Stimmung  beige- 
fügt. —  Die  Figur  zeigt  nicht  nur,  dass  die  Theiltöne  um  so  näher  bei 
einander  liegen,  je  höher  sie  sind,  sondern  auch,  dass  in  jeder  höhern 
Octave  die  Töne  der  vorigen  sich  wiederholen,  dass  sich  aber  jedesmal 
ein  neuer  Th eilton  —  mit  ungerader  Zahl  —  zwischen  dieselben  ein- 
schiebt, so  dass  in  jeder  folgenden  Octave  noch  einmal  so  viel  Theil- 
töne auftreten,  als  in  der  vorigen. 

Halle,   im  Januar  1868.  C^r\nin]o 
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Nachtrag. 


Vorstehender  Aufsatz  war  schon  im  Druck,  als  ich  erfuhr,  dass  die 
in  demselben  enthaltene  Anwendung  der  Logarithmen  nicht  —  wie 
S.  107  angegeben  ist  —  von  Marpurg,  sondern  von  Lconhard 
Euler  herrührt.  Derselbe  entwickelt  in  seinem  Werke:  ^^Teniamen 
novac  theoriac  musicae^^  (cap.  IV,  §.  35  n.  flg.)>  dass  das  Mass  des  In- 
tervalles  zwischen  zwei  Tönen  a  und  b  bestimmt  ist  durch  den  Lo- 
garithmus ihres  Quotienten:  /  —  =  Ib  —  /a;  demnach  sei  das  Mass  für  das 

Octavenintorvall  (griechisch  ötaTtccaojv)  gleich  log  2  und  das  Mass  für  die 
Quinte  {ötccnevte)  gleich  log  ^  ==  log  S  —  log  2;  er  bemerkt  auch  gleich, 
dass  es  hiernach  kein  noch  so  kleines  Intervall  gicbt,  welches  zugleich 
ein  aliquoter  Theil  der  Quinte  und  der  Octave  ist;  ähnlich  verhält  es 
sich  mit  der  Terz.  An  einer  andern  Stelle  (VII,  4)  sagt  er,  dass 
wegen  der  Wichtigkeit  und  der  häufigen  Anwendung  des  Octaven- 
intcrvalles  die  Rechnung  am  bequemsten  wird,  wenn  man  einen  j^canon^*^ 
anwendet,  in  welchem  der  ,,logarithmus  binarii  collocalur  unilas^^]  er 
wendet  in  Folge  dessen  ebenfalls  die  Logarithmen  mit  der  Basis  2  an.  — 
Ob  Marpurg  auch  diese  Logarithmen  benutzt,  weiss  ich  nicht,  da  ich 
dessen  Werk  nur  aus  einem  Citate  Chladni's  kenne.  —  Das  S.  107 
erwähnte  Opelt'sche  Buch  „Allgemeine  Tfieorie  der  Musik" 
enthält  im  Wesentlichen  nichts  anderes,  als  das  oben  citirte  Euler*sche. 
—  Dagegen  bringt  Drobisch  in  3  Abhandlungen  über  die  Tonleiter 
mancherlei  Neues:  Die  älteste  „über  die  mathematische  Bestim- 
mung der  musikalischen  Intervalle"  (herausgeg.  von  der  Ja- 
blonowski'schen  Gesellschaft)  enthält  einen  Versuch,  mit  Hülfe  der 
Principien  der  Herbart'schen  Philosophie  die  Erscheinungen  der  Con- 
sonanz  und  Dissonanz  zu  erklären  —  ein  Versuch,  der  durch  die 
llelmholtz'sche  Theorie  wol  als  erledigt  zu  betrachten  ist;  der  ma- 
thematische Theil  der  genannten  Abhandlung  wird  ausführlicher  wieder- 
holt in  einer  späteren  Schrift  (herausgegeben  von  der  K.  Sachs.  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften)  „über  musikalische  Tonbestim- 
mung und  Temperatur",  zu  der  dann  noch  ein  „Nachtrag"  er- 
schienen ist. 

Es  ist  zu  bedauern,  dass  Drobisch  bei  Abfassung  dieser  Schriften 
die  Helmholtz'sche  Unterscheidung  der  gleichnamigen  Töne  E  und 
e  u.  s.  w.  noch    nioht   kannte,    denn    hierdurch   würde  seine  Dar6tellaD|u 
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noch  viel  klarer  geworden  sein.  Er  beweist  zwar,  dass  die  erhöheten 
und  erniedrigten  Töne  eis,  des  u.  s.  w.  sich  gar  nicht  schlechthin, 
sondern  nur  beziehungsweise  bestimmen  lassen,  nämlich  unter 
Voraussetzung  einer  oder  der  andern  Tonart,  allein  er  unterscheidet 
die  verschiedenen  Töne  gleiches  Namens  nicht  durch  verschiedene  Be- 
zeichnung; auch  wagt  er  es  nicht,  den  Haupttönen  c,  d,  e  .  .  .,  je 
nach  den  Tonarten,  in  denen  sie  angewendet  werden  sollen,  verschie- 
dene Höhe  (C,  c  u.  8.  w.)  beizulegen.  Hätte  er  diese  Unterschiede  ge- 
macht, so  wäre  er  nothwendig  zu  dem  Hauptmann-Helmholtz'schen 
System  gelangt,  denn  seine  Classification  der  Töne  ist  diesem  System 
schon  sehr  ähnlich.  Er  bestimmt  nämlich,  wie  Hauptmann  und 
Helmholtz,  die  Töne  nur  durch  Quinten  und  Terzen  und  setzt  zur 
Abkürzung  das  Intervall  der  Quinte:  |^  =  (p,  das  der  Terz:  \  =  T, 
ferner  log  Q  =  q  und  log  T  =  i^  den  Logarithmus  der  Octave:  log  2=\ 
und  bringt  alle  Töne  auf  die  Form  2«*  •  Q"  •  T^,  logarithmisch  »i  +  «i»  +  />'• 
Nimmt  man  nun  auf  die  Verschiedenheit  der  Octaven  keine  Rücksicht, 
vernachlässigt  also  m,  so  kann  man  die  8  Classen  von  D robisch  in 
folgende  allgemeine  Formen  bringen: 

ächwing^n^flzahlen     Logarithmen  Scbwingangszahlen        Logarithmen 

Classe   I.  ö'*  nq  Classe    II.  ö"""  —M 

„    III.  TP  pt  „      IV.   T-P  —pt 

„       Y.Q-TP     nq  +  pl  „      VI.  O-r-''    —nq-pt 

„   VIL  ö  "  TP  —nq  -f-  pt  „  VIII.  0«  T-P      nq—pL 

Diese  Classification  hat  2  Uebelstände,  erstens  sind  die  Classen  I— IV 
nur  specielle  Fälle  der  Classen  V — VIII,  und  dann  sind  in  diesen  letzteren 
jedesmal  2  Veränderli(;Jie  n  und  p,  so  dass  die  Zahl  der  Töne  in  jeder 
dieser  Classen  nach  2  Richtungen  unendlich  ist.  Bei  der  Helmholtz'- 
schen  Eintheilung  aber  giebt  es  nur  einfach -unendliche  Reihen;  die 
allgemeinen  Formen  derselben  sind  unter  Benutzung  der  Zeichen  Q 
und  T  oder  q  und  t  folgende: 

Schwingungszahlen  Logarithmen 

allgemeinste  Form:  Q"  -  Tp  nq  +  pt 


Reihe  III  (Gis) 

Q»  .T^ 

nq  +  21 

„        11  (e) 

Q"  r» 

nq  +  t 

„         1{C) 

Q" 

nq 

„      IV  («,) 

QnT-l 

nq—t 

„       V  iWs,} 

'•               U.  8.  W. 

nq  -  2/ 

In  jeder  von  diesen  Reihen  kann  n  alle  möglichen  ganzen  Zahlen 
bedeuten;  die  positiven  n  geben  die  aufsteigenden  Reihen i  die  nega- 
tiven n    dagegen    die   absteigenden,    «  =  Ü   oudlich^Lebt  den   jedes- 
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maligen  Grundton  der  Reihe.  Um  die  Töne  in  die  Octave  zwischen 
C  und  Cf  zu  verlegen,  wie  in  unsern  obigen  Tabellen,  hat  man  die 
SchwingUDgszahlen  mit  einer  Potenz  von  2  (2'")  *  zu  multipHciren  oder 
zu  dividiren ,  so  dass  sie  zwischen  1  und  2  fallen,  und  die  Logarith- 
men um  soviel  (m)  Einheiten  zu  vergrössern  oder  zu  verkleinern,  dass 
sie  zwischen  0  und  1  fallen. 

Die  Bezeichnung  m  -{-  nq  -\-  pt  ist  sehr  geeignet,  um  die  Ent- 
stehung und  Bedeutung  gewisser  kleiner  Intervalle  auf  einen  Blick  zu 
übersehen;  diese  kleinen  Intervalle  kommen  besonders  in  altern  Werken 
z.  B.  bei  Euler  ziemlich  häufig  vor;  ich  habe  in  der  folgenden  Ueber- 
sicht  stets  ein  Intervall  aus  den  Helmhol tz'schen  Quintenreihen  als 
Beispiel  zugefügt: 


Intervnllo 

Schwingiings- 
verhältnisse 

Loorarithmen 

1)   Schisma                   C:his, 

32768:32805 

00163  =  /  +  8y— 5 

2)  Diaschisma        ^\?,'C 

2025:2048 

01621)  =  3-2/  +  4<7 

(=10  Schisma) 

3)   Syn ton. Komma     C;^ 

80:81 

01792=1//-/ 

(=11  Seh.) 

4)  Pythag.  Komma     CiHis, 

624288:531441 

01956  =  12^-7 

(=12  Seh.) 

5)  Kleine  Diesis     J}is^ :  C 

125:128 

03421  =  1-3/ 

(=211Sch.) 

C)   Grosse  Diesis     His :  c 

625:648 

05214  =  4(^/-/)-l 

(=32  Seh.) 

7)  Kl.  halber  Ton       6':^^ 

24:25 

05889  =  2/— (/ 

(-=^361^ Seh.)  ■ 

8)  Gr.halberTon      Cides 

16:16 

09311  =  1—/-^ 

(=67|Sch.) 

9)  Pythag.  Limma     C.Des 

243:256 

07519  =  3— 5r/ 

(=46J-Sch.) 

10)  Kleines  Limma     C\cis 

128:135 

07681  =  3^  +  /-2 

(=47iSch.) 

11)   Grosses  Limma     C\l)es 

25 :  27 

11103  =  3(7-2/- 1 

(=68iSch.) 

Drobisch  weicht  von  diesen  aus  Euler  und  Chladni  entnom- 
menen Angaben  zum  Theil  ab,  er  nennt  nämlich  das  pythagoreische 
I^imma  den  „diatonischen  Iwilben  Ton*^  und  die  grosso  Diesis  den 
,,  Dritthcilston",  Avährend  er  unter  dem  Namen  der  grossen  Diesis  das 
Intervall  'ies\^  =  243:250,  /o^  =  3/ —  5^  +  2  =  04097  versteht,  auch 
führt  er  noch  einen  „verminderten  kleinen  halben  Ton"  Deses:ds 
=  3072:3125,  %  =  5/  — </ —  1  =  02468  und  ein  „Komma  der  Alten" 
=  J^  des  grossen  ganzen  Tones,  log  =  ^  (2^—1)  =  01888  an.  Die 
Reihe  dieser  in  den  Lehrbüchern  meistens  nicht  angegebenen  Intervalle 
wird  vervollständigt  durch  den  der  pythagoreischen  Dur-Tonleiter 
angehörigen  Di t onus  =  2  grossen  ganzen  Tönen  =  C:E  =  64:81, 
dessen  log  =  iq  —  2  =  33985  ist  und  den  Tritonus  für  den  Euler 
folgende  Werthe  angiebt: 

/o^  =  1  -  2(y-/)  =  47393 
/o(7  =  /  -f.  2y  —  1  =  49185 
log  =\-t-2q    =  50815 

log  =2{q-t)-l=  ^^§a7by  Google 


1)  18:25  =  CiFiS'^ 

2)  32:45  =  C.fis-, 

3)  45:CA  =  C:ffes', 

4)  25:36  =  C:6>ä; 
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Nachdem  D robisch  die  Lehre  von  den  Intervallen  beendigt  ^at, 
kommt  er  zu  der  Temperatur  und  sucht  da  diejenigen  gleichschwe- 
benden Temperaturen  zu  bestimmen,  deren  Fehler  so  bescha£fen  sind, 
dass  sie  eine  möglichst  kleine  Quadratsumme  geben.  Ausser  mehreren 
andern  entwickelt  er  auch  die  53stufige  Temperatur,  er  gelangt  aber 
zu  derselben  auf  einem  ganz  anderen  Wege  als  wir, oben  (S.  130).  Noch 
vollkommener  soll  eine  llSstufige  gleichschwebende  Temperatur  sein, 
die  Stufe  derselben  ist  ungefähr  ein  halbes  syntonisches  Komma,  näm- 
lich in  Logarithmen  =00847,  —  es  scheint  aber  hier  bei  Drobisch 
ein  Kechenfehler  vorzuliegen.  Die  übrigen  Temperaturen  haben  vom 
Standpunkte  der  Helmholtz 'sehen  Theorie  aus  geringeres  Interesse. 

Zum  Schluss  noch  ein  Wort  über  die  Bedeutung  der  Loga- 
rithmen. Euler  hat  dieselben  einfach  als  Mass  für  die  Inter- 
valle eingeführt,  Drobisch  geht  einen  Schritt  weiter,  indem  er  die- 
selben betrachtet  als  Mass  für  die  Empfindung  der  Tonhöhe. 
Dicss  Gesetz  für  die  Abhängigkeit  der  Empfindung  von  dem  empfun- 
denen lieiz  hat  Fechner  in  seiner  Psychophysik  noch  mehr  er- 
weitert und  auf  die  Empfindungen  aller  Sinnesorgane  ausgedehnt.  £r 
weist  nach,  dass  innerhalb  bestimmter  Grenzen  alle  Sinnesempfin- 
dungen proportional  mit  dem  Logarithmus  des  Reizes 
wachsen,  nicht  mit  dem  Reize  direct.  Das  Mach* sehe  Modell*) 
(Fig.  7)  lässt  sich  nun  auch  als  .eine  graphische  Darstellung  dieses  Ge- 
setzes (des  sog.  Weber'schen  Gesetzes)  ansehen:  Die  Tasten >  resp. 
die  Striche  zwischen  den  Linien  ß  und  y  bedeuten  gleiche  Zuwüchse 
der  Empfindung,  die  Zahlen  an  der  Linie  ö  oder  c  aber  die  Grösse 
des  Reizes.  Der  Reiz  1  ist  der  „ Schwellenwerth  des  Reizes",  die 
zugehörige  Empfindung  ist  gleich  Null,  zum  Reiz  2  gehört  eine  Em- 
pfindung 1,  ein  weiterer  Zuwachs  des  Reizes  um  1  erhöht  aber  die 
Empfindung 'nur  um  0,58496  (=  q)  und  erst  der  Reiz  4  giebt  die  Em- 
pfindung 2;  überhaupt  sieht  man  dass  die  Reizzuwüchse  bei  wachsenden 
Reizen  immer  kleinere  Empfindnngszuwüchse  bedingen  oder  „auslösen". 
—  Durch  diese  Anwendung  des  Mach' sehen  Modells  erhält  dasselbe 
also  noch  eine  allgemeinere  Bedeutung  für  die  Psycliophysik. 

Halle,  im  Juli  1868.  G.  Seh. 


*)  Zum  Gebrauch  in  Vorlcsunj^en  u.  s.  w.  cmpfielilt  es  »ich,  diess  Modell 
etwas  grösser  herzustellen.  Herr  ßuchbindcrmeistcr  A.  Henning  hierscibst  liefert 
dasselbe  in  3mal  grösseren  Massstabe  (Octave  =*  150"*,  das  ist  also  augefähr  die 
natürliche  Grösse  der  Ciaviertastatur)  bei  einer  Länge  von  4  Octaven  (Thciltoii 
1  -  16)  zu  d<;m  billigen  Preise  von  §  Thir.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  bei  Vm- 
kehnmg  des  Streifens  y  —  d  die  Zahlen  an  der  Linie  y  angeben,  in  welchen 
Kläng^^ii  der  Ton  1    als  zweiter,  dritter Theilton  enthalten  ist. 
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Handbuch  der  höheren  Algebra.  Von  G.  Serret.  Nach  der  dritten 
Auflage  deutsch  bearbeitet  von  G.  Webtheim.  2  Bände,  gr.  8. 
geh.  2  Thlr.  20  Ngr. 

Es  giebt  kein  Werk,  welches  die  Theorie  der  Gleichungen  in  der  Voll- 
ständigkeit und  Klarheit,  wie  die  vor  einem  Jahre  erschienene  dritte  Auflage 
von  Serret,  cours  d'älgibre  supMeure  behandelt,  und  welches  so  sehr  den  Ansprüchen 
genügt,  die  man  an  ein  Handbuch  zu  stellen  hat.  Die  ßeichhaltigkeit  des 
Werkes  ist  am  besten  aus  dem  nachstehenden  Inhaltsverzeichniss  zu  ersehen: 

I.  Theil :  Allgemeine  Eigenschaften  und  numerische  Auflösimgen  der  Gleichimgen . 
1.  Cap.  Theorie  der  Kettenbrüche.  2.  Cap.  Periodische  Kettenbrüche.  3.  Cap. 
Allgemeine  Eigenschaften  der  algebraischen  Gleichungen.  4.  Cap.  Simultane  der 
Wurzeln  der  numerischen  Gleichungen.    II.  Theil:  Die  symmetrischen  Functionen. 

1.  Cap.  Theorie  der  symmetrischen  Functionen.  2.  Cap.  Allgemeine  Formeln  aus 
der  Theorie  der  symmetrischen  Functionen.  3.  Cap.  Excurs  über  die  Zerlegung  der 
rationalen  Brüche  und  über  die  recurrierenden  Reihen.  4.  Cap.  Alternierende 
Functionen  und  Determinanten.  5.  Cap.  Entwicklungen  aus  der  Theorie  der 
Elimination.  Gleichungen  und  Elimination.  5.  Cap.  Eigenschaften  der  Wurzeln 
der  Einheit  6.  Cap.  Trennung  der  Wurzeln  der  numerischen  Gleichungen.  7.  Cap. 
Berechnung.   III.  Theil:    Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen.    1.  Cap.  Congruenzen. 

2.  Cap.*  Potenzreste  und  binomische  Congruenzen.  3.  Cap.  Eigenschaften  der  ganzen 
Functionen  einer  Veränderlichen  in  Beziehung  auf  einen  Primzahlmodus.  4.  Cap. 
Ueber  die  Anzahl  der  zwischen  gegebeneu  Ganzen  enthaltenen  Primzahlen. 
IV.  Theil:  Substitutionen.  1.  Cap.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Substitutionen. 
2.  Cap.  Eigenschaften  der  Systeme  conjugierter  Substitutionen.  3.  Cap.  Indices  der 
conjugierten  Systeme.  4.  Cap.  Einige  besondere  Fälle  aus  der  Theorie  der  Sub- 
stitutionen. 5.  Cap.  Anwendungen  der  Theorie  der  Substitutionen.  V.  Theil: 
Algebraische  Auflösung  der  Gleichungen.  1.  Cap.  Gleichungen  3.  und  4.  Grades. 
Allgemeine  Betrachtungen  über  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen.  2.  Cap. 
Ueber  die  Unmöglichkeit  der  algebraischen  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen, 
deren  Grad  grösser  als  4  ist.  3.  Cap.  AbePsche  Gleichuugen.  4.  Cap.  Ueber 
eine  Klasse  von  Gleichungen  9.  Grades,  die  algebraisch  löebar  sind.  5.  Cap.  Ueber 
die  Gleichungen,  die  algebraisch  gelöst  werden  können. 

Was  die  Uebersetzung  betrifft,  so  war  es  das  Bestreben  des  Herausgebers, 
dieselbe  möglichst  correct  zu  liefern.  Bedeutende  Aenderungen  sind  nirgend 
vorgenommen,  an  einzelnen  Stellen  nur  kleine  Zusätze  gemacht,  so  ist  z.  ß.  die 
Tabelle  der  Nr.  316  nach  Jacobi  vervollständigt  worden  u.  s.  w. 
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Theorie    der    elliptischen  Functionen.     Versuch  einer  elementaren 

Darstellung.  Von  Dr.  H.  Dur£:ge,  Prof.  am  K.  K.  Polytechnikum  zu 
Prag.  Zweite  verb.  Aufl.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschn.  gr.  8. 
geh.  3  Tblr. 

Plan  und  Anordnung  der  ersten  Auflage  sind  bei  der  zweiten  Auflage  bis  auf 
unbedeutende  Aenderimgen  beibehalten  worden,  nur  die  Behandlung  des  Additions- 
theoremes  hat  durch  Voranschickiing  der  Stürmischen  Integrationsmethode  eine 
etwas  andere  Gestalt  erhalten.  Neu  hinzugekommen  ist  ein  Abschnitt  über  das 
Abersche  Theorem.  Die  Aufnahme  desselben  wurde  angeregt  durch  die  vortreffliche 
Schrift  von  Clebach  und  Gordan  über  die  AbeVschen  Functionen  (Verlag  von 
B.  G.  Teubner,  1866,  2  Thlr.  12  Ngr.),  in  welcher  ein  so  schöner  Beweis  dieses 
Theoremes  gegeben  ist,  und  worin  dasselbe  mit  seinen  Einzelheiten  eine  so  wichtige 
Rolle  spielt.  Obgleich  nämlich  streng  genommen  das  AbePsche  Theorem  nicht 
in  eine  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hineingehört,  so  hofite  der  Ver- 
fasser doch,  durch  die  Darstellung  der  ersten  ins  Einzelne  gehenden  Untersuchung 
Abels  dem  Einen  oder  Anderen  seiner  Leser  mit  Rücksicht  auf  das  erwähnte  Buch 
eine  willkommene  Zugabe  zu  bieten ,  zumal  die  kurz  vorher  behandelten  elliptischen 
Integrale  ein  passendes  Beispiel  zur  Illustration  des  Aberschen  Theoremes  lieferten. 

Algebraische  Gleichungen  nebst  den  BesiQtaten  und  den  Methoden 

zu  ihrer  Auflösung.  Von  Dr.  Ernst  Bardey.  gr.  8.  geh.    1  Thlr.  10  Ngr. 

Das  Buch  enthält  1000  Aufgaben ,  welche  alle  bis  auf  sehr  wenige  Ausnahmen 
vom  Verfasser  selber  aufgestellt  sind.  Die  Resultate  sind  jeder  Aufgabe  beigefugt. 
Die  Methoden  zur  Auflösung  sind  allgemein  gehalten  und  beziehen  sich  meistens 
auf  ganze  Klassen  von  Aufgaben,  sind  aber  an  einzelnen  Aufgaben  vollständig 
durchgeführt.  Für  viele  Aufgaben  sind,  falls  dies  zweckmässig  schien,  noch 
besondere  Andeutungen  zur  Auflösung  gegeben.  Gleichungen  vom  ersten  Grade 
kommen  nur  der  Vergleichung  halber  ausnahmsweise  vor.  Das  Buch  beginnt  mit 
den  rein  quadratischen  Gleichungen.  Es  zerfiült  in  drei  Theile.  Der  1.  Theil 
behandelt  die  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten,  der  2.  ITieil  die  mit  zwei 
Unbekannten,  der  3.  die  mit  drei  und  vier  Unbekannten.  Die  Auflösung  aller 
Gleichungen,  wenn  auch  viele  derselben  scheinbar  von  einem  höheren  Grade  3ind 
und  im  2.  Theil  selbst  Aufgaben  vorkommen,  die  über  den  20.  und  30.  Grad  hinaus 
zugehen  scheinen,  lässt  sich  bei  einer  geeigneten  Behandlung  mit  Hülfe  quadratischer 
Gl  eich  untren  beschaffen. 
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